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Zu  dem  Versuch  eiuer  übersichtlichen  Darlegung  des  gegenwärtigen 
Standes  der  physikalischen  Krystallographie  fordern  die  erfolgreichen  Unter- 
suchungen auf,  welche  in  neuester  Zeit  die  Kenntniss  der  physikalischen 
Eigenschaften  krystallisirter  Körper  bereichert  haben.  Neben  der  bislang 
mit  Vorliebe  gepflegten  Kiystalloptik  werden  auch  die  übrigen  Gebiete  der 
Krystallphysik  in  wachsendem  Masse  erschlossen,  und  es  beginnen  Be- 
ziehungen zwischen  den  physikalischen  Vorgängen  in  krystallisirten  Substanzen 
herrorzutreten,  welche  das  höchst.e  Interesse  in  Anspruch  nehmen. 

Unter  welchem  Gesichtspunkte  das  physikalische  Verhalten  der  Krystalle 
betrachtet  werden  mag,  jedesmal  handelt  es  sich  vor  allem  darum,  den 
Zusammenhang  dieses  Verhaltens  mit  der  aus  den  Vorgängen  des  Wachs- 
ihums  und  der  Auflösung  erkannten  Symmetrie  der  Krystalle  festzustellen. 
Daher  erschien  es  unerlässlich,  eine  Charakteristik  der  nach  geometrischen 
Synunetrieeigenschaften  zu  unterscheidenden  Gruppen  krystallisirter  Körper 
Torauszuschicken. 

Für  die  Darstellung  der  Vorgänge,  welche  durch  gerichtete  physikalische 
Agentien  in  homogenen  Krystallen  erzeugt  werden,  war  das  Fortschreiten 
von  Symmetriegesetzen  der  höchsten  Ordnung  zu  solchen  niederer  Ordnung 
massgebend.  Daher  wurden  an  die  Spitze  gestellt  einmal  die  Deformationen, 
bei  denen  homogene  Krystalle  homogen  bleiben,  andererseits  die  Vorgänge, 
welche  unter  dem  mathematischen  Bilde  einer  Strömung  beschrieben  werden 
können,  nämlich  die  Leitung  der  Wärme,  die  Strömung  der  Elektricität,  die 
magnetische  und  die  dielektrische  Polarisation. 

Hierauf  folgt  eine  Uebersicht  der  grundlegenden  Forschungen,  die  in 
dem  letzten  Jahrzehnt  über  die  complicirten  Vorgänge  der  elektrischen  Er- 
regung dielektrischer  Krystalle  durch  Temperaturänderungen  und  mechanische 
Einwirkungen  unternommen  worden  sind. 

In  dem  Kapitel  über  die  optischen  Eigenschaften  der  Krystalle  habe 
ich  die  experimentell  geprüften  Gesetze  auf  den  Wegen  zu  entwickeln  ver- 
sucht,  welche  zu  ihrer  Entdeckung  geführt  haben.    Dagegen  glaubte  ich 
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eine  Erörterung  der  zahlreichen,  gegenwartig  aber  noch  wenig  befnedigenden 
Theorieen  der  Erystalloptik  an  dieser  Stelle  vermeiden  zu  müssen. 

Den  Schlnss  bilden  die  Untersuchungen  über  die  elastischen  Eigen- 
schaften der  Erjstalle  und  die  interessevoUen  Anwendungen  der  Elasticitäts- 
theorie  auf  die  Aenderungen  der  Doppelbrechung  durch  Druck,  die  Theorie 
der  Pißzo-  und  Pyroelektricitat,  die  elastischen  Deformationen  dielektrischer 
Erystalle  im  elektrischen  Felde  und  die  elektrooptischen  Erscheinungen  in 
piezoelektrischen  Krystallen.  — 

Die  photographischen  Aufnahmen  von  Interferenzerscheinungen  an  doppelt- 
brechenden Erystallplatten,  mit  deren  Hülfe  die  Lichtdrucktafeln  U — ^IX  her- 
gestellt sind,  habe  ich  im  August  und  September  1888  ausgeführt.  Den 
dazu  erforderlichen  Apparat  verdanke  ich  der  Königlich  preussischen  Akademie 
der  Wissenschaften.  Wie  aus  den  Erklärungen  jener  Tafeln  hervorgeht,  ist 
es  insbesondere  gelungen,  auch  die  im  Natrium-Lichte  hervortretenden  Inter- 
ferenzerscheinungen zu  photographiren. 

Göttingen,  den  17.  August  1890. 

Tb.  Liebisch. 
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1.  üeber  die  für  Erystalle  oharakteristisohen  physikalischen 

Vectorgrössen. 

1.  In  der  ErforschuDg  der  physikalischen  Eigenschaften  der  Krystalle 
concentrirt  sich  das  Interesse  auf  die  Vorgange,  welche  die  Abhängigkeit 
physikalischer  Vectorgrössen  von  der  krystallographischen  Orientirung  ihrer 
Richtungen  darlegen.  Denn  für  homogene  Krystalle  ist  im  Gegensatz  zu 
homogenen  amorphen  Körpern  charakteristisch,  dass  physikalische  Grössen, 
welche  zu  ihrer  Bestimmung  ausser  der  Angabe  eines  numerischen  Werthes 
noch  die  Bezeichnung  einer  Richtung  erfordern,  im  Allgemeinen  auch  mit 
der  kiystallographischen  Orientirung  dieser  Richtung  veränderlich  sind.  Da- 
durch tritt  in  die  Elementargesetze,  welche  sich  durch  Vectorgrössen  aus- 
drücken, eine  neue  Reihe  von  unabhängigen  Veränderlichen  und  mit  ihnen 
eine  Reihe  von  Constanten,  welche  dem  krystalüsirten  Zustande  eigenthüm- 
lich  sind. 

3,  Unter  den  Vorgängen,  welche  durch  gerichtete  physikalische  Agentien 
in  homogenen  Krystallen  erzeugt  werden,  sind,  wie  von  vornherein  hervor- 
gehoben werden  muss,  zwei  Klassen  zu  unterscheiden.  Es  handelt  sich  ein- 
mal um  Vorgange,  bei  denen  gewisse  Krystalle  isotrop  sind,  und  anderer- 
seits um  Vorgänge,  bei  denen  sich  alle  homogenen  Krystalle  ohne  Ausnahme 
als  anisotrop  erweisen. 

In  der  That  zeigen  die  Krystalle  des  regulären  Systems  die  absolute 
Gleichartigkeit  nach  allen  Richtungen,  wie  sie  homogenen  amorphen  Körpern 
unter  der  Einwirkung  beliebiger  physikalischer  Agentien  eigen  ist,  in  den 
Dilatationen,  welche  die  Folge  einer  gleichmässigen  Temperaturänderung 
oder  eines  allseitig  gleichen  Druckes  sind,  in  dem  Verhalten  gegen  Strahlung 
und  in  den  Vorgängen,  die  unter  dem  mathematischen  Bilde  einer  Strömung 
beschrieben  werden  können,  also  bei  der  Leitung  der  Wärme,  der  Strömung 
der  Elektrioität,  der  dielektrischen  Polarisation,  der  magnetischen  Induction. 
Dagegen  sind  diese  Krystalle  den  amorphen  Körpern  gegenüber  physikalisch 
ausgezeichnet  durch  die  von  der  krystallographischen  Richtung  abhängigen 
Eigenschaften  des  Wachsthums  und  der  Auflösung,  der  Spaltbarkeit  und 
der  Härte,  der  Pyro-  und  Piözoelektricität,   endlich  durch  die  Verschieden- 
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heiten,  welche  in  den  Werthen  der  Dehnungs-  und  Torsionscoefficienten  mit 
der  Aenderung  der  Richtung  eintreten. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  in  einem  krystalüsirten  Körper  Richtungen, 
welche  sich  unter  der  Einwirkung  gewisser  physikalischer  Ägentien  durch 
übereinstimmendes  Verhalten  als  gleichberechtigt  erweisen,  unter  dem  Einfluss 
anderer  Ägentien  charakteristische  Unterschiede  darbieten.  Gerade  die  Er- 
forschung dieser  auffallenden  Verschiedenheiten  in  der  Art  der  Abhängigkeit 
des  physikalischen  Verhaltens  von  der  Richtung  bildet  eine  wesentliche  Auf- 
gabe der  physikalischen  Erystallographie,  und  es  ist  Zweck  der  folgenden 
Darstellung,  über  die  bislang  gewonnenen  Ergebnisse  eingehend  zu  berichten. 

Einstweilen  beachten  wir,  dass  auf  Grund  der  fundamentalen  Zwei- 
theilung der  hier  in  Betracht  konunenden  physikalischen  Vorgänge  auch  die 
Vectorgrössen,  welche  Funktionen  der  krystallographischen  Richtung  sind, 
in  zwei  Klassen  geordnet  werden  müssen,  deren  Natur  sofort  anschaulich 
wird,  wenn  wir  uns  der  geometrischen  Darstellung  einer  Vectorgrösse  durch 
eine  Gerade  von  entsprechender  Richtung  und  Länge  bedienen.  Alsdann 
wird  die  Abhängigkeit  der  Intensität  einer  Vectorgrösse  von  der  Richtung 
in  der  einen  Klasse  durch  Mipsoide,  und  insbesondere  bei  regulären  Krystallen 
durch  Kugeln  repräsentirt,  in  der  andern  dagegen  durch  Flächen  höherer 
Ordnung,  welche  in  dem  speciellen  Falle  der  regulären  Krystalle  dazu 
dienen  mögen,  die  unterscheidenden  Merkmale  derselben  gegenüber  amorphen 
Körpern  zu  veranschaulichen. 

Dieselbe  durchgreifende  Zweitheilung  gelangt  in  der  Folge  zur  Geltung, 
wenn  wir  mit  Hülfe  jener  Vectorgrössen  die  analytischen  Ausdrücke  für  die 
Elementargesetze  der  entsprechenden  physikalischen  Vorgänge  bilden.  Unt^r 
Benutzung  eines  mit  dem  Krystall  in  starrer  Verbindung  stehenden  Systems 
von  Coordinatenaien  werden  in  diesen  Ausdrücken  als  unabhängige  Ver- 
änderliche im  Allgemeinen  auch  diejenigen  Grössen  auftreten,  welche  zur 
krystallographischen  Orientirung  des  Coordinatensystems  dienen.  Nur  wenn 
es  sich  um  physikalische  Vorgänge  der  ersten  Klasse  in  einem  regulären 
Krystall  handelt,  müssen  die  analytischen  Ausdrücke  der  Elementai^esetze 
ungeändert  bleiben,  wie  man  auch  das  Coordinatensystem  um  den  Anfangs- 
punkt drehen  mag. 

3.  Die  physikalischen  Vorgänge  der  ersten  Klasse  besitzen  einen  höheren 
Grad  von  Symmetrie  als  jene  der  zweiten;  allein  die  Symmetrieverhältnisse 
verschiedener  physikalischer  Vorgänge,  welche  an  einem  und  demselben 
kiystallisirten  Körper  beobachtet  werden,  stehen  nicht  im  Widerspruch  mit 
einander.  Ordnet  man  die  Vorgänge  nach  dem  Grade  ihrer  Symmetrie,  so 
findet  man,  dass  zu  den  schon  vorhandenen  Symmetrieelementen  neue  hinzu- 
treten, die  mit  jenen  im  Einklang  stehen. 

OflFenbar  ist  das  Symmetriegesetz  niedrigster  Ordnung,  welches  an  einem 
krystalüsirten  Körper  beobachtet  wird,  vor  allem  charakteristisch  für  die 
physikalische  Natur  desselben.     Nun  lehrt  die  Erfahrung  den  niedrigsten 
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Grad  der  Symmetrie  in  dem  auf  den  Vorgängen  des  Wachsthoms  und  der 
Auflösung  beruhenden  geometrischen  Verhalten  der  Erystalle  kennen.  Daher 
definiren  wir,  hiervon  ausgehend,  als  hrystaüographisch  übereinstiminende  Rieh- 
tungm  solche,  welche  durch  die  Krjstallform  als  gleichberechtigt  gegeben 
werden.  Alsdann  sind  aber  die  möglichen  Anordnungen  krystallographisoh 
übereinstimmender  Sichtungen  von  vornherein  vollständig  bekannt.  Denn 
aus  dem  geometrischen  Grundgesetz  der  Erystalle^  das  angiebt,  welche  Rich- 
timgen  von  Ebenen  und  Geraden  in  der  Begrenzung  ungestört  auskiystalli- 
sirter  Körper  neben  einander  auftreten  können,  folgen,  wie  in  §  2  dieser 
Emfahrung  des  Näheren  dargelegt  werden  soll,  die  Richtungen  von  be- 
grenzenden Ebenen  und  Geraden,  welche  gleichberechtigt  sind,  so  dass  m  an 
einem  vollkommen  ausgebildeten  Krystall  nothwendig  gleichzeitig  vorkommen 
müssen.  Dieses  Resultat  gewinnt  nun  für  die  physikalische  Untersuchung 
d^  Krystalle  fönende  Bedeutung. 

Wenn  das  Elementargesetz  eines  physikalischen  Vorganges  in  homogenen 
unsymmetrischen  Erystallen  gegeben  ist,  so  kennt  man  auf  Grund  der  Be- 
ziehung zwischen  der  geometrischen  und  der  physikalischen  Symmetrie  der 
Eiystalle,  nach  welcher  jedes  geometrische  Symmetrieelement  auch  ein  physi- 
kalisches ist,  sofort  die  Oruppm  von  krystallisirten  Körpern,  welche  bei  jenem 
Vorgänge  nach  Symmetrieeigenschaften  unterschieden  werden  müssen.  Denn 
es  ist  nur  erforderlich,  die  als  möglich  erkannten  geometrischen  Synmietrie- 
elemente  der  Reihe  nach  in  jenes  Elementargesetz  eintreten  zu  lassen. 


2.  Die  Symmetrieeigenschaften  der  Erystallformen. 

4.  In  der  Folge  haben  wir  wiederholt  Gebrauch  zu  machen  von  dem 
Resultat  der  geometrischen  Krystallogi-aphie,  welches  aussagt,  dass  nach  geo- 
metrischen Symmetrieeigenschaften  32  Gruppen  hrystaüisvrter  Körper  mt,  unter- 
scheiden smd.^  Daher  soll  eine  Charakteristik  dieser  Gruppen  vorangestellt 
werden.  Wir  werden  dabei  mit  Rücksicht  auf  die  späteren  Anwendungen 
ganz  besonderes  Gewicht  darauf  legen,  in  jeder  Gruppe  die  Symmetrieele- 
mente  kennen  zu  lernen,  welche  als  die  erzeugenden  bezeichnet  werden  sollen, 
insofern  ihr  Vorhandensein  das  Hinzutreten  der  übrigen  nach  sich  zieht. 

5«  Beachten  wir  zunächst,  dass  Flächen  in  der  Begrenzung  eines  Kry- 
stalles  nur  ihrer  Richtung  nach  völlig  bestimmt  sind.    Wir  sind  daher  be- 

^  VgL  A.  Bbayais:  Memoire  sor  les  polyödres  de  forme  sym^trique.  Journ.  de 
nuith.  14,  141—180.  1849.  J^tudes  cristallographiqaes.  Journ.  de  T^c.  polyt.  Cah. 
XXXIV,  101—276,  1851.  Gesammelt  herausgegeben  u.  d.  T.:  J^tudes  criBtaUogr.  Paris 
1866.  4^  —  A.  Gadolim:  Memoire  sur  la  dSduction  d'un  seul  principe  de  tous  les 
■ystöines  cristaUographiques  avec  leurs  subdivisions.  Acta  soc.  scient  fennicae.  Hel- 
nogforsiae.  1871,  9,  1—71.  (Lu  le  19  Mars  1867).  —  P.  Cubie:  Sur  les  questions 
d'ordre:  r^p^tions.  Bull.  soc.  min.  de  France.  7,  89—111,  1884.  Sur  la  sym^trie. 
fl>id.  418—457.  —  B.  Mihnigebode:  Untersuchungen  über  die  Symmetrieverhältnisse 
der  Krystalle.    N.  JiOirb.  f.  Min.    Beil.-Bd.    5,  145-166,  1887.  (Datirt  Juli  1886). 
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rechtigt  zum  Zweck  der  geometrischen  Untersuchung  den  Flächencomplei 
einer  krystallisirten  Substanz  durch  das  Bündel  der  von  einem  gemeinsamen 
Anfangspunkt  ausgehenden  Flächennormalen  zu  ersetzen.  Zumal  die  Sjm- 
metrieeigenschaften,  welche  uns  hier  vor  Allem  interessiren,  erfordern  dieses 
Hülfsmittel  der  Darstellung. 

Ein  Bündel  von  Flächennormalen  erzeugt  im  Schnitt  mit  einer  concen- 
trischen  Eugel  ein  sphärisches  Punktsystem  2,  welches  dazu  dienen  soll, 
die  Anordnung  der  Symmeirieelemmte  eines  krystallisirten  Körpers  in  der 
durch  sie  bedingten  KtigeUheikmg  übersichtlich  hervortreten  zu  lassen.  Indem 
wir  dann  die  Kugeloberfläche  nach  dem  Princip  der  stereographischen  Pro- 
jection  auf  eine  den  Symmetrieverhältnissen  entsprechend  gewählte  Diametral- 
ebene abbilden,  gewinnen  wir  die  Figuren  20 — 46,  welche  das  in  Rede 
stehende  Ergebniss  unmittelbar  zur  Anschauung  bringen.^ 

Da  wir  uns  vorstellen,  dass  eine  Krystallfläche  durch  die  Bichtung  der 
von  dem  Mittelpunkt  O  der  Constructionskugel  ausgehenden  Normale  Op 
gegeben  ist,  so  kommt  jeder  Normale  ein  bestimmter  Bichtungssinn  zu.  In 
jeder  durch  0  gehenden  Graden  erblicken  wir  also  zwei  entgegengesetzt  ge- 
richtete gerade  Linien,  von  denen  die  eine  als  die  in/verse  der  anderen  be- 
zeichnet werden  möge._  Die  Normalen  Op  und  Op  einer  Fläche  h  und  ihrer 
parallelen  Gegenfläche  k  sind  demnach  invers.  Der  Winkel  zweier  Normalen 
variirt  von  0^  bis  180®  und  hat  nur  eine  Halbirungsgerade. 

6.  Wir  betrachten  jetzt  ein  sphärisches  Punktsystem  -2",  welches  gleidi- 
berechtigte  Punkte  p,  p\  p\  .  .  enthält.  Beziehen  wir  2  auf  ein  rechtwink- 
liges Axensystem  {x^,  x^,  a^),  dessen  Anfangspunkt  im  Kugelmittelpunkt  0 
liegt,  so  wird  der  Punkt  p  bestimmt  durch  die  Richtungscosinus  des  Badius  Op 

cos  px^ ,      cos  px^ ,      cos  px^ . 

Soll  nun  p  miip  gleichberechtigt  sein,  so  muss  ein  zweites  rechtwink- 
liges Axensystem  (ä/,  ar^',  x^)  derart  durch  O  gelegt  werden  können,  dass 
die  Bichtungscosinus  des  Badius  Op'  in  Bezug  auf  die  neuen  Axen  der 
Beihe  nach  den  Bestimmungsstücken  von  Op  gleich  sind: 

cos px\  =  cos |?aji ,      cos  px^  «  cos px^ ,      cos px^'  =px^. 

Alsdann  bieten  sich  aber,  was  den  Sinn  der  beiden  Axensysteme  angeht, 
zwei  Möglichkeiten  dar:  {x^,  x^,  x^)  und  (a;/,  X2,  x^)  können  von  gkickem 
oder  von  entgegengesetztem  Sinne  sein.  Hierin  ist  eine  Unterscheidung  zweier 
Arten  von  Symmetrieeigenschaften  begründet,  welche  eine  fundamentale  Be- 
deutung für  die  folgenden  Entwickelungen  gewinnt. 

Den  Punkten  a^,  x^^  x^^  p  sind  die  Punkte  a;/,  Xg',  x^,  p  zugeordnet. 
Während  das  erste  Aggregat  eine  unveränderliche  Lage  auf  der  Kugel  be- 
halten soll,  sei  das  zweito  um  den  Kugelmittelpunkt  drehbar.    Haben  nun 


^  Für  den  vorliegenden  Zweck  erschien  es  geboten,  abweichend  von  der  gewöhn- 
lichen Darstellungsweise,  welche  sich  auf  die  obere  Hälfte  der  Eugel  beschränkt,  die 
Protection  auf  ein  hinreichendes  Stück  der  unteren  Halbkugel  auszudehnen. 
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die  beiden  Axensysteme  gleichen  Sinn,  so  kann  man  (x/,  x^,  x^%  p")  mit 
(^iT  ^3)  ^y  i')  di^ch  eine  Drehung  xmt  Deoktmg  bringen,  Besitzen  dagegen 
die  Axensysteme  entgegengesetzten  Sinn,  so  kann  man  durch  eine  Drehung 
nur  bewirken,  dass  zwei  Axen  des  einen  Systems  mit  den  entsprechenden 
Axen  des  anderen  zusammenfallen;  nachdem  diese  Lage  herbeigeführt  ist, 
stallt  das  zweite  Punktaggregat  das  Spiegelbild  des  ersten  in  Bezug  auf  die 
gemeinsame  Axenebene  dar.  Demnach  wird  in  diesem  Falle  das  zweite 
Aggregat  im  Allgemeinen  erst  durch  die  Verbindung  einer  Drehung  um  den 
Kugehiiüelpunkt  und  einer  Spiegelung  an  einer  Diametralebene  der  Kugel  in 
das  eiste  Aggregat  übergeführt. 

Legen  wir  also  die  Vorstellung  zu  Grunde,  dass  neben  dem  gegebenen 
Punktsystem  ^,  dessen  Lage  auf  der  Kugel  eine  absolut  feste  bleiben  soll 
anf  derselben  Eugel  ein  zweites  congruentes  aber  um  den  Kugelmittelpunkt 
bewegliches  Punktsystem  2'  vorhanden  sei,  so  ist  unsere  Aufgabe  in  folgen- 
der Weise  zu  formuliren.  Wir  fragen  einmal  nach  den  Drehungen,  welche 
dem  beweglichen  System  zu  ertheilen  sind,  damit  irgend  ein  Punkt  desselben 
der  Reihe  nach  mit  den  gleichberechtigten  Punkten  des  festen  Systems  zu- 
sammenßdlt;  die  Drehungsaxen  dieser  Deckbewegungen  liefern  uns  die  Sym- 
meHeaxen  von  ^.  Andererseits  handelt  es  sich  darum,  zu  untersuchen,  ob 
2'  durch  Operationen  der  x/weiten  Art,  welche  im  Allgemeinen  aus  Verbin- 
dungen von  Drehungen  mit  Spiegelungen  bestehen,  mit  JS  zur  Deckung  zu 
bringen  ist. 

7.  Die  soeben  getroflFene  Unterscheidung  findet  einen  analytischen  Aus- 
drack,  wenn  wir  alle  Punkte  des  Systems  JS  auf  ein  festes,  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt O  gelegtes  Axensystem  {x^,  x^,  x^)  beziehen.  Dann  werden  die 
Bichtungscosinus  zweier  Kugelradien  Op  und  Op'  durch  eine  orthogonale 
Substitution  verknüpft,^ 

cos  p'x^  =  a^,  cos  pxj^  +  a^2  ^^^  P^2  +  ^s  ^^  P^i 

(1)  cos  p'x^  =  a^i  cos  px^  +  Ogg  cos  j^a^g  +  ^23  ^s  px^ 
cos  px^  «  Og,  cos  pxi  +  agj  cos  px^  +  033  cos  px^, 

denn  sie  befriedigen  die  Relation: 

(2)  cos  *px^  +  cos  V^  +  cos  ^px^  =  cos  V^i  +  cos  V^  +  cos  ^px^  =s  1. 
Die  Bedeutung  der  Coöfficienten  a**  ergiebt  sich,  wenn  wir  p  der  Reihe  nach 
^*  ^1»  ^>  ^  zusammenfallen  lassen,  wobei  die  neuen  Lagen  von  p  mit 
^ij  ^'7  ^'  bezeichnet  werden  mögen: 

cos  Xh  aJfc  =  auh. 
Da  die  Operation,  welche  p  nach  p'  führt,  gleichzeitig  x^  nach  x/,  a^  nach 
x^  und  x^  nach  x^'  bringt,  so  folgt  unmittelbar,  was  übrigens  auch  aus  (2) 
zu  entnehmen  ist,  dass  (a?/,  x^',  7^)  ein  neues  rechtwinkliges  Axensystem 
bilden,  m  welchem 

*  Vgl  B.  Minkiqebode:  üntereuchungen  über  die  Symmetrieverhältnisse  der 
KryBtaUc.    N.  Jahrb.  f.  Min.  BeiL-Bd.  5,  147,  1887. 
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oos  p  Xh  ==  cos  pXh 
ist.    Beachten  wir  jetzt^  dass  die  Snbstitutioiisdeterminante  |  au  |  den  Werth 
+  1  oder  —  1  annimmt,  je  nachdem  die  Axensysteme  {x^,  x^,  x^)  und 
{xj^y  x^\  x^)  gleichen  oder  entgegmgeseixtm  Sinn  besitzen^   so  erhalten   wir 
den  Satz: 

Die  orthogonalen  Substitutionen  von  der  Determinante  + 1  bilden  die 
analytische  Darstellung  der  Drehungen  des  sphärischen  Punktsystems  2^  bei 
denen  der  Eugelmittelpunkt  O  fest  bleibt;  darunter  treten,  wofern  das 
Punktsystem  Symmetrieaxen  besitzt,  jene  ausgezeichneten  Substitutionen  anf, 
welche  den  Deckbewegungen  von  JS  entsprechen,  d.  h.  den  Drehungen,  welche 
jeden  Punkt  p  des  Systems  mit  einem  gleichberechtigten  p',  also  das  ganze 
Punktsystem  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen.  Andererseits  werden 
durch  die  orthogonalen  Substitutionen  mit  der  Determinante  — 1  die  Ope- 
rationen zweiter  Art  dargestellt,  welche  sich  im  Allgemeinen  aus  einer  Drehung 
und  einer  Spiegelung  combiniren;  unter  ihnen  befinden  sich,  falls  das  Punkt- 
system Symmetrieebenen  oder  jene  aus  der  Verbindung  von  Deckbewegungs- 
axen  und  Spiegelungsebenen  hervorgehendenSymmetrieelemente  besitzt,  die  aus- 
gezeichneten Substitutionen,  welche  denDeckoperationen  zweiter  Art  entsprechen. 

8«  Es  sollen  jetzt  die  orthogonalen  Substitutionen  für  eine  Drehung  und 
eine  Spiegelung  des  Punktsystems  JS*  aufgestellt  werden. 

Wird  JS  um  einen  Durchmesser  l  mit  den  Richtungscosinus  >li,  ü,,  il^ 
um  den  Winkel  0  gedreht,  so  erhält  die  Substitution  (1)  die  von  EuiiEB  an- 
gegebene Oestalt: 

worin  zur  Abkürzung 

ah  ==  cos  pxhy       ah  =  cos  pxh, 
<T  =s  ±  sin  0,        y  s^  cos  0 

gesetzt  ist.    In  der  That  hat  die  Determinante  dieser  Substitution  den  Werth 

+ 1.  Man  gewinnt  die  Gleichungen  (I)  aus 
(1),  wenn  man  berücksichtigt,  dass  für  jene 
Drehung  zu  den  Relationen  (2)  noch  die  Be- 
dingungen (3)  und  (4)  hinzutreten.  Es  ist 
nämlich,  da  die  Winkel  {Ip)  und  (//)  einan- 
der gleich  sind: 

(S)  AjCfi+Äjöa  +  ^cfs  =^n^'  +  ^<  +  ^«s'> 
und  aus  dem  Dreieck  Ipp  {Fig.  1)  ergiebt  sich: 

cos  pp  =  cos  ^Ip  +  sin  ^Ip  .  cos  0 
=  cos  ^Ip  (1  —  cos  0)  +  cos  0 
Fig.  1.  oder: 


(I) 
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|l>        a,  u^'+  a^a^  +  a^u\  « (Aj a,  +  AgC^j  +  A, a,)^  (1  —  cos ©)  +  cos©. 

Aas  (4)  erhält  man,  da  die  Coefficienten  von  c^',  . . .  .,  a^a^  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich  sein  müssen: 


««3  +  «82  =  2AjA8(l  -  cosö), 
«81  +  «13  ==  2^3  Aj  {1  --  cosö), 
«12  +  ««1  ~  2^1  A,(l  —  cos  0). 


«82=A2A3(l-COS0)-Äi 
«18  =  ^^(1-^80)  — Ä, 

Oai  =  Aj  Aj  ( 1  —  cos  0)  —  A3 


<^A2,        /^8  =«  «tAj 


Oh  =  Ai  *(1  —  CO80)  +  cos  0, 
«22  =  Aj  *(1  —  COS0)  +  COS0, 
«33  =»  A3  *  ( 1  —  cos  0)  +  cos  0, 
Demnach  kann  man  setzen: 

a,8«A,A3(l-cos0)+Äi, 

«3i=*A3Ai(l-cos0)  +  Ä,, 

«12  =  ^^2(1  — <5OS0)+Ä3, 

nnd  findet  dann  aus  (3) 

und  darauf  aus  (2) 

<T*  =s  8in*0. 

Um  nun  die  Substitution  (1)  für  eine  Spie- 
gehing  an  einer  Diametralebene  zu  bilden,  be- 
zeichnen wir  die  Kichtungscosinus  der  Normale 
n  dieser  Ebene  mit  v^,  y,,  Vj.    Dann  ist  (Fig.  2) : 

cospxh  =  cos  np  cos  nxh 

+  sin  np  sin  nxh  cos  {pnxh) 

00s  p'xh  =  cos  np  cos  nxh 

+  sin  np   sin  na^Ä  cos  {p'nxh), 
folglich: 

cos/itfc  —  cos/?xä  =  —  2  cos  nxh  cos  njp. 
Demnach  lauten  die  Gleichungen  (1): 

j  «i'=  «1  -  2^1  (^1«!  +  v^u^  +  v^cc^) 

(U)  I  <=  Ufa  -  2«'2(«'l  «1  +  »'2«2  +  ^3«8) 

'  <=  ^3  -  2^8  (Vi «1  +  i'a^a  +  *'3^3)- 
Ihre  Detenninante  hat  den  Werth  —1. 

9«  Zur  kurzem  Bexeichnung  einer  orthogonalen  Substitution  (1)  soll  ent- 
weder die  Uebereinanderstellung  correspondirender  Eichtungscosinus: 

/cos  px^j     cos  px^j    cos  px^  \ 
\co8  p'x^^     COS  jt^'o:^,    cos  px^j 
oder  ein  einfacher  Buchstabe  dienen. 

Ist  injn  der  kleinste  zu  einer  Drehungsaxe  gehörige  Drehwinkel  einer 
öeckbewegung,  so  heisst  die  Axe  n-zahlig  oder  von  der  Periode  n.  OflFenbar 
muss  n  eine  ganze  Zahl  sein.  Der  Fall  n  »  1  ist  auszuschliessen,  da  die 
Bgenschaft,  durch  eine  volle  Umdrehung  Deckung  herbeizuführen,  jedem 
Kugeldurchmesser  zukonmit.    Die  Drehung  um  den  kleinsten  Drehwinkel 


Fig.  2. 
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2nln  werde  bezeichnet  mit  Sny  die  m-malige  Wiederholung  derselben,  also 
die  Drehung  um  den  Winkel  m.{2nln)  mit  aS«"*.  Dann  fuhrt  die  Drehung 
Sn^  zur  Anfangslage  zurück.  Indem  wir  diese  „identische  Operation"  mit  1 
bezeichnen,  erhalten  wir  für  die  Gesammtheit  der  Deckbewegungen  um  eine 
n-zählige  Axe  die  Symbole: 

Operationen  zweiter  Art  sollen  die  Buchstabenbezeichnung  H  tragen. 

10.  Für  den  Fortgang  unserer  Entwickelungen  ist  von  entscheidender 
Bedeutung  die  Frage  nach  dem  Besultat  der  Zusammensetzung  mehrerer 
OperaHonen  erster  und  zwei/er  Art  S,  S'.  .  .  H,  H\  .  .,  welche  sich  symbo- 
lisch durch  das  Product 

SS'.  .  .  HH\  .  . 

ausdrückt.  Bilden  wir  das  Product  von  zwei  orthogonalen  Substitutionen, 
so  multipliciren  sich  die  Determinanten  derselben.  Demnach  haben  die 
Determinanten  der  Producte 

SS\    SH,    HH' 
die  Werthe 

+  1,  -1,  +1. 
Der  erste  Satz,  nach  welchem  die  Zusammensetzung  von  je  zwei  ortho- 
gonalen Substitutionen  mit  den  Determinanten  +  1  wieder  eine  orthogonale 
Substitution  ergiebt,  deren  Determinante  den  Werth  +1  hat,  liefert  das 
EüLBB'sche  Theorem  über  die  Zusammensetxm^  von  Drehungen  um  Axen,  die 
sich  in  einem  Punkt  schneiden:  zwei  nach  einander  auszuführende  Drehungen 
um  zwei  Durchmesser  s  und  s  um  die  Drehwinkel  g  und  a  sind  zusammen 
äquivalent  einer  Drehung  um  einen  Durchmesser  s"  mit  dem  Drehwinkel  a". 
Sind  «,  s  und  o-,  a'  gegeben,  so  findet  man  die  Richtung  von  s'  und 
den  Werth  von  er"  durch  folgende  GonstrucHon,  wobei  von  den  Schnittpunkten 
eines  jeden  Durchmessers  mit  der  Eugelfläche  nur  je 
einer,  den  man  beliebig  wählen  kann,  in  Betracht 
kommt  (Fig.  8).  Man  ziehe  auf  der  Kugelfläche  zwei 
grösste  Kreise,  indem  man  einmal  im  Schnittpunkte  s 
des  ersten  Durchmessers  seinen  halben  Drehwinkel  cr/2 
an  den  durch  s  und  s'  gehenden  grössten  Kreis  anträgt, 
auf  derjenigen  Seite  dieses  Kreises,  von  welcher  her 
^^~^  die    Drehung   erfolgt,    und    andererseits  im  Schnitt- 

punkt s  des  zweiten  Durchmessers  den  zugehörigen 
halben  Drehwinkel  <t72,  jedoch  auf  jener  Seite  des  Kreises  ss,  nach 
welcher  hin  die  Drehung  auszuführen  ist;  alsdann  bestimmen  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  so  gewonnenen  grössten  Ejreise  die  Lage  des  gesuchten 
Durchmessers  «",  und  der  bei  « '  befindliche  Aussenwinkel  des  sphärischen 
Dreiecks  ss's"  ist  die  Hälfte  des  gesuchten  Drehwinkels,  a"l2. 

Es  seien  die  Durohmesser  s,  «',  s"  Symmetrieaxen  von  den  Perioden 
n,  n,  n'  und  die  Drehwinkel 
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SO  erhalten  die  Drehungen  die  Symbole  iS?,  S?*,  J^".  Die  Beziehung,  der 
zufolge  die  letzte  Drehung  das  Resultat  der  Zusammensetzung  der  beideu 
anderen  darstellt,  wird  dann  symbolisch  ausgedrückt  durch 

In  den  sphärischen  Punktsystemen,  welche  Flächencomplexe  krystallisirter 
Körper  repräsentiren,  treten,  wie  alsbald  dargelegt  werden  soll,  Drehungs- 
axen  von  Deckbewegungen  nur  in  endlicher  Anzahl  und  mit  endlichen 
Perioden  auf.  Demnach  wird  ein  solches  System  durch  eine  endliche  An- 
zahl von  Drehungen  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht.  Nach  dem 
EuiiEB'schen  Theorem  bildet  die  QesammiheU  dieser  Drehungen  eine  Oruppe, 
d.  h.  die  Zusammensetzung  von  je  zwei  Drehungen  führt  auf  eine  der  schon 
vorhandenen  Drehungen. 

Abweichend  verhalten  sich  die  Operationen  zweiter  Art.  Das  Product 
von  zwei  orthogonalen  Substitutionen  H  und  H'  mit  der  Determinante  —  1 
ist  eine  orthogonale  Substitution  mit  der  Determinante  +  1.  Demnach  sind 
die  Operationen  H  und  H'  zusammen  einer  Drehung  äquivalent,  so  dass 
eine  endliche  Anzahl  von  Operationen  zweiter  Art  für  sich  niemals  eine  Oruppe 
bilden  kann. 

Alle  sphärischen  Punktsysteme  -2",  -Z" . . .,  welche  aus  einem  gegebenen 
System  JS  durch  Operationen  zweiter  Art  H',  H" .  .  .  abgeleitet  werden 
können,  lassen  sich  unter  einander  durch  Drehungen  zur  Deckung  bringen. 
In  der  That,  es  seien  gegeben  die  Substitutionen  mit  der  Determinante  - 1 

worin  zur  Abkürzung 

|ä  =  cos  pxh,  |a'=  cos  p'xhf  |fc"=  cos  p'Xh 

gesetzt  ist,  so  findet  man  eine  bestimmte  Substitution  S  mit  der  Determi- 
nante +  1,  welche  der  Bedingung 

H'  =  H".  S 
genagt,  nämlich: 

S  =  (H")-^ .  H'  =  (f/  ^V  ^fl 

\bl  i      b3  >      S3  / 

S  stellt  die  Drehung  dar,  welche  -2"'  mit  -2"  zur  Deckung  bringt. 

Unter  den  Operationen  zweiter  Art  ist  von  hervorragendem  Interesse 
die  Inversion  C,  welche  zusammengesetzt  werden  kann  aus  einer  Umklappung 
um  einen  beliebigen  Kugeldurchmesser  um  n  und  einer  Spiegelung  an  der 
zu  diesem  Durchmesser  senkrechten  Diametralebene.  Für  sie  lautet  die 
Substitution  (1): 
cos  px^  =  —  cos  px^,       cos  px^  ==  —  cos  px^,       cos  px^  =  —  cos  px^. 
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Die  Inversion  fügt  also  jeder  Geraden  die  inverse,  jedem  Punkt  p  des  Systems 
2  den  Gegenpunkt  p  als  gleichberechtigt  hinzu.  Der  Kugehnittelpunkt  ist 
für  das  System  2  ein  Gentrum  der  Symmeirie. 

Nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  können  %oir  jede  Operation  ztveUer  Art 
durch  die  CombinaHon  einer  bestimmten  Drehung  mit  der  Inversion  erzeuge/u 

Die  Inversion  ist  mit  jeder  Operation  erster  oder  zweiter  Art  vertauschbar: 

SC  =  CS,  HC  «  CH, 

während  im  Allgemeinen  die  Faktoren  eines  Froductes  keineswegs  vertauscht 
werden  dürfen, 

11.  Diese  einfuhrenden  Entwickelungen  über  Symmetrieeigenschaften 
sphärischer  Punktsysteme  sind  durchaus  unabhängig  von  dem  geometrischen 
Grundgesetze  der  Krystalle,  welches  den  Ausgangspunkt  für  die  Beantwortung 
der  Frage  nach  den  möglichen  Symmetrieeigenschaften  der  KrystaUpolyeder 
bildet.  Indem  wir  jetzt  dieses  Gesetz  in  der  von  C.  F.  Gauss  angegebenen 
Form  zu  Grunde  legen,  wonach  das  Doppelverhaltniss  von  vier  Flächen  eines 
Flächenbüschels  oder  von  vier  Kanten  eines  Kantenbüschels  eine  rationale 
Zahl  ist,^  gewinnen  wir  als  eine  erste  Folgerung  den  Satz,  dass  den  Deck- 
bewegungan  von  Krystallpolyedern  nur  Drehungsaxen  mit  den  Perioden  2,  3, 
4  oder  6  zu  Grunde  liegen  können  [12].  Daraus  schliessen  wir  mit  Hülfe 
des  Theorems  über  die  Zusammensetzung  von  Drehungen  [10]  einmal  auf  die 
verschiedenen  Richtungen,  welche  in  einem  Krystallpolyeder  gleichberechtigte 
Axen  annehmen  können  [13],  andererseits  auf  die  Richtungen,  in  denen 
wir  ungleiche  Axen  neben  einander  anzutreflfen  erwarten  müssen  [14].  Auf 
diesem  Wege  finden  wir  10  verschiedene  Anordnungen  von  Axen.  Es  giebt 
demnach  10  Gruppen  krystaUisirter  Körper,  deren  KrystcUlformen  lediglich  durefi 
Dedkbewegungsaxen  charakterisirt  sind  [16]. 

Dieses  Ergebniss  vorausgeschickt  handelt  es  sich  nur  noch  darum,  zu 
untersuchen,  in  welchen  Fällen  ohne  Verletzung  des  geometrischen  Grund- 
gesetzes jene  10  Gruppen  von  Drehungen  durch  Operationen  zweiter  Art  er- 
weitert werden  können.  Es  zeigt  sich  [17 — 21],  dass  diese  Erweiterung  in 
21  Fällen  eintreten  kann,  so  dass  mit  Einschluss  der  Gruppe  der  völlig 
unsymmetrischen  Krystalle  die  Gesammtzahl  der  Gruppen  auf  32  erhöht  wird. 

13.  Wir  beginnen  mit  dem  Nachweis  des  Satzes,  dass  KrystaU^lyeder 
nur  Deckbewegungscucen  von  den  Perioden  2,  3,  4  oder  6  besitcen  können. 

Zuvörderst  ist  ersichtlich,  dass  eine  Axe  c  die  Richtung  einer  möglichen 
KrystaWcante  und  die  auf  ihr  senkrecht  stehende  Ebene  die  Richtung  einer  nU^g- 
liehen  KrystaUfläche  hat  Nehmen  wir  an,  dass  die  Periode  der  Axe  eine 
gerade  Zahl  sei.  So  existirt  zu  einer,  nicht  unter  90®  gegen  a  geneigten 
Krystallkante  cc  eine  gleichberechtigte  Kante  a  von  der  Beschafifenheit,  dass 
a,  6  und  a  in  einer  Ebene  liegen  und  {aa)  «  (aa')  ist.  Dasselbe  gilt  von 
den  gleichberechtigten  Kanten  ß  und  ß'  (Fig.  4).     Die  Verbindungsebenen 

^  Th.  Liebisch,  Geometriflche  Krystallographie.    Leipzig  1881,  87. 


Symmetrie  der  Krystaüformen. 


11 


au%  ß/f  sind  mögliche  ErystaHüächen^  folglich  ist  ihre  Dorchschnittsgerade, 
die  Axe  a,  eine  mögliche  ErystaUkante.  Bezeichnet  man  nun  die  Halbirongs- 
geraden  der  Nebenwinkel  von  {aa)  nnd  {ßß')  mit  fi  nnd  v,  so  sind  die 
Doppelverhältnisse  {aaafij  =  (ßaß'v)  =  —  1;  folglich  sind  ^  und  v  mög- 
liche Kanten  und  ihre  auf  <t  senkrecht  stehende  yerbindungsebene  eine 
mögliche  Fläche.  —  Es  sei  jetzt  die  Periode  der  Axe  <t  eine  ungerade  Zahl, 
dann  muss  sie  mindestens  gleich  3  sein.    Die  mit  einer  nicht  unter  90^ 


Fig.  5. 

gegen  a  geneigten  Kante  Aj  gleichberechtigten  Kanten  seien  A,  und  A,  (Fig.  5). 
In  der  Verbindungsebene  {A^A,}  sind  zwei  Kanten  v^  und  /a^  möglich,  von 
denen  die  erstere  den  Winkel  (A3A3)  innen,  die  letztere  aussen  halbirt.  Ana- 
loge Bedeutungen  haben  i^^,  fi^  in  der  Ebene  {A3A1}  und  y;,,  /u,  in  der  Ebene 
(A^A,}.  Demgemäss  sind  die  Verbindungsebenen  {Aii?i},  {Agi^a},  {Aji^j},  welche 
sich  in  der  Axe  a  schneiden,  mögliche  Flächen,  also  a  eine  mögliche 
Krystallkante  und  die  auf  ihr  senkrechte  Verbiudungsebene  der  Kanten  ^, 
/Aj,  113  eine  mögliche  Fläche,  Analog  ist  der  Beweis  für  eine  Periode  >  3. 
Es  bedeute  nun  g  eine  n-zählige  Deckbewegungsaxe;  dann  muss  ihr 
kleinster  Drehwinkel  2;r/n  =  1//  ein  aliquoter  Theil  von  360®  sein.  Femer 
sollen  Uj  /?,  y,  S  vier  gleichberechtigte  Kanten  bedeuten,  derart,  dass  cc  durch 
eine  Drehung  um  a  um  den  Drehwinkel  xp  der  Reihe  nach  mit  ß,  y,  S  zur 
Deckung  gelangt.  Wir  setzen  also  zunächst  w  >  3  voraus.  Da  a  die  Sich- 
tung einer  möglichen  Kante  hat,  so  sind  die  Verbindungs- 
ebenen von  a  mit  a,  ß,  y  und  mit  der  Schnittgeraden  e 
der  Ebenen  \aß\  und  \;yb\  mögliche  Krystallflächen,  welche  y^ 
bezeichnet  werden  sollen  mit  a,  h,  e,  e.  Folglich  ist  das  "  \^ 
Doppel  verhältniss : 


{aß^r)  = 


sin  aa 


sin  ßs 
sin  (y/  +  jy) 


sin  «y 
sin  ßif 
flin  y 


2  coa  y  +  1 
ein  ^%if  sin  2^  2  cos  xp 

eine  rationale  Zahl.  Wenn  aber  cos  \f)  einen  rationalen  Zahlenwerth  an- 
nehmen soll,  so  können  nur  0,  ±  i,  ±  1  in  Betracht  kommen.  Daraus 
ergiebt  sich 

^//  =  60<>,  90«,  120«,  180«, 
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mithin  w  =  6,  4,  3,  2.  Wohl  hatten  wir  n  >  3  vorausgesetzt;  allein  es  ist 
offenbar,  dass  eine  7i-zählige  Axe  krystallographisch  möglich  sein  muss,  wenn 
es  eine  2n-zählige  ist. 

18.  Sodann  bestimmen  wir  die  verschiedenen  möglichen  Richtungen, 
welche  gleiMerechHgte  Deckbewegungsaxen  in  einem  Krystall  annehmen 
können.  ^ 

Es  seien  o-^  und  a^  zwei  gleichberechtigte  n- zählige  Axen  eines  sphä- 
rischen Punktsystems  2  von  der  BeschaflFenheit,  dass  kein  anderes  Paar 
n-zähliger  Axen  einen  kleineren  Winkel  einschliesse  als 
(ö-jag).  Durch  eine  Drehung  des  Punktsystems  um  u^ 
um  2  nin  gelange  a^  nach  a^ ,  so  dass  {(t^  a^ ''  a^  (X,) = 2  njn 
und  («Tj^j)  =  {(f^^s)'  Dann  muss  ö",  mit  a^  gleichbe- 
rechtigt, also  ebenfalls  eine  n-zählige  Axe  sein.  Dasselbe 
gilt  von  0-4,  wenn  dies  die  Gerade  ist^  mit  der  (t^  nach 
einer  Drehung  des  Punktsystems  um  0-3  um  2jr/n  zu- 
^^^^r^  sammenfallt.    Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  erhält 

man  eine  Gruppe  von  w-zähligen  Axen,  welche  auf  der 
Kugeloberfläche  ein  regelmässiges  sphärisches  Vieleck  bestinmien,  das  sich 
schliessen  muss  und  nicht  sternförmig  sein  kann,  weil  sonst,  der  Voraus- 
setzung entgegen,  zwei  n-zählige  Symmetrieaxen  vorhanden  wären,  die  unter 
einander  einen  Winkel  <  {(TiCt^)  bildeten.  Demnach  kann  der  Satz  aus- 
gesprochen werden: 

Besitzt  ein  sphärisches  Punktsystem  zwei  gleichberechtigte  n-zählige  Axen  van 
verschiedenen  Ricktimgen,  so  existiren  p  solche  Axen,  welche  tvie  die  Kugeiradien 
nach  den  Ecken  eines,  nicht  sternförmigen ^  regelmässigen  sphärischen  p-Ecks 
gerichtet  sind. 

Es  sollen  nun  diese  regelmässigen  sphärischen  Vielecke,  welche  durch 
ihre  Eckenradien  die  verschiedenen  Richtungen  gleichberechtigter  n-zähliger 
Axen  bestimmen,  aufgesucht  werden.  Allgemein  ist  der  Flächeninhalt  Fp 
eines  regelmässigen  sphärischen  j?-Ecks  gegeben  durch: 

worin  (p  die  Zahlenverbindung  2n  —  jp  (n  —  2)  und  K  den  Flächeninhalt  der 
Kugeloberfläche  4r^n  bedeuten.  Bemerken  wir  vorab,  dass  der  Werth  ;? « 1 
nicht  in  Betracht  kommen  kann,  und  dass  für  ;?  s  2  die  Zahl  n  ==  4,  also 
unabhängig  von  n  ist;  diese  Thateache  hat  die  Bedeutung,  dass  jede  n-zählige 
Axe  nach  den  Ecken  eines  sphärischen  Zweiecks ,  d,  h.  nach  zwei  einander  ent- 
gegengesetzten Richtungen  verlaufen  kann.  Indem  wir  jetzt  in  den  Ausdruck 
für  i?J,  die  für  w  zulässigen  Werthe  2,  3,  4,  6  einführen,  erhalten  wir  be- 
stimmte Werthe  für  die  ganzen  Zahlen  p^  die  Eckenzahlen  der  gesuchten 
Vielecke.    Denn  es  müssen,  da  der  Flächeninhalt  Fp  positiv  ist,  die  Zahlen 

^  Vgl.  L.  SoHMCKE,  Entwickelung  einer  Theorie  der  Krystallstructor.  Leipzig 
1879,  8.  41—48. 
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p  der  Bedingung  (p  >0  genügen.    Die  folgende  Tabelle  enthält  das  Resultat 
dieser  Einfuhrang: 


tt 

<P 

P 

J'P 

2 

4 

— 

K 
2 

3 

6-i, 

2,  3,  4,  5 

K     K    K    K 
3  '    4  '    6  '  12 

4 

2i4-p) 

2,3 

4  '    8 

6 

4(8-^) 

2 

K 

"6 

Für  n  =  2  ist  9  =  4,  also  unabhängig  von  p.  In  diesem  Falle  bleibt 
die  Eckenzahl  des  sphärischen  Vielecks  zunächst  noch  unbestimmt.  Da  der 
Flächeninhalt  des  Vielecks  gleich  der  halben  Kugeloberfläche  ist,  so  müssen 
die  Ecken  desselben  auf  einem  Hauptkreise  der  Kugel  liegen.  Daher  der 
Satz:  Oleiehberechtigte  2'Xählige  Axen  von  verschiedener  Richtung  verlaufen 
entweder  nach  zwei  einander  entgegengesetzten  Richtungen  oder  parallel  den 
Radien  nach  den  Ecken  eines  regelmässigen  ebenen  p-Ecks,  dessen  Eckenzahl 
noch  zu  bestimmen  ist  [14]. 

Wird  für  w  =  3  von  dem  sphärischen  Zweieck  zunächst  abgesehen,  .so 
haben  die  nach  den  Ecken  der  übrigen  sphärischen  Vielecke  —  Dreiecke, 
Vierecke  und  Fünfecke  —  gerichteten  Kugelradien  dieselben  Richtungen  wie 
die  Eckendiagonalen  des  regelmässigen  Tetraeders,  Hexaeders  und  Pentagon- 
dodekaeders. Da  nun  das  regelmässige  Fentagondodekaeder  als  Krystallform 
unmöglich  ist,  weil  es  5-zählige  Axen  besitzt,  so  ergiebt  sich:  Oleiehberechtigte 
3'XähUge  Axen  von  verschiedener  Richtung  verlaufen  entweder  nach  zwei  einander 
entgegengesetzten  Richtungen  oder  parallel  den  Eckendiagonalen  des  regelmässigen 
Tetraeders  und  Hexaeders, 

Für  n  8=5  4  erhalten  wir  neben  einem  Zweieck  ein  sphärisches  Dreieck, 
welches  einen  Kugeloktanten  umfasst.  Die  nach  seinen  Ecken  gezogenen 
auf  einander  senkrecht  stehenden  Kugelradien  haben  die  Richtungen  der 
Edcendiagonalen  des  regelmässigen  Oktaeders.  Mithin  gilt  der  Satz:  Gleich- 
berechtigte  ärxählige  Axen  von  verschiedener  Richtung  verlaufen  entweder  nach 
zwei  einander  entgegengesetzten  Richtungen  oder  parallel  den  Eckendiagonalen 
des  regelmässigen  Oktaeders. 

Endlich  ergiebt  sich  fürn  =  6  nur  ein  Zweieck.  Oleichberechtige  6-^zählige 
Axen  können  nur  nach  zwei  einander  entgegengesetzten  Richtungen  verlaufen. 

Die  dem  Tetraeder,  Hexaeder  und  Oktaeder  entsprechenden  sphärischen 
Vielecke,  welche  wir  auf  diese  Weise  erhalten  haben,  geben  noch  zu  folgen- 
der Bemerkung  Anlass.  Es  seien  a\  .  .  ,,  (^  gleichberechtigte  n-zählige 
Axen  (6  >  n  >  2),  welche  wie  die  Radien  nach  den  Ecken  eines  sphärischen 
;>-Ecks  gerichtet  sind.  Eine  Drehung  der  Kugel  um  <t^  um  injn  führt  das 
p-Eck  in  eine  neue  Lage  auf  der  Kugeloberfläche,  in  der  es  eine  Seite  mit 
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der  früheren  Lage  gemein  hat.  Die  Radien  nach  den  neuen  Eckpunkten 
müssen  wieder  n-zählige  mit  a^.  . ,  a^  gleichberechtigte  Axen  sein.  Setzt 
man  dieses  Verfahren  fort,  so  erhält  man  doch  nur  eine  endliche  Anzahl 
Yon  Axen.  Denn  die  sphärischen  Vielecke,  welche  hier  in  Betracht  kommen, 
haben  die  Eigenschaft,  die  Kugel  lückenlos  xu  schliessen.  Wir  können  daher 
den  Satz  aussprechen:  Sind  zwei  gleichberechtigte  3-zählige  Axen  von  ver- 
schiedener, aber  nicht  entgegengesetzter  Richtung  vorhanden,  so  existiren 
nur  noch  zwei  gleichberechtigte  Axen  dieser  Art,  welche  mit  jenen  wie  die 
Radien  nach  den  Ecken  eines  Tetraeders  oder  wie  die  Eckendiagonalen  eines 
Hexaeders  gerichtet  sind.  Sind  zwei  gleichberechtigte  4-zählige  Axen  von 
verschiedener  aber  nicht  entgegengesetzter  Richtung  vorhanden,  so  existirt 
nur  noch  eine  Axe  dieser  Art;  die  drei  Axen  sind  gerichtet  wie  die  Ecken- 
diagonalen eines  Oktaeders. 

14.  Es  gilt  jetzt  die  möglichen  Arten  und  Richtungen  von  verschiedenen 
Deckbewegungsaxen  in  einem  Erystallflächencomplex  aufzusuchen.^ 

Wir  wollen  eine  Deckbewegungsaxe  zweiseitig  nennen,  wenn  die  beiden 
Richtungen  derselben  deckbar  gleich  sind.  Die  Schnittpunkte  einer  zwei- 
seitigen w- zähligen  Axe  mit  der  Constructionskugel  seien  y  und  ;".  Dann 
muss  die  Engel  derart  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht  werden  können, 
dass  die  Richtung  ;^^  so  verläuft,  wie  vorher  die  entgegengesetzte  Richtung 
fy.  Dazu  ist  erforderlich,  dass  eine  zu  y  senkrechte  2-zählige  Axe  a  vor- 
handen ist;  diese  letzere  Axe  muss  aber  nach  jeder  Drehung  um  x  um  2ä/w 
mit  einer  gleichberechtigten  Axe  zusammenfallen.    Man  erhält  demnach  für: 

n  =  6,  drei  unter  2;r/6  =  60^  zu  einander  geneigte  zweiseitige  Queraxen 

cci«!,  a^ä^y  a^ä^\ 
n  =  4,   zwei  unter  2jr/4  =  90°   zu  einander  geneigte  zweiseitige  Queraxen 

w = 3,  drei  unter  2  nß  =  120®  zu  einander  geneigte  einseitige  Queraxen  a^ ,  o^?  <^s  ? 
n  =  2,  eine  zweiseitige  Queraxe  aä. 

Das  Vorhandensein  der  Axen  y  und  a  bedingt,  dass  auch  noch  2-zählige 
Axen  als  Halbirungsgerade  der  von  den  Axen  a  gebildeten  Winkel  auftreten. 
Denn  nach  dem  EuLEB'schen  Theorem  [10]  sind  eine  Drehung  um  t'  um  2njn 
und  eine  Drehung  um  a  um  2nß  zusammen  äquivalent  einer  Drehung  um 
2;r/2  um  eine  Axe  /9,  welche  auf  y  senkrecht  steht  und  mit  a  den  Winkel 
njn  einschliesst.    Mithin  erhalten  wir  für: 

w  =  6,  drei  zweiseitige  Queraxen  ß^ß^^  ß^ß^,  ßzßz\  (Fig.  8). 

n  =  4,  zwei  zweiseitige  Queraxen  ß^ß^,  ß%ß2\  (^iS-  9)- 

w  s=  3,  drei  einseitige  Queraxen  ßj,  ü^j  äj,  welche  mit  «j,  a^^  a^  der  Lage 

nach  zusammenfallen,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind;  (Fig.  10). 
n  =  2,  eine  zweiseitige  Queraxe  ßß\  (Fig.  11). 

^  Vgl.  L.  Sohnckb:  Entw.  e.  Theorie  d.  Kiystallstructur.   Leipzig  1879.   S.  48—60. 
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Als  Ej^bniss  dieser  Ueberlegang  können  wir  den  Satz  aussprechen: 
Das  V^arhandensein  einer  zweiseitigen  nr^ähligen  Axe  bedingt,  dass  senkrecht  vu 
ihr  a)  th  gleichbereehHgte  2'^cählige  Axen,  deren  je  zwei  Nachbarrichtungen  den 
Wmkel  2  n/n  einschliessen,  und  b)  n  gleichberechtigte  2'Zählige  Axen,  deren 
RicMungen  die   Winkel  2  n/n  der  vorigen  halbiren,  auftreten. 


(>,■. 

J. 

/ 

/ 

\ 

* 
* 

7                            /^                             ^'l 

f 

• 

\ 
\ 

\ 

N 

N 

P,' 

>» 

Fig.  8. 


Fig.  11. 


Fig.  18. 


Fig.  9. 


Fig.  12. 


K 

y/ 

Fig.  14. 


TV'endet  man  das  EuLEB'sche  Theorem  auf  den  Fall  an,  dass  drei  gleich- 
berechtigte 4 -zählige  Axen  nach  den  Ecken  des  r^elmässigen  Oktaeders 
yerlaufen,  so  findet  man,  dass  gleichzeitig  vier  gleichberechtigte  3-zählige 
Axen  nach  den  Flächenmitten  und  sechs  gleichberechtigte  2 -zählige  Axen 
nafdh  den  Eantenmitten  gehen  (Fig.  12).  Zu  derselben  Anordnung  gelangt 
man  an  der  Polarfigur  dieses  Polyeders,  dem  Hexaeder  (Fig.  13). 
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Endlich  erhält  man  in  dem  Falle,  wo  Tier  gleichberechtigte  einseitige 
3-zahlige  Axen  nach  den  Ecken  des  regelmässigen  Tetraeders  verlaufen,  noch 
drei  gleichberechtigte  zweiseitige  2-zählige,  auf  einander  senkrecht  stehende 
Axen,  welche  gegenüberliegende  Kantenmitten  des  Tetraeders  verbinden  (Rg.  14). 

15.  Um  allgemein  die  Zahl  N  der  Drehungen  zu  bestimmen,  welche 
bei  einer  gegebenen  Anordnung  von  Deckbewegungsaxen  eine  beliebige  Kich- 
tung  mit  den  gleichberechtigten  Richtungen  und  mit  sich  selbst  zur  Deckung 
bringen,  bezeichnen  wir  die  Anzahlen  der  vorhandenen  2-,  3-,  4-,  6-zähligen 
Axen  mit  t^,,  t^,,  v^,  v^,  indem  wir  jede  Axe,  gleichviel  ob  es  sich  um  eine 
einseitige  oder  eine  zweiseitige  handelt,  nur  einmal  in  Anrechnung  bringen. 
Wir  gehen  aus  von  einer  Richtung  —  einer  Geraden  oder  einer  Ebene  — 
welche  nicht  zu  einer  Axe  parallel  oder  senkrecht  ist.  Eine  ^^-zählige  Axe 
bedingt,  dass  mit  jener  vorgegebenen  Richtung  ^—1  Richtungen  gleich- 
berechtigt sind.  Demnach  existiren,  wofern  die  y-zähligen  Axen  in  der 
Anzahl  Vq  vorhanden  sind, 

1  +  (9  -  1)  tr, 

gleichberechtigte  Richtungen.  Daraus  ersieht  man,  dass  sich  die  Zahi  iV 
der  lediglich  durch  Deckbewegungen  bedingten  gleichberechtigten  Richtungen  in 
folgender  Weise  zusammensetzt:^ 

Bei  der  Bildung  der  Zahlen  v  ist  keine  Unterscheidung  zwischen  ein- 
seitigen und  zweiseitigen  Axen  getroffen  worden.  Erblicken  wir  aber  nach  [5] 
in  jeder  Deckbewegungsaxe  zwei  Axen  von  entgegengesetztem  Richtungssinn, 
so  ist  bei  der  Zusammenfassung  der  Axen  gleicher  Art  jede  zweiseitige  Axe 
doppelt  zu  rechnen,  während  jede  einseitige  Axe  zwei  verschiedene  Axenarten 
repräsentirt.  Alsdann  gilt  das  Theorem:*  das  Product  aus  der  Anzahl  gleich- 
berechtigter Axen  in  die  Periode  derselben  ist  constant  und  gleich  der  Anxahl 
der  Deckbewegungen  N.  —  Unter  diesem  Gesichtspunkte  haben  wir  z.  B.  von 
einem  regelmässigen  Tetraeder  zu  unterscheiden  4  einseitige  3-zählige  Axen 
[4I/3],  4  inverse  Axen  derselben  Periode  [4y  und  3  zweiseitige  2-zählige 
Axen  [6 Lg].  Die  Producte  4 . 3  und  6 . 2  stimmen  überein  mit  der  Anzahl 
der  Tetraederdrehungen  und  der  Anzahl  geometrisch  gleichberechtigter 
Richtungen  in  einem  krystallisirten  Körper,  dessen  Symmetrieeigenschafken 
durch  jene  Axen  gegeben  sind  {vgl.  die  tetartoödrische  Gruppe  des  regulären 
Systems). 

16.  In  der  folgenden  Aufxählung  der  10  möglichen  Anordnungen  von 
Deckbewegungsaxen  und  der  zugehörigen  Rotationsgruppen,  welche  allen  übrigen 
Configurationen  krystallographischer  Symmetrieelemente  zu  Grande  liegen, 


*  Vgl.  A.  Bravaw:  fitudes  crietallogr.  Journ.  de  rfeole  Polytechn.  XXXIV. 
Cahier,  p.  108,  1851. 

^  Vgl.  P.  Cubie:  Sur  les  questions  d'ordre:  r^p^titions.  BuU.  soc  min.  de  France. 
7,  p.  94,  108,  1884. 
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mag  gleichzeitig  auf  die  Stellung  der  hierher  gehörigen  krystallisirten  Körper 
in  der  später  (S.  33)  unter  einem  anderen  Gesichtspunkte  durchzufahrenden 
Classification  hingewiesen  werden.  —  Das  Symbol  mLn  bedeutet ,  dass  m 
gleichberechtigte  Axen  von  der  Periode  n  Torhanden  sind.  Eine  einseitige 
Axe  und  ihre  inverse  werden  bezeichnet  mit  L«  und  ti ;  wie  in  [19]  dar- 
gelegt wird,  sind  die  einseitigen  Axen  der  Botationsgruppen  polar,  was  durch 

Ln  und  U  ausgedrückt  werden  soU. 

Die  einfachsten  Rotationsgruppen  sind  jene,  welche  durch  eine  einseitige 
(polare)  Deckbewegungsaxe  y  von  der  Periode  2,  3,  4  oder  6  bedingt  sind. 
Die  entsprechenden  sphärischen  Punktsysteme  kommen  durch  Wiederholung 
einer  einzigen  periodischen  Drehung,  der  erzeugenden  Rotation  S^^  S^^  S^ 
oder  S^j  mit  sich  selbst  zur  Deckung.  Nach  der  in  [6]  eingeführten  Bezeich- 
nung erhalten  diese  Gruppen  Ton  Drehungen  folgende  Symbole: 

1,  Ä,: 
29]  Hemimorphie  des  monoklinen  Systems  [£,,  2^]. 

17]  Ogdo^drie  des  hezagonalen  Systems  [Z,,  ^]. 

1,  S„  S,',  S/: 
22]  Hemimorphe  Tetartofidrie  des  tetnigonalen  Systems  [£^,  O 

1,  S„  S,',  5,»,  S,*,  S,': 
10]  Ente  hemimorphe  Tetartö^drie  des  hexagonalen  Systems  [X,,  2^]. 

Demnächst  erhalten  wir  eine  durch  drei  aufeinander  senkrecht  stehende 
zweiseitige  nicht  vertauschbare  Axen  von  der  Periode  2  gebildete  Anordnung, 
welche  eine  Gruppe  von  4  Drehungen  bedingt;  bezeichnen  wir  Drehungen 
um  jene  Axen  um  2;r/2  mit  S^,  S^\  Äj",  so  gewinnen  wir  die  Symbole: 

1,    'S^2?    ^2  9    ^2   l 

hierin  kann  Äj"  durch  S^S^'  ersetzt  werden,  wenn  S^  und  S^  zu  erzeugenden 
Drehungen  gewählt  werden: 

27]  Hemi^drie  des  rhombischen  Systems  [2Z,,  2X3',  2Z,"]. 

Daran  schliessen  sich  drei  Gruppen,  in  denen  eine  Axe  y  gegenüber 
den  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Queraxen  ausgezeichnet  ist. 

Eine  zweiseitige  3-zählige  Axe  y  und  drei  gleichberechtigte  einseitige 
(polare)  2.zählige  Queraxen  «1,  «2»  ^s  üf^fem  eine  Gruppe  von  6  Drehungen; 
die  erzeugenden  Drehungen  sind  eine  Rotation  S^  um  y  um  2^/3  und  eine 
Rotation  S^  um  eine  der  Queraxen  a  um  2;r/2: 

16]  Trapezo^drische  Tetartoödrie  des  hexagonalen  Systems  [2Z3,  SZ,,  8/^]. 
Eine  zweiseitige  4-zählige  Axe  y  und  zwei  Paare  von  gleichberechtigten 
zweiseitigen  2-zähligen  Queraxen  «i,  ctj  und  /?i,  ß^  liefern  eine  Gruppe  von 

Phyi.  KrTitiaiogr.  2 
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8  Drehungen,  welche  erzeugt  wird  durch  eine  Rotation  Ä^  um  y  um  2nji 
und  eine  Rotation  S^  pn  eine  der  Queraxen  a  oder  ß  um  2nl2: 

1,    S„      S,\      V, 

^29  ^^^ij  'S^^Äg,  Ä^'Sg: 

20]  Trapezoödrische  Hemi€drie  des  tetragonalen  Systems  [2L^,  4X,,  4X,']. 

Eine  zweiseitige  6-zählige  Axe  y  und  zwei  Tripel  -von  gleichberechtigten 

zweiseitigen  2-zähligen  Queraxen  a^,  «g?  ^s  ^^^  ßu  Äj  A  liefern  eine 

Gruppe  von  12  Drehungen,  welche  erzeugt  wird  durch  eine  Rotation  S^  um 

y  um  2nl6  und  eine  Rotation  8^  um  eine  der  Queraxen  cc  oder  /9  um  2nj2: 

Äg,  /Se'Sä?  ^S^j^Sg,  SJb^Äj,  S/Äg,  <S^*Äg: 
S]  Trapezo^drische  HemiSdrie  des  hezagonalen  STstems  [2Z«,  6X,,  6£,']. 
Die  7  Axen  des  Tetraeders  —  vier  gleichberechtigte  einseitige  (polare) 
3-zählige  Axen  Sq,  S^j  S^,  3^  nach  den  Ecken  und  drei  gleichberechtigte 
zweiseitige  2-zählige  Axen  a^,  a,,  cc^  nach  den  Kantenmitten  —  bedingen 
eine  Gruppe  von  12  Drehungen,  welche  sich  mit  Benutzung  einer  Rotation 
S^  um  eine  Axe  S  um  2^/9  und  einer  Rotation  S^  um  eine  Axe  a  um 
2;r/2  in  folgender  Weise  darstellen  lässt: 


1, 

S3) 

s,\ 

s„ 

s,s,, 

S,'S„ 

St  St, 

-Ss-SäSj, 

s^s,s„ 

StS,\ 

s,s,s,\ 

8,'S,S,*; 

oder: 

(fi  =  0,  1,  2;  v^  0, 1,  2). 
5]  TetartoSdrie  des  regulären  Systems  [BZ,,  4Z3,  4^]. 
Endlich  liefern  die  13  zweiseitigen  Axen  des  Oktaeders  —  drei  gleich* 
berechtigte  4-zählige  Axen  a^,  otj,  a^  nach  den  Ecken,  vier  gleichberechtigte 
3-zählige  Axen  Sq,  d^,  S^,  8^  nach  den  Flächenmitten  und  sechs  gleich- 
berechtigte 2-zählige  Axen  c^,  . . .  .,  c^  nach  den  Eantenmitten  —  eine 
Gruppe  von  24  Drehungen,  welche  wir  aus  der  vorstehenden  Gruppe  der 
Tetraederdrehungen  durch  Erweiterung  mit  irgend  einer  in  ihr  noch  nicht 
enthaltenen  Oktaederdrehung  gewinnen.  Berücksichtigen  wir  z.  B.,  dass 
irgend  eine  der  2-zähligen  Axen  a  des  Tetraeders  mit  einer  4-zähligen  Axe 
a  des  Oktaeders  zusammenfallt,  und  bezeichnen  wir  eine  Drehung  um  diese 
Axe  um  2;r/4  mit  Ä^,  so  erhalten  wir  für  die  24  Oktaederdrehungen  fol- 
gende Symbole: 

Qi  =  0,  1,  2;        v  =  0, 1,  2). 
PlagiMrische  Hemiedrie  des  regulären  Systems  [6Z4,  82^,  12  Z^]* 
Die  krystallisirten  Körper,   deren  Krystallformen  keine  anderen  Sym- 
metrieelemente  als  die  eben  beschriebenen  Anordnungen  von  Deckbewegungs- 
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axen  aufweisen,  bieten  ein  hervorragendes  Interesse  dar.  Aus  [10]  ergiebt 
sich,  dass  ein  sphärisches  Punktsystem,  welches  keine  Deekoperationen  zweiter 
Art  besitzt,  weder  mit  einem  spiegelbildlich  gleichen,  noch  mit  dem  inversen 
System  congment  ist.  Man  bezeichnet  ein  solches  System  nach  H.  Mabbach 
als  „gewendet".  Es  gehören  zu  den  Körpern,  welche  durch  „gewendete'* 
KrystäUformen  ausgezeichnet  sind,  insbesondere  jene  Substanzen,  welche  im 
kiTstallisirten  Zustande  ein  optisches  Drehungsvermögen  zeigen  oder  deren 
Löhnungen  optisch  activ  sind.^ 

17.  Wir  wenden  uns  zur  Erweiterung  der  Rotaiionsgruppen  durdi  Ope- 
rationen xweiier  Art.  Den  Ausgangspunkt  bilden  allgemein  gültige,  von 
6.  MiNNiGEBODE  aufgestellte  Sätze,  die  aus  folgender  Ueberlegung  fliessen.' 

Wir  betrachten  ein  sphärisches  Punktsystem  2,  welches  durch  eine 
tfidUcke  Gruppe  (®)  von  Operationen  erster  und  zweiter  Art  in  sich  übergeführt 
wird.  Bezeichnen  wir  die  identische  Operation  mit  1  und  die  von  einander 
Terschiedenen  Operationen  erster  und  zweiter  Art  mit  S',  S". . .  ä^"*^^)  und 
IT.  ff\  . .  jBT^"^^^,  so  ist  die  für  das  Punktsystem  charakteristische  Gruppe 
Ton  Deckoperationen: 


m 


1,     S'     S",  ...Ä^»-^       (@) 

H\  ff\     ....  H(--K      ($) 
Hierin  stellt  die  erste  Reihe,  welche  mit  (@)  bezeichnet  werden  soll,   eine 
Botationsgruppe  dar.    Und  die  Aufgabe  besteht  jetzt  darin,  die  Natur  der 
Operationen  der  zweiten  Eeihe  ($)  näher  zu  bestimmen. 

Es  ist  sofort  ersichüich,  dass  m  =  n  sein  muss.  In  der  That,  bedeutet 
//  irgend  eine  Operation  zweiter  Art  in  (®),  so  müssen  die  aus  der  Verbin- 
dung von  H  mit  der  Reihe  (@)  hervorgehenden  Operationen: 

jsr,  s'H,  s"Hj . . .  s(»-i)fr, 

welche  nach  [10]  von  der  zweiten  Art  sind,  in  (®)  enthalten  und  von  ein- 
ander verschieden  sein.  Sie  gehören  also  der  Reihe  ($)  an  und  es  ist  m  ^  n. 
— % 

^  Vgl.  H.  Uabbach:  Ueber  „H^mi^drie  non  superposable"  oder  „gewendete 
Kiystallfonnen".  Programm.  Breslau  1861.  -  L.  Pasteub  bezeichnete  eme  Krystali- 
form,  welche  ihrem  Spiegelbilde  nicht  congraent  ist,  als  „h^mi^drie  non  superposable" 
(Aim.  de  chim.  et  de  phys.  (3),  24,  442,  1848;  31,  67,  1850;  42,  418,  1854;  50,  178, 
1857.  Compt.  rend.  42,  1259,  1856.  Le^ons  sur  la  dissymetrie  mol^culaire,  profess^ea 
a  la  sod^t^  chimiqae  de  Paris.  1864).  Nach  seinem  Vorgänge  wurden  Figuren,  welche 
mit  ihren  Spiegelbildern  nicht  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  häufig  als  solche 
definirt,  welche  einer  Symmetrieebene  entbehren;  dass  sie  auch  kein  Ceutnmi  der 
Symmetrie  besitzen  dürfen,  wurde  von  H.  Mabbach  erkannt.  Aber  auch  in  dieser 
Fassung  ist,  wie  H.  Marbach  selbst  bemerkt  hat  (a.  a.  O.  S.  16),  die  sphenoidische 
Tetarto^drie  des  tetragonalen  Systems,  deren  einfache  Formen  mit  ihren  Spiegelbildern 
congraent  sind,  obwohl  sie  keine  Symmetrieebene  und  kein  Centrum  besitzen,  noch 
nicht  ausgeschlossen.  Die  allgemein  zutreffende  Definition  gewendeter  Figuren  wurde 
von  B.  MuiKiQEBODB  gegeben  (N.  Jahrb.  f.  Min.    Beil.-Bd.  5,  149.  1887). 

*  VgL  B.  Miknigebode:  Untersuchungen  über  die  Symmetrieverhältnisse  der 
KijBUlle.    N.  Jahrb.  f.  Min.    BeU.-Bd.  5,  149,  1887. 
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Andererseits  müssen  die  aus  der  Verbindung  von  H  mit  der  Reihe  {^) 
hervorgehenden  Operationen  erster  Art: 

ITH,  H^'H,  . .  .  JJ(«~i)Zr 
ebenfalls  in  der  Gruppe  enthalten  und  von  einander  verschieden  sein.  Sie 
gehören  also  der  Reihe  (@)  an  und  es  ist  n  ^  m.  Mithin  muss  w  =  n  sein, 
und  wir  erhalten  den  Satz:  Wird  eine  Rotationsgruppe  dadurch  erweitert,  dass 
XU  ihren  N  Deckbewegungen  noch,  Operationen  zweiter  Art  hinzuireien,  so  kann 
die  Oesammizakl  der  Operationen  nur  verdoppelt  werden. 

18.  Da  die  Gruppe  (@)  jetzt  aufgefasst  werden  kann  als  die  vermittelst 
einer  Operation  zweiter  Art  H  erweiterte  Rotationsgruppe  (@): 

1,  S',  Ä",  ...S^'^^\ 
H,  S'H,  S"H,  .  .  .  5'»-i)JJ, 
so  ist  die  Aufgabe  reducirt  auf  die  nähere  Bestimmung  von  H.  In  dieser 
Hinsicht  gilt  nun  der  fundamentale  Satz,  dass  die  Operation  H  entweder 
die  Inversion  C  oder  eine  mit  der  Inversion  verbundene  Drehung  0C7  ist;  darin 
bedeutet  9  eine  Drehung  des  Punktsystems  SS  um  eine  seiner  Deck- 
bewegungsaxen  um  die  Hälfte  des  kleinsten  zu  dieser  Axe  gehörigen  Dreh- 
winkels oder  eine  Umklappung  um  eine  Gerade,  welche  nicht  zu  den  Deck- 
bewegungsaxen  des  Systems  gehört. 

Wir  beachten  zunächst,  dass  nach  [10]  die  Operation  H  in  (®')  durch 
die  Verbindung  einer  bestimmten  Drehung  S  mit  der  Inversion  C  ersetzt 
werden  kann.  Es  ist  nämlich  S  mit  Rücksicht  auf  C'»  1  gegeben  durch 
Ä==  HC.    Mithin  erhalten  wir  folgende  Darstellung  der  Reihe  (§): 

SC,   s'sc,  s"sc,...  «(«-D^a 

Bedeutet  nun  T  irgend  eine  der  Drehungen: 

S,    S'Ä,    S"S,  ...    Ä(— i)Ä, 

so  kann  die  Gruppe  (@)  auch  aufgefasst  werden  als  die  vermittelst  der  Ope- 
ration TC  erweiterte  Rotationsgruppe  (@): 

1,        S',  S",        ...     5(»-i), 

TC,     S'TC,     S"TC,...     SC- i)Ta 

Und  aus  dieser  Darstellung  können  wir  die  Beschaffenheit  der  noch  nicht 
hinreichend  bestimmten  Drehung  T  entnehmen. 

Die  zweimal  ausgeführte  Operation  TC  muss  in  der  Gruppe  (®")  ent- 
halten sein.  Da  (TC7)*=  T*  einer  Drehung  äquivalent  ist,  so  muss  T^mit 
einer  Operation  der  Reihe  (@)  identisch  sein;  m.  a.  W.  T*  entspricht  einer 
Drehung  des  Systems  um  eine  Deckbewegungsaxe.  Bezeichnen  wir  die 
Periode  dieser  Axe  l  mit  p,  so  müssen  wir  berücksichtigen,  dass  die  ganze 
Zahl  p  auch  den  Werth  1  annehmen  kann,  falls  in  (@)  nur  die  identische 
Operation  auftritt.  Es  werde  nun  die  Drehung  um  den  kleinsten  zu  /  ge- 
hörigen Drehwinkel  2  n/p  nach  [9]  bezeichnet  mit5j>.    Indem  wir  noch  die 


{&") 
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alsbald  zu  bestiinmeiide  Zahl  x  einführen,  welche  angiebt,  wie  oft  die  Drehimg 
jSp  wiederholt  werden  mnsS;  um  die  Drehung  T^  zu  liefern,  erhalten  wir: 

Da  T*  einer  Drehung  um  die  Axe  l  um  n  {2nlp)  entspricht,  so  wird 
T  selbst  eine  Drehung  um  x{nlp)  oder  um  x{nlp)  +  n  bewirken.  Dieses 
Ergebniss  ISsst  sich  aber  durch  einen  einzigen  Ausdruck  umfassen,  wenn 
wir  die  nicht  zu  den  Deckbewegungen  gehörende  Drehung  des  Punktsystems 
um  die  Axe  l  um  die  Hälfte  des  kleinsten  Drehwinkels,  d.  h.  um  njp,  be- 
nutzen. Wird  diese  Drehung  S^p  der  Kürze  wegen  mit  0  bezeichnet,  so 
werden  die  beiden  Fälle: 

T=0*   und    T  =*©«+' 

zusammen  dargestellt  durch 

r=0S 

worin  für  X  alle  Zahlen  der  Reihe  0,  1,  2,  ...  (2^  —  1)  zulässig  sind. 

Wir  müssen  jetzt  eine  Unterscheidung  zwischen  geraden  und  ungeraden 
Zahlen  X  treffen. 

I.  Ist  A  eine  gerade  Zahl,  so  ist  A/2  eine  ganze  Zahl;  folglich  ist  die 
Drehung 

in  der  Untergruppe  (@)  enthalten.  Demnach  gehört  auch  die  Inversion  C 
zu  der  Gruppe  (®")»  welche  wir  nun  auffassen  können  als  eine  durch  die 
Inversion  erweiterte  Rotaiionsgruppe: 

1,    S\       Ä",     •..S(»-i), 

c,  s'c,  s"c, . . .  Ä(»-i)a 

wir  werden  also  aus  den  in  [16]  zusammengestellten  Rotationsgruppen  neue 
Gruppen  erhalten,  indem  wir  zu  den  dort  beschriebenen  Anordnungen  von 
Deckbewegungsaxen  ein  Centrum  der  Symmetrie  hinzutreten  lassen.  Alsdann 
gehen  aber  gleichzeitig  die  auf  den  geradzahligen  Axen  senkrechten  Ebenen 
in  Symmetrieebenen  über.  Legen  wir  nämlich  die  Axe  l  in  eine  Deck- 
bewegungsaxe  Ton  gerader  Periode  p,  so  muss  die  Drehung 


(®i> 


Sp  a   und  demnach  auch  die  Operation  Sp^C 

in  der  Gruppe  (@x)  enthalten  sein.  Diese  letztere  aus  einer  Umklappung 
uni  (p/2)  (2;i/p)  =  n  imd  der  Inversion  zusammengesetzte  Operation  ist  aber 
nach  [10]  identisch  mit  einer  Spiegelung  des  Systems  an  der  auf  der  Axe 
senkrechten  Ebene. 

II.  Ist  X  eine  ungerade  Zahl,  so  gehört  die  Drehung  T  selbst  nicht  der 
Gruppe  (®")  an.    Zerlegen  wir  aber: 

so  muss,  da  \{X—V)  eine  ganze  Zahl  ist,  die  Drehung  SpT'  in  der  Unter- 
gruppe (@)  enthalten  sein.    Wird  nun  dieser  Werth  von  T  in  (®")  einge- 
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tragen,  so  ist  ersichtlich,  dass  auch  ©Ceine  Operation  dieser  Gruppe  bildet» 
so  dass  wir  (®")  als  eine  durch  die  Operation  0C  erweiterte  Rotationsgruppt: 
1,         S',  Ä",         ...     Ä(«-i) 

0c,  Ä'oc,  s"0c,...  «(»^-Dec 

betrachten  können.  Wir  werden  also  durch  diese  Erweiterung  ans  [16]  neue 
Gruppen  ableiten,  welche  wie  die  Botationsgruppen  eines  Cenirums  der  Sym- 
metrie entbehren.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  nur  die  auf  Axen  von  wige- 
rader  Periode  senkrechten  Ebenen  in  Symmeirieebenm  übergehen  können. 
Legen  wir  nämlich  die  Axe  l  in  eine  Deckbewegungsaxe  von  der  Periode  p. 
so  muss  die  Operation 

{0C)p 

der  Gruppe  (©j)  angehören;  mit  Rücksicht  auf  (7*=  1  ist  diese  Operation 
identisch  mit 

©p  oder  mit  G^C, 

je  nachdem  p  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Es  bedeutet  aber 
&p^Sip  eine  XJmklappung  um  p{7tlp)^7t,  die  bei  einer  geradzahligen 
Axe  schon  zu  den  Deckbewegungen  gehört  und  demnach  in  der  Seihe  (S) 
enthalten  ist,  während  diese  Operation  bei  einer  ungeradzähligen  Axe  in 
Verbindung  mit  der  Inversion  nach  [10]  zu  einer  Spiegelung  an  der  auf  der 
Axe  senkrechten  Ebene  führt.* 

19.  Ehe  wir  zur  Aufzählung  der  mit  dem  krystallographischen  Grund- 
gesetze verträglichen  erweiterten  Rotationsgruppen  schreiten,  müssen  wir  anf 
Grund  der  eben  angestellten  Untersuchung  den  Begriff  einer  Syinm^rieaxe 
präcisiren.  Wenn  wir,  wie  üblich,  alle  Deckbewegungsaxen  als  Symmetrie- 
axen  bezeichnen,  so  haben  wir  nach  [14]  zuvörderst  zwischen  zweiseitigen 
und  einseitigen  Axen  zu  unterscheiden:  eine  Symmetrieaxe  ist  xtveiseitig, 
wenn  auf  ihr  eine  geradzahlige  Axe  senkrecht  steht;  alle  übrigen  Axen  sind 
einseitig.  Allein  in  der  Natur  dieser  Axen  treten,  wie  aus  [18]  hervorgeht, 
Verschiedenheiten  auf,  welche  für  das  physikalische  Verhalten  der  Krystalle 
Bedeutung  gewinnen.  ^ 

Ist  die  auf  einer  einseitigen  Axe  senkrecht  stehende  Ebene  eine  Sym- 
metrieebene, sind  also  die  beiden  Richtungen  dieser  Axe  spiegelbildlich 
gleich,  so  nennen  wir  die  Axe  einseilig  von  der  ersten  Art.  Wir  finden  nach 
[18]  geradzahlige  Axen  von  dieser  Beschaffenheit  in  den  durch  die  Inversion 
erweiterten  Rotationsgruppen  (@J,  ungeradiählige  in  den  durch  die  Operation 
9C=^SipC  erweiterten  Rotationsgruppen  (Oj).    Denn  alsdann  ist  die  Ope- 


'  In  der  Folge  soU  eine  Symmetrieebene,  welche  auf  einer  Axe  von  der  Periode 
n  senkrecht  eteht,  mit  P«  bezeichnet  werden. 

*  Indem  ich  den  Leaer  bitte,  sich  die  Beeonderheiten  in  der  Natur  der  Symmetrie- 
axen  an  Figuren  und  Modellen  geeigneter  Krystallformen  recht  anschaulich  zu  machen, 
verweise  ich  insbesondere  auf  die  Figuren  20—46,  welche  die  Uebersicht  der  Krystall- 
Systeme  begleiten  (S.  38). 
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Stp'    .. 

.5i,'<^>'. 

S,p^C.. 

.  Sjf*<r-^)0 

. .  s,,p-^ . 

...5„'(P-% 

..s,,^c. 

...  V^<? 

ration  S^p^C  sowohl  in  (®i)  wie  in  (©j)  enthalten,  da  eine  Axe  von  der 
Periode  p  erfordert,  dass  in  (3^)  die  Operationen: 

und  in  (Oj)  ^^^  Operationen: 

auftreten. 

Hiervon  ist  die  Einseitigkeit  der  zweiten  Art  zu  unterscheiden^,  welche 
einer  Sjminetrieaxe  dann  zukommt,  wenn  durch  eine  Drehung  Szp  um  diese 
Axe  um  die  Hälfte  des  kleinsten  der  Axe  zugehörigen  Drehwinkels,  {nip), 
das  System  SS  in  eine  solche  Lage  JS"  gelangt,  dass  SS'  das  Spiegelbild  von 
^  in  Bezug  auf  eine  zu  der  Axe  senkrechte  Ebene  ist  Es  gehören  hierher 
die  einseitigen  ungeradxähligen  Axen  in  {®^)  und  die  einseitigen  geradxähUgen 
Axen  in  {ß^.    Denn  (@^)  enthält  die  Operationen: 

1,   S,p^     ...Aap'-'     ...S,^«^^ 

und  (@2)  <^^o  Operationen: 

j  1,        Ä,p^     ...S,pP-^      ...S,p^iP-^) 
I  5,^(7,  Ä2p»(7,  .  .  .  S,pP-^C,  . . .  S,p^P-'C. 

In  beiden  Fällen  liefert  Ä^p'-^C  mit  Ä^j,  erweitert  die  Operation  S^p^C. 

Endlich  beobachten  wir  in  jenen  Anordnungen  von  Symmetrieelementen, 
welche  kein  Centrum  der  Symmeirie  besitzen,  eine  dritte  Art  einseitiger  Axen, 
welche  polar  genannt  werden  soD.  Dahin  gehören  die  einseitigen  Axen  der 
in  [16]  zusammengestellten  Anordnungen  von  Deckbewegungsaxen  und  die 
einseitigen  Axen  der  Gruppen  (®^),  welche  nicht  an  den  Operationen  00 
betheiligt  sind.  Ist  eine  j9-zählige  polare  Axe  vorhanden,  so  enthält  die 
Gruppe  von  Deckoperationen  die  Drehungen 

1,  Sp,Sp^,...SpP-\ 
aber  weder  die  Verbindungen  derselben  mit  Umklappungen  um  eine  zu  jener 
polaren  Axe  senkrechten  Axe,  noch  die  Operationen  Äjp^'C'  oder  die  Inversion  C. 

Wir  bezeichnen  hinfort  eine  2>-zählige  Axe,  welche  einseitig  von  der 
ersten  Art  ist,  und  die  inverse  Axe  mit  Lp  und  /,,  dagegen  eine  einseitige 
Axe  von  der  zweiten  Art  und  ihre  inverse  mit  Lp*  und  Ip*,  endlich  eine 
polare  Axe  und  ihre  inverse  ndt  Lp  und  ^. 

Auch  zweiseitige  Sjmmetrieaxen  können  die  soeben  beschriebene  charak- 
teristische Eigenschaft  der  einseitigen  Axen  zweiter  Art  besitzen^;  wir  be- 

'  YgL  B.  MnnaoBBODB :  Untersuchungen  über  die  Symmetrieverhältnisse  und  die 
Elastieität  der  Krystalle.    Nachr.  Ges.  d.  Wiss.    Göttingen  1884,  203. 

'  Ein  Symmetrieelement,  welches  hier  als  einseitige  oder  zweiseitige  Symmetrieaze 
sweiter  Art  von  der  Peride  p  bezeichnet  wird,  nennt  P.  Curie  (Sur  la  Symötrie.  BulL 
SOG.  min.  de  France.    7,  480,  1884)  plan  de  sym^trie  alteme  k  pole  d'ordre  p. 


24  Einleitung. 

zeichnen  in  der  Folge  eine  xweiseitige  Axe  xweiter  Art  mit  2  Lp*.  Soll  eine 
Axe  Yon  ungerader  Periode  p  diese  Beschaffenheit  zeigen,  so  muss  in  der 
Gruppe  die  Operation: 

enthalten  sein,  welche  alsdann,  mit  S^^  erweitert,  die  Spiegelung  S^/C  liefert; 
dieser  Fall  kann  in  den  Gruppen  (®i)  vorliegen.  Dagegen  erfordert  eine 
Axe  Ton  gerader  Periode,  dass  eine  Erweiterung  der  Gruppe  der  Deckopera- 
tionen durch  Hinzufügung  der  Inversion  möglich  sei,  wobei  die  Drehung 

Spt 
zu  der  Spiegelung  Sp  2  C  führt.  Diesem  Verhalten  können  wir  in  (Oj)  begegnen. 

20.  Zusammenstellung  der  durch  die  Inversion  erweiterten  Rotations- 
gruppen (®i). 

Enthalt  die  Eeihe  (@)  in  (®i)  nur  die  identische  Operation,  so  liefert 
die  Hinzufügung  der  Inversion  eine  Gruppe  von  2  Operationen: 

1,  C: 
81]  HoloMrische  Gruppe  des  triklinen  Systems  [C]. 

Wir  lassen  nun  in  die  Reihe  (@)  die  in  [16]  erhaltenen  Rotationsgruppen 
eintreten* 

In  29]  wird  die  auf  der  Sjmmetrieaxe  senkrechte  Ebene  eine  Symmetrie- 
ebene,  die  Axe  also  einseitig  von  der  ersten  Art;  Gruppe  von  4  Operationen: 

1,  ^2,  C,  ÄgC; 
2S]  Holoedrische  Gruppe  des  monoklinen  Systems  [X,,  /,;  Pt;  C]. 

In  17]  wird  die  Symmetrieaxe  einseitig  von  der  zweiten  Art;  Gruppe 
von  6  Operationen: 

16]  Rhombo^drische  Tetai-toödrie  des  hexagonalen  Systems  [2^*,  ^♦;  C], 

In  22]  wird  die  auf  der  Symmetrieaxe  senkrechte  Ebene  eine  Symmetrie- 
ebene, die  Axe  also  einseitig  von  der  ersten  Art;  Gruppe  von  8  Operationen: 

S/,  S/C:  (iu  =  0,l,2,S) 

21]  Pyramidale  Hemiddrie  des  tetragonalen  Systems  [X^,  l^;  P«;  CJ. 

In  10]  wird  ebenfalls  die  auf  der  Symmetrieaxe  senkrechte  Ebene  eine 
Symmetrieebene,  die  Axe  also  einseitig  von  der  ersten  Art;  Gruppe  von 
12  Operationen: 

Se'',  Ä/C:  (^  =  0,1,2,3,4,5) 

9]  Pyramidale  Hemiödrie  des  hexagonalen  Systems  [Z«,  l^\  P«;  C]. 

In  27]  gehen  die  Verbindungsebenen  der  Axen  in  Symmetrieebenen 
über;  Gruppe  von  8  Operationen: 

1,   ^2,     S2,     Sa", 

C,  02  C7,  S2  Cf  Og  C: 
25]  Holoedrische  Gruppe  dos  rhombischen  Systems  [2Z„  2Zj',  2i,";  P^jP^',P^";  CJ. 
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In  15]  gehen  die  auf  den  Queraxen  a^,  a^,  cc^  senkrechten  Ebenen  in 
Symmetrieebenen  über,  die  Qaeraxen  werden  einseitig  von  der  ersten  Art, 
die  Axe  /  ist  zweiseitig  Ton  der  zweiten  Art;  Gruppe  von  12  Operationen: 

C,  SgC,  Sj^C;  S^C,  ÄjÄgC,  S^^SiC: 
ISJ  fihombo^driBche  Hemiädrie  des  hezagonalen  Systems  [2L^*y  SX,,  S^;  8P,;  C]. 

In  20]  gehen  die  auf  den  5  Axen  senkrechten  Ebenen  in  Symmetrie- 
ebenen  über;  Gruppe  von  16  Operationen: 

S^Tj  ^S/S^ ;  Ä/(7,  Ä/Ä,  C:        o*  =  o,  l,  2, 8) 
IS]  Holoedrische  Gruppe  des  tetragonalen  Systems  [2L^,  4X,,  4£g';  F^,  2P„  2P,';  CJ. 

In  8]  gehen  die  auf  den  7  Axen  senkrechten  Ebenen  in  Symmetrie- 
ebenen  über;  Gruppe  von  24  Operationen: 

Ä,^  Ä/Ä,;  Ä/C,  Ä/.S,  C:        (f,  =  0, 1,  2,  8, 4,  5) 
€]  Holoedrische  Grappe  des  hezagonalen  Systems  l2L^y  62^,  GZ,';  P^,  8P„  SP,';  C]. 

In  5]  werden  die  Verbindungsebenen  der  drei  2-zähligen  Axen  Sym- 
metrieebenen, die  vier  polaren  3 -zahligen  Axen  werden  einseitig  von  der 
zweiten  Art;  Gruppe  von  24  Operationen: 

(^  =  0,1,2;    v  =  0,l,2) 
4]  Pentagonale  HemiSdrie  des  regulären  Systems  [6X,,  4Z^*,  4/,*;  SP,;  C]. 

Endlich  gehen  in  3]  sowohl  die  Verbindungsebenen  der  drei  4-zähligen 
Axen  wie  die  sechs  Halbirungsebenen  ihrer  Winkel  in  Symmetrieebenen 
über;  die  8-zähligen  Axen  werden  zweiseitig  von  der  zweiten  Art;  Gruppe 
von  48  Operationen: 

S.'^C,     S^'^S.S.^C;    S,^S,C',     S,^S,S^*S,C: 
iu  =  0, 1,  2;      vv^  0,  1,  2) 
1]  Holoedrische  Gruppe  des  regulären  Systems  [6Z4,  8Zs*,  12 L^]  8P4,  SP,;  C]. 

2L  Zusammenstellung  der  durch  Operationen  &C  erweiterten  Rotations« 
gruppen  {@^). 

Enthält  die  Eeihe  (@)  in  (@j)  nur  die  identische  Operation,  so  ist 
ji  =  1.    Ein  Krystall,  für  welchen  die  Gtuppe 

1,  ec 

charakteristisch  ist,  besitzt  nur  eine  Symmetrieebene.  Denn  für  ;?  =  1  stellt 
6  eine  Drehung  um  2nl2  dar:  0  =  S.^.  Lassen  wir  nun  die  Drehungsaxe 
I  z.  B.  mit  der  Coordinatenaxe  x^  zusammenfallen,  so  ist: 

S,=  /=^i^**»l,  folglich  5,C7=f^ ''*='» 
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d.  h.  die  Ebene  x^x^  ist  eine  Symmetrieebene: 

80]  Hemiedrie  des  monoklinen  Systems  [P]. 
Die  Erweiterung  der  eigentlichen  Botationsgruppen  in  [16]  kann  jetzt 
in  doppelter  Weise  erfolgen,  je  nachdem  j>  =  1  oder  =  2, 3, 4, 6  gewählt  wird. 

A.  Für  1?  =  1  stellt  0  eine  Drehung  um  2^/2  um  eine  Axe  I  dar, 
welche  nicht  Synmietrieaxe  des  Punktsystems  ist  Um  in  diesem  Falle 
zunächst  aus  den  Tier  cyclischen  Botationsgruppen  neue  Gruppen  abzuleiten, 
muss  t  jedesmal  senkreckt  zur  polaren  Axe  y  gelegt  werden;  anderenfalls 
würden  aus  der  Einführung  einer  Axe  I  unendlich  viele  neue  Synimetrie- 
axen  hervorgehen.  Nun  bedingt  aber  eine  zu  y  senkrechte  Axe  I  eine  durch 
y  hindurchgehende  Symmetrieebene;  mithin  werden  einer  n-zähligen  Axe  y 
durch  diese  Erweiterung  n  Symmetrieebenen  hinzugefügt,  welche  sich  in  y 
schneiden.    Wir  erhalten  demnach  aus  29]  eine  Gruppe  von  4  Operationen: 

26]  Hemimorphie  des  rhombischen  Systems  [£,,  ^;  P,  P']; 
aus  17]  eine  Gruppe  von  6  Operationen: 

14]  Zweite  faemimorphe  TetartoSdrie  des  hexagonalen  Systems  [£,,  ^;  SP]; 
aus  22]  eine  Gruppe  von  8  Operationen: 

S/,    Ä/Ä/C:        0.  =  0,1,  2,  3) 
19]  Hemimorphe  Hemiedrie  des  tetragonalen  Systems  [X«,  J«;  2P,  2P']; 
und  aus  10]  eine  Gruppe  von  12  Operationen: 

V,      S^'^S.'C:  (^«0,1,2,3,4,5) 

7]  Hemimorphe  Hemiedrie  des  hexagonalen  Systems  [Z^,  7s i  ^P»  SP']. 
Von  den  übrigen  Rotationsgruppen  liefert  nach  demselben  Princip  der 
Erweiterung  nur  noch  die  Gruppe  der  Tetraederdrehungen  5]  etwas  neues, 
indem  zu  den  7  Symmetrieaxen  6  Symmetrieebenen  hinzutreten,  welche  die 
Kanten  des  Tetraeders  mit  den  Mitten  der  Gegenkanten  verbinden;  die 
2-zähligen  Axen  werden  zweiseitig  von  der  zweiten  Art;  Gruppe  von  24  Ope- 
rationen: 

0*  =  0, 1,  2);        (p  =  0, 1,  2) 
2]  Tetraödrißche  Hemiödrie  des  regulären  Systems  [6i,*,  iXj,  4^;  6P]. 

B.  Für  j9  =s  2,  3,  4,  6  fallt  die  Drehungsaxe  l  mit  einer  Symmetrieaxe 
8p  zusammen.  Das  Verfahren  der  Erweiterung  der  Rotationsgruppen  durch 
eine  Operation  0C  ist  jetzt  dieses.  Es  sei  eine  Anordnung  von  Symmetrie- 
axen (@)  aus  [16]  gegeben.  Darunter  befinde  sich  die  Axe  Sp«  /.  Alsdann 
müssen  wir  (@)  zunächst  eine  Drehung  um  /  um  n/p  ertheilen,  wodurch  (S) 
in  die  Lage  (©O  gelangt,  so  dass  l  für  die  Combination  von  (@)  und  (©') 
eine  Axe  von  der  Periode  2p  ist.  Darauf  ist  die  zu  (©')  inverse  Anordnung 
(©')  zu  bilden.    Sollen  nun  (@)  und  (©')  gleichberechtigte  Anordnungen  von 
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Aien  sein,  so  sind  dadurch  neue  Symmtrieelemente  definirt,  welche,  zu  (®) 
hinzugefügt,  eine  neue  Gruppe  von  Symmtrieeigenschaften  erzeugen.  Er- 
weiterungen, welche  auf  Axen  von  einer  Periode  >  6  führen,  bleiben  natür- 
lich angeschlossen. 

Auf  diesem  Wege  gewinnt  man  zuvörderst  aus  den  cyclischen  Rotations- 
gmppen  zwei  neue  Gruppen,  nämlich  aus  29]  f ür  ^  =»  2  eine  Gruppe  von 
4  Operationen  entsprechend  einer  2-zähligen  Axe,  welche  einseitig  von  der 
zweiten  Art  ist,  und  aus  17]  für  j»  =»  8  eine  Gruppe  von  6  Operationen 
entsprechend  einer  3-zähligen  Axe,  welche  einseitig  von  der  ersten  Art  ist, 
verbunden  mit  einer  zu  ihr  senkrechten  Symmetrieebene;  bezeichnet  man 
die  Drehungen  Äg  und  &,  mit  S^^  und  S^*,  so  erhält  man  die  Symbole: 

1,    S,C,    S,«,     S,'C: 
24]  Sphenoidische  TetartoSdrie  des  tetragonalen  Systems  [Z,*,  2,*]; 

1,     S,C,    5,»,     5,»  (7,    V,    S^'C: 
12]  Sphenoidische  TetartoMrie  des  hexagonalen  Systems  [X,,  /,;  P,]. 

Demnächst  ergiebt  sich  aus  27]  eine  Gruppe  von  8  Operationen;  lässt 
man  nämlich  die  Axe  l  mit  der  Yerticalaxe  zusammenfallen,  so  werden  die 
beiden  Queraxen  gleichberechtigt,  und  ihre  Winkel  werden  durch  zwei  ver- 
ticale  Symmetrieebenen  halbirt;  indem  wir  nun  eine  Drehung  um  2^/2  um 
die  Verticalaxe,  welche  jetzt  einseitig  von  der  zweiten  Art  wird,  mit  S^* 
bezeichnen,  erhalten  wir: 

1,      S,C,        V,         Ä,»C, 
Äg,     S^CÄj,     S^^S^j    Ä^'CÄj: 
23]  Sphenoidische  HemiSdrie  des  tetragonalen  Systems  [2Zj*,  4Z2;  2P]. 

Analog  entnehmen  wir  aus  15]  eine  neue  Gruppe  von  12  Operationen; 
legen  wir  wieder  die  Axe  l  in  die  Verticalaxe,  so  werden  ihre  Verbindungs- 
ebenen mit  den  Queraxen  und  die  Ebene  dieser  letzteren  Symmetrieebenen : 

S^,     ÄgCÄgj     ^e'^«?     ^e^^S^j     '^6*^2  >     S^^CS^: 
11]  Sphenoidische  HemiSdrie  des  hexagonalen  Systems  [2Z,,  SZ,,  82^;  Pg,  SP]. 


22«  Verschiedenheiten  in  den  Symmetrieeigenschaft^n  bedingeü  totale 
Unterschiede  in  dem  physikalischen  Verhalten  krystalUsirter  Körper.  Dieser 
Thatsache  müssen  wir  eingedenk  bleiben,  wenn  wir  uns  nunmehr  zur  Ein- 
iheüung  der  nach  geometrischen  Symm^irieeigenschafien  t/u  unterscheidenden  32 
Gruppen  krystaüisirter  Körper  in  6  ErystaUsysteme  und  zu  den  wechelseitigen 
geometrischen  Beziehungen  zwischen  den  Gruppen  jedes  Systems  wenden. 
Es  werden  uns  diese  rein  geometrischen  Abhängigkeiten,  welche  einen  so 
bequemen  XJeberblick  über  die  Symmetrieverhältnisse  der  Krystalle  vermitteln, 
niemals  gestatten,  die  für  eine  Gruppe  eines  Erystallsystems  erkannten  phy- 
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sikalischen  Gesetze  ohne  weiteres  auf  die  übrigen,  der  Symmetrie  nach  durch- 
aus verschiedenen  Oruppen  desselben  Systems  zu  übertragen. 

Die  Zusanunenfassung  mehrerer  Gruppen  zu  einem  Erystallsystem  beroht 
auf  der  Uebereinstimmung  in  der  Natur  gewisser  ausgezeichneter  Coordinaten- 
axen,  zu  deren  Einführung  das  geometrische  Grundgesetz  in  Verbindung  mit 
den  Symmetrieyerhältnissen  Anlass  giebt.  Wir  haben  daher  zuvörderst  die 
Bedeutung  dieser  krystaüographischm  Axen  darzulegen. 

23.  Es  sei  ein  kiystallisirter  Körper  mit  bestimmten  Symmetrieelementen 
gegeben,  so  kennen  wir  die  Anzahl  der  mit  einer  beliebigen  Erystallflache 
gleichberechtigten  Flächen,  welche,  für  sich  genommen,  eine  einfache  KrystaU- 
form  darstellen.  Denn  die  FläohmxcM  der  allgemeinsten  nach  den  ange- 
gebenen Symmetrieeigenschaften  möglichen  einfachen  Form,  unter  deren 
Flachen  keine  zu  einer  Symmetrieaxe  oder  einer  Symmetrieebene  parallel 
oder  senkrecht  ist,  muss  mit  dem  Orade  der  für  den  Korper  charakterisUsAen 
Gruppe  von  Operationen  übereinstimmen,  vermöge  welcher  jede  Richtung  mit 
den  gleichberechtigten  Richtungen  und  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht 
wird.  Besitzt  der  Körper  nur  Symmetrieaxen  und  zwar  2-,  8-,  4-,  6-zShlige 
in  der  Zahl  Vz^v^yV^^v^,  so  ist  demnach  die  Flachenzahl  der  allgemeinsten 
einfachsten  Krystallform  gleich  dem  Grade  der  entsprechenden  Gruppe  von 
Drehungen  [15] 

Treten  dagegen  neben  Axen  noch  andere  Symmetrieelemente  auf,  so  ergiebt 
sich  die  Flächenzahl  nach  dem  in  [17]  angeführten  Satze  über  die  Erwei- 
terung der  Rotationsgruppen  durch  Verdoppelung  des  Grades  der  zugehörigen 
Gruppe  von  Drehungen.  Insbesondere  finden  wir  für  den  höchsten  Grad 
geometrischer  SjTumetrie,  nämlich  für  die  durch  die  Inversion  erweiterte 
Gruppe  der  24  Oktaederdrehungen  (v^  =  6,  v,  =  4,  ir^  «  3),  eine  von  48 
Flächen  umschlossene  einfache  Form. 

Ist  nun  die  Lage  einer  Fläche  h  einer  einfachen  Form  durch  die  Rich- 
tungscosinus  ihrer  Normale  p  gegeben,  so  erhalten  wir  die  Richtungscosinas 
der  Normalen  der  gleichberechtigten  Flächen  durch  eine  Gruppe  orthogonaler 
Substitutionen  von  der  Gestalt  der  Gleichungen  (I)  (II)  in  [8].  Wenn  es 
lediglich  darauf  ankommt,  dem  geometrisdien  OrundgeseU  zu  genügen,  nach 
welchem  die  Indices  ä^,  Äj,  Äj  der  Fläche  h  rationale  Zahlen  sind,  so  können 
zu  Coordinatenaxen  x^j  x^,  x^  irgend  drei  eine  Ecke  bildende  Kiystallkanten 
genommen  und  die  Verhältnisse  der  Axeneinheiten  a^  la^ia^  durch  eine  be- 
liebig gewählte  Einheitsfläche  bestimmt  werden.  Sollen  aber  auch  die  Sym- 
metrieeigenschaftefi  in  der  Bezeichnung  der  Flächen  durch  die  Verhältnisse 

cos  {px^) :  cos  [px^) :  cos  (px^)  ^^'^'^ 

W|  C»2  Cj 

zum  Ausdruck  gelangen,  so  muss  ein  System  von  Coordinatenaxen  gewähU 
werden,  wehfies  durcJi  dieselben  Operationen^  die  eine  Richtung  mit  den  gleich- 
berechtigien  Riclitungen  zur  Deckung  bringen,  m  sicli  Ohergeführt  wird.    Alsdann 
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nehmen  die  Siibstitutionen  (I)  und  (II)  ihre  einfachste  Gestalt  an:  sie  be- 
stehen nur  noch  in  Vertausckungen  der  Reihenfolge  und  der  Vorzeichen  der 
RichtuDgscosinus  cos  {px^),  cos  (px^),  cos  {pa^)  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, der  Indices  h^^  h^j  h^.  Das  Vorhandensein  einer  Symmetrieeigen- 
schaft  ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  ein  krystallographisches  Axen- 
system  zu  Grunde  liegt,  identisch  mit  dem  Umstände,  dass  es  zulässig  ist, 
die  Richtungscosinus  db  cos  (px{jy  ±  cos  {px2)y  ±  cos  (^0:3)  in  gewisser  Weise 
zn  Tertauschen.  Hierauf  beruht  die  wohlbekannte  Bezeichnung  einer  ein- 
fachen Krystallform  durch  die  Indices  einer  Fläche:  die  gleichberechtigten 
Flächen  erhalten  Symbole,  in  denen  dieselben  Indices  auftreten,  nur  mit 
anderen  Vorzeichen  versehen  und  im  Allgemeinen  auch  in  anderer  Reihen- 
folge geordnet. 

24.  Vom  Beginn  unserer  Entwickelungen  an  bot  sich  zur  Bezeichnung 
gleichberechtigter  Richtungen  eine  doppelte  Möglichkeit  dar.  Wir  konnten 
einmal,  wie  in  [16 — 21]  geschehen  ist,  die  Operationen  angeben,  welche  aus- 
zufahren sind,  um  eine  dieser  Richtungen  mit  den  übrigen  zur  Deckung  zu 
bringen.  Andererseits  konnte  die  analytische  Bezeichnung  mit  Hülfe  der 
entsprechenden  orthogonalen  SuhstituHonen  gewählt  werden.  Nachdem  diese 
Substitutionen  durch  Einführung  der  krystaUographischen  Axen  auf  ihren 
einfachsten  Ausdruck  gebracht  sind,  sollen  die  beiden  Bezeichnungen  an 
einem  Beispiel  gegenübergestellt  werden. 
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Drei  auf  einander  senkrechte  nicht  vertauschbare  2-zahlige  Symmetrieaxen 
<^»  Ä  y  bedingen  eine  Gruppe  von  vier  Operationen:  die  identische  Operation 
nnd  drei  Drehungen  um  2:;r/2,  welche  bezeichnet  wurden  mit  Äg,  S^',  B^' 
(Rg.  15).  Diese  Axen  bilden  das  einzige,  in  dem  vorliegenden  Falle  zu- 
lässige hystaDographische  Axensystem;  auf  sie  bezogen  seien  die  Indices 
einer  Fläche  im  positiven  Oktanten  a;,  y,  x.  Dann  sind  jene  Drehungen 
identisch  mit  folgenden  Substitutionen: 
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EmleUung. 


I 


S,= 


\xyxl  \xy%] 


\xyxl  \xyzl 

Vier  gleichberechtigte  Flachen,  welche  in  diesem  Falle  die  allgemeinste  ein- 
fache Krystallform  —  ein  rhombisches  Sphenoid  (Fig.  19)  —  darstellen,  können 
daher  entweder  durch  die  Symbole  der  Operationen: 

1,     ^2,     S/,     iS/' 

oder  durch  die  Indices: 

xyx,     xyx,     xyz,    xyz 

bezeichnet  werden.  Nach  dem  EuLEB'schen  Theorem  über  die  Zusammen- 
setzung Yon  Drehungen  muss  man  irgend  zwei  jener  Drehungen  als  die 
eneugmdm  betrachten,  denn  es  sind  die  Producte: 

ög    Oj  —  ijjgö^    —  '^2  ?        '^2*^2  —  *^2  *^2         ^^2    • 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


Fig.  19. 


In  der  That  erhält  man  z.  B.  das  Symbol  xyx  aus  xyx  einmal  direct 
durch  die  Substitution: 

\xyxj 
andererseits  durch  die  nach  einander  ausgeführten  Substitutionen: 


xyx 


xyx 


und 

\xyx]  X^y^l 

ErweUem  wir  jetzt  die  vorliegende  Rotationsgruppe  durch  die  Inversion  C, 
welche  identisch  ist  mit  der  Substitution: 

[xyxf 
zu  einer  Gruppe  von  8  Operationen.    Indem  wir  zu  jeder  Fläche  des  rhom- 
bischen Sphenoids  (Fig.  19)  die  parallele  Gegenfläche  (Fig.  17)  als  gleich- 
berechtigt hinzufügen,  erhalten  wir  eine  rhombische  Pyramide  (Fig.  18),  deren 
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8  Flachen  bezeichnet  werden  können  durch  die  Symbole  der  Operationen: 

oder  durch  die  Indices: 

Ät/T,     a;^^,     ärt/^,     a;^£, 
xyz,    xyx,    xyx,     xyx. 

Die  Ton  einander  unabhängigen  Symmetrieelemente  einer  rhombischen  Fjra- 
mide  sind,  wie  ans  den  Symbolen  der  Operationen  deutlich  hervortritt,  zwei 
Symmetrieaxen  und  das  Centrum  der  Symmetrie.  Die  erzeugenden  Sub- 
stitutionen lauten  daher: 

S.-h.%     5/=M,       C7=M. 

\xyxj  x^y^j  \^y^i 

Nun  bedingt  aber  die  Hinzufügung  eines  Centrums  der  Symmetrie,  dass  die 
Terbindungsebenen  der  drei  Symmetrieaxen  Symmetrieebenen  werden  (Fig.  16), 
ein  Znsammenhang,  der  identisch  ist  mit  dem  durch  die  Einführung  von  C 
bewirkten  Auftreten  der  drei  Substitutionen: 


\xyxj  \xyzl 


xyx\ 

[xyxj 

Timgekehrt  folgt  aus  dem  Vorhandensein  von  drei  auf  einander  senkrechten, 
nicht  vertauschbaren  Symmetrieebenen,  dass  ihr  Schnittpunkt  ein  Centrum 
der  Symmetrie  und  ihre  Schnittgeraden  2-zählige  Symmetrieaxen  sind.  Wir 
können  also  auch  diese  Ebenen  als  von  einander  unabhängige  Symmetrie- 
elemente und  die  zuletzt  erwähnten  Substitutionen  als  die  erxeugenden  be- 
trachten; die  erweiterte  Rotationsgruppe  ist  dann  dadurch  charakterisirt, 
dass  die  Umkehrung  des  Vorzeichens  eines  Index  in  dem  Symbol  einer 
Fläche  auf  das  Symbol  einer  gleichberechtigten  Fläche  führt;  auch  auf  diesem 
Wege  erhält  man  aus  xyx  die  Symbole  der  7  gleichberechtigten  Flächen. 

85.  Wir  fassen  nunmehr  alle  Gruppen  von  KrystaUflächencomplexen, 
welche  zwar  in  ihren  Symmetrieeigenschaften  verschieden  sind,  aber  dasselbe 
kryskUhyrapkische  Axensystem  besitzen,  in  ein  Krystaüsystem  zusammen. 
Alsdann  beruhen  die  geometrischen  Beziehungen  zwischen  den  Gruppen 
eines  Systems  darauf,  dass  aus  den  Symmetrieelementen  der  höchst  symme- 
trischan  Gruppe  jene  der  weniger  symmetrischen  Gruppen  durch  eine  gesetz- 
massige  Auswahl  hervorgehen.  Hierin  ist  das  wohlbekannte  Verfahren  be- 
gründet, nach  welchem  aus  den  einfachen  Formen  jener  holoedrischen  Gruppe 
die  Formen  der  hemiödrischen,  tetartoödrischen,  ogdoedrischen  Gruppen  des 
Systems  durch  die  entsprechende  Auswahl  der  Flächen  hergeleitet  werden.^ ' 

^  Ich  möchte  hier  auf  die  Beziehung  hinweisen,  welche  zwischen  dieser  Classi- 
fication und  der  Zerlegung  der  erweiterten  Botationsgruppen  in  „ausgezeichnete  Unter- 
gruppen" besteht  So  entspricht  dem  Auftreten  von  3  Hemiödrien  im  regulären  System, 
dass  die,  aus  48  Operationen  zusammengesetzte,  erweiterte  Gruppe  der  Oktaederdrehungen 
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Die  beqaemste  Uebersicht  dieser  Yerhältuisse  gewinnen  wir  auf  der 
Constmctionslnigel.  Beachten  wir,  dass  die  fßr  die  holoedrische  Gmppe  eines 
Erystallsystems  charakteristische  Anordnung  von  Sjmmetrieebenen  eine  2^- 
legung  der  Kugelflä<^6  in  abwechselnd  congruente  und  symmetrische  Dreiecke 
vermittelt.  Durch  die  Eckpunkte  der  Dreiecke  gehen  die  für  jene  Gruppe 
charakteristischen  Symmetrieaxen,  derart ,  dass  in  dem  Eckpunkt  einer 
n-zähligen  Axe  2n  Dreiecke  zusammenstossen.  Die  Gesammtzahl  der  sphä- 
rischen Dreiecke  muss  mit  der  allgemeinen  Anzahl  gleichberechtigter  Rich- 
tungen, also  auch  mit  der  Flächenzahl  der  aUgemeinsten  einfachen  holoede- 
rischen Krjstallform  übereinstimmen;  sie  ist  nach  [23]  gegeben  durch  2N, 
Ein  Funkt  innerhalb  eines  Dreiecks  gehört  demnach  einem  Aggregat  von 
2  iV  gleichberechtigten  Funkten  an.  Es  reducirt  sich  aber  die  Anzahl  gleich- 
berechtigter Funkte  zunächst  auf  Nj  wenn  wir  von  einem  Funkte  einer 
Dreiecksseite  ausgehen,  und  eine  weitere  von  der  Feriodicität  der  Symmetrie- 
axen  abhängige  Keduction  tritt  ein,  wenn  die  mit  einem  Eckpunkt  eines 
Dreiecks  gleichberechtigten  Funkte  zusammeugefasst  werden.  Hieraus  ersieht 
man,  dass  in  jener  Kugeltheilung  zugleich  die  in  der  holoedrischen  Gruppe  ent- 
haltenen einfachen  Krystallformen  von  specieDer  Flächenlage  repräsentirt  sind. 

Darüber  hinaus  gestattet  uns  aber  diese  Zerlegung  der  Eugelfläche  auch 
die  geom^etrischen  Bexiekungen  zwischen  den  Gruppen  eines  Systems  zur  An- 
schauung zu  bringen.  Fällt  bei  dem  Uebergange  von  der  holoßdrischen  zu 
einer  hemißdrischen  Gruppe  eine  Synunetrieebene  fort,  so  möge  auf  der 
Constructionskugel  von  je  zwei  Dreiecken,  welche  jetzt  aufhören  symmetrisch, 
zu  sein,  das  eine  schraffirt  werden.  Die  Gesammtheit  der  Dreiecke,  welche- 
mit  gleicher  Schraffirung  zu  versehen  sind,  nachdem  eines  in  dieser  Weise 
bezeichnet  wurde,  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  Symmetrieeigenschaften 
der  beiden  Gruppen.  Bilden  wir  jetzt  wieder  im  Innern  und  auf  den  Be- 
grenzungsstücken der  schraffurten  und  der  nicht  schraffirten  Gebiete  die 
Aggregate  gleichberechtigter  Funkte,  so  überblicken  wir  nicht  allein  die 
möglichen  einfachen  hemiödrischen  Formen,  sondern  gleichzeitig  auch  ihre 
Beziehungen  zu  den  entsprechenden  holoßdrischen  Formen;  insbesondere  ist 
sofort  ersichtlich,  welche  Formen  gestaltlichen  Veränderungen*  nicht  unter- 
worfen sind,  wenn  wir  von  der  höher  symmetrischen  Gruppe  zu  der  weniger 
symmetrischen  hinabsteigen. 

In  analoger  Weise  erfolgt  der  XJebergang  zu  einer  tetartoödrischen  oder 
einer  ogdoßdrischen  Gruppe  durch  Verwendung  von  zwei  oder  von  drei 
verschiedenen  Schraffirungen,  welche  sich  zum  Theil  überlagern  werden. 

Nach  diesem  Frincip  sind  die  Figuren  20—46  entworfen.    Wenn  hier 

davon  abgesehen  werden  musste,  in  der  Weise,  wie  die  Fig.  15  und  16  an 

*  einem   einfachen  Beispiele   erläutern ,   allenthalben   die   sphärischen  Drei- 

dreierlei  „ausgezeichnete  Untergruppen'^  von  24  Operationen  enthält  Vgl.  das  über 
die  regulären  Körper  und  die  Gruppentheorie  handelnde  Kapitel  in  F.  Ki.Em:  Vor- 
lesungen über  das  Ikosaeder  und  die  Aufl.  d.  Gleich.  Tom  fünften  Grade.  Leipzig 
1884,  S.  1—28. 
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ecke  der  Kugeltheilungen  mit  den  Bezeichnungen  der  Operationen  und  Sub- 
stitutionen zu  versehen,  durch  welche  das  Ausgangsdreieck  in  die  gleich- 
berechtigten Lagen  übergeführt  wird,  so  ist  doch  diese  Ergänzung  der  Figuren 
für  das  eingehendere  Studium  derselben  unerlässlich.  Ich  bitte  daher  den 
Leser,  sich  in  dieser  Hinsicht  vervollständigte  Zeichnungen  herstellen  zu  wollen. 

26,  Zum  Schlüsse  gedenken  wir  jenes  Hülfsmittels  der  Anschauung, 
welches  sich  für  die  mit  Symmetrieebenen  ausgestatteten  Krystallpolyöder  in 
den  räimüichen  Winkelspiegeln  darbietet.  Nachdem  A.  F.  Möbius  darauf  hin- 
gewiesen hatte,  dass  man  diese  Polyeder  als  kaleidoskopische  Figuren  dar- 
stellen könnet  hat  E.  Hess  im  Anschlüsse  an  seine  Untersuchungen  über 
die  Eintheilung  einer  Kugeliläche  in  gleiche  und  ähnliche  sphärische  Poly- 
gone* die  Theorie  der  räumlichen  Winkelspiegel  entwickelt  und  ihre  Ver- 
werthung  für  krystallographische  Zwecke  des  Näheren  erläutert.^  Was  uns 
an  diesen  Spiegelapparaten  vor  allem  interessirt,  ist  die  Demonstration  der 
erzeugenden  Symmetrieebenen,  Um  die  Vorstellungen  zu  fixiren,  setze  man 
eine  der  48  Ecken,  welche  von  den  9  Symmetrieebenen  eines  Hexakisokta- 
Mers  bestimmt  werden,  aus  ebenen  Spiegelstücken  zusammen.  In  diese 
Ecke  lege  man  ein  im  Inneren  ausgeschnittenes  Dreiseit,  dessen  Begrenzung 
den  Kanten  einer  über  jener  Ecke  gelegenen  Hexakisoktaederfläche  ent- 
spricht. Alsdann  wird  man,  in  den  Winkelspiegel  hineinsehend,  das  ganze 
HexafcisoktaSder  mit  den  Verlängerungen  seiner  Symmetrieebenen  und  Sym- 
metrieaxen  zu  erblicken  glauben.  Man  ersieht  hieraus,  dass  von  jenen  neun 
Symmetrieebenen  die  drei  Ausschnitte,  welche  eine  der  48  Ecken  bilden, 
nothwendig  und  ausreichend  sind  zur  Erzeugung  des  ganzen  Polyeders, 
seiner  Symmetrieebenen    und  Symmetrieaxen.* 


I.  Reguläres  System. 

Das  krystallographische  Axensystem  wird  gebildet  von  drei  auf  einander 
senkrechten  gleichberechtigten,  den  Kanten  des  Hexaeders  parallel  gehenden 
Geraden  c?i,  cfa,  c^s,  welche  zweiseitige  Symmetrieaxen  von  der  Periode  4 


*  A.  P.  Möbius:  lieber  das  Gesetz  der  Symmetrie  der  Krystalle  und  die  Anwen- 
dung dieses  Gesetzes  auf  die  Eintheilung  der  Krystalle  in  Systeme,  ßer.  Verhandl. 
SAchs.  Ges.  d.  Wiss.  Math.-phys.  Gl.  1849,  66-75.  Grelle  Joum.  1852,  48,  365.  Ge- 
sammelte Werke.  Leipzig  1886,  2,  349—360. 

'  £.  Hess:  Einleitung  in  die  Lehre  von  der  Kugeltheiiung.    Leipzig  1883. 

'  £.  Hess:  a.  a.  0.  S.  262—265.  —  lieber  ein  Problem  der  Katoptrik.  Sitzungsber. 
Ges.  z.  Bef.  d.  ge%.  Naturw.  Marburg  1879,  7—20.  —  üeber  Polyäder-Kaleidoskope. 
ibid.  1882,  9^12.  —  Ueber  die  Zahl  und  Lage  der  Bilder  eines  Punktes  bei  drei  eine 
Ecke  bildenden  Planspiegeln,  ibid.  1888,  85—53.  —  Ueber  Poly@derkaleidoskope  und 
deren  Anwendung  auf  die  Krystallographie.    N.  Jahrb.  f.  Min.  1889,  l,  54—65. 

*  Nach  den  Angaben  von  £.  Hess  werden  Winkelspiegel  hergestellt  in  der  optischen 
Werkstatt  von  A.  Krüss  in  Hamburg. 
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oder  2  sind.  Die  vier  gleichberechtigten  Halbirnngsgeraden  ihrer  Ecken  sind 
Symmetrieaxen  von  der  Periode  8.  In  jeder  der  fünf  hierher  gehörigen 
Grappen  begegnen  wir  einem  Hexaeder  und  einem  Dodekaeder. 

1]  Holoedrische  Gruppe. 

Centum;  13  zweiseiHge  Symmetrieaacm:  drei  4-xäJdige  a^  a^j  er,  paraM 
den  Kanteriy  vier  3'Xählige  dg,  . .,  ^3  paraUel  den  Eokendiagonalen  und  sechs 
2'XahUge  e^,  . .  .  .,  «^  parallel  den  Flächendiagonalen  des  Heocaeders;  9  Sym- 
metrieebenen: Piy  ^a,  2?3  paraüel  den  Flächen  und  di,  .  ,  .  .,  d^  parallel  den 
Verbindungsebenen  gegenüberliegender  Kanten  des  Hexaeders.    Die  Axen  8  sind 

zweiseitig  von  der  xwätm 
Art  Anzahl  gleichbe- 
rechtigter Kichtungen48, 
entsprechenddenFlächen 
eines  Hexakisoktaeders. 
Die  übrigen  einfachen 
Formen  sind:  Ikositetra- 
eder,  Triakisoktaeder,  Te- 
trakishexaeder,  Oktaeder, 
Dodekaeder ,  Hexaeder. 
Die  Gruppe  von  48  Ope- 
rationen ,  welche  eine 
Richtung  mit  den  gleich- 
berechtigtenzur  Deckung 
bringt,  kann  unter  Be- 
nutzung verschiedener 
erzeugender  Operationen 
mit  verschiedenen  Sym- 
bolen belegt  werden.  Wir 
gehen  im  Anschluss  an 
[16]  aus  von  der  Gruppe 
der  12  Tetraederdrehungen,  und  erweitern  dieselbe  zuvörderst  durch  eine 
Oktaederdrehung  und  darauf  durch  die  Inversion.  Die  Tetraederdrehungen 
sind  gegeben  durch  die  erzeugenden  Eotationen  >S^  um  ^^  um  2nß  und/S^ 
um  «1  um  2;r/2  (Fig.  13);  führen  wir  für  die  Richtungscosinus  der  Geraden 
oder  der  Flächennormale  v,  von  der  wir  ausgehen,  die  Bezeichnungen  ein: 

cos(vai)  =  05,    cos(vag)  =  y,    cos(vflf3)  =  «, 
so  bedeuten  8^  und  A3'  cycUsche  Vertauschungen  dieser  Grössen;   dagegen 
verlangt  S^^  dass  der  zweite  und  der  dritte  Cosinus  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  zu  nehmen  sind.    Die  Drehungen  Ä,  und  Ä,  sind  demnach  iden- 
tisch mit  den  Substitutionen: 


Reguläres  System,  35 


Um  aber  die  Symbole  der  Tetraöderdrehungen  zu  vereinfachen,  führen  wir 
neben  den  erzeugenden  Rotationen  1^3,  S^  noch  die  Drehungen  ^2'  um  a^ 
lun  2nl2  und  S^"  um  cc^  um  2nl2  ein,  so  dass: 

Es  bestehen  dann  die  Relationen: 

und  wir  erhalten  für  jene  Drehungen  an  Stelle  der  auf  S.  18  mitgetheilten 
Tabelle  das  Schema  I.  Nunmehr  wollen  wir  als  eine  hierin  noch  nicht 
enthaltene  Oktaäderdrehung  die  Umklappung  T  um  die  Axe  €3  hinzufügen: 

daraus  ergiebt  sich  das  Schema  II.  Endlich  erweitem  wir  I  und  II  durch 
die  Inversion: 

112  3^ 
und  gewinoen  dadurch  III  und  lY.    Die  iu  III  auftretende  Operation: 


TC 


=  ßn) 


bedeutet,  dass  die  auf  63  senkrechte  Ebene  d  mit  den  Indices  {110}  eine 
Sjmmetrieebene  ist. 

Der  Zusammenstellung  der  48  Operationen: 


I. 

1 

«3 

S^' 

n. 

T 

S,T 

Vr 

^ 

^Ä, 

V«* 

StT 

S,S,T 

S^^T 

ä; 

s,s,' 

5,»5,' 

St'T 

S^S,'T 

S^'S^'T 

S," 

s,s," 

S,'S," 

St'T 

SaS^'T 

S,»Ä,"7' 

ni. 

c 

s,c 

Ss^C 

IV. 

TG 

S,TG 

Ä,«rc7 

s,c 

s,s,c 

S,'S,C 

StTG 

S^S,TG 

S^'S^TG 

S^'C 

S,S,'C 

S,^S,'C 

S^'TG 

S^S^'TG 

S^^S^'TG 

S^'C 

&,S/'C 

S,*S,"C 

S^'TG 

838^"  TG 

Sa'Äj'TC 

mit  den 

erzeugenden  Operationen  S^, 

Sj,  rund  C,  ei 

itspricht  folgende  Tabelle 

der  Richtungscosinus  gleichberechtigter  Geraden  oder  Flächennormalen,  in 
der  wir  auch  an  Stelle  der  Verhältnisse  x:y:x  die  Verhältnisse  der  Indices 
der  zugehörigen  Geraden  oder  Flächen  setzen  können: 

I.  xyz      xxy      yxx  11.  yxx      xxy      xyx 

xyx      xxy      yxx  yxx      xxy      xyx 

xyx      xxy      yxx  yxx      xxy      xyx 

xyx      xxy      yxx  yxx      xxy      xyx 

3* 
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III.  xyi  xxy  yxx 

xyx  xxy  yzx 

xyz  xxy  yzx 

xyx  xxy  yxx 


IV.  yxx  xxy  xyx 

yxx  xxy  xyx 

yxx  xxy  xyx 

yxx  xxy  xyx. 


Fig.  21. 


2]   Tetraedrisch-he- 
miödrische    Gruppe. 

7  Symmetrieaxen:  drei 
xweiseitige  2'Xähliye  «p  cfg' 
a^  und  vier  polare  S-xäk- 
ligeÖQ,  Jj,  Jg,  d^]  ßSym- 
metrieebenen  dj , . . . . ,  rf^. 
Die  Axen  a  sind  xumseitig 
von  der  xweiten  Art,  An- 
zahl gleichberechtigter 
Richtungen  24,  entspre- 
chend den  über  abwech- 
selnden Oktanten  gele- 
genen Flächengruppen 
eines  Hexakisokta^ders, 
welche  für  sich  ein  Hexa- 
kistetraSder  bilden.  Die 
übrigen  einfachen  For- 
men sind:  Triakistetra- 
öder,  Deltoöder,  Tetrakis- 
hexaeder,  Tetraeder,  Do- 
dekaeder, Hexaeder.  Die 
Gruppe  von  24  Opera- 
tionen ist  gegeben  durch 
die  Tabellen 

I  und  IV 
mit  den  erzeugenden  Ope- 
rationen 63,  S^  und  TC, 

3]    Plagiedrisch-hc- 
miedrische    Gruppe. 

13  Symmetrieaxen  wie 
in  1],  nur  sind  die  Axeu 
d  im  gewöhnlichen  Sinne 
zweiseitig.  Anzahl  gleich- 
berechtigter Richtungen 
24,  entsprechend  den  ab- 
wechselnden      Flächen 
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eines  HexaKsoktaeders,  welche  für  sich  ein  Pentagonikositetraeder  bilden. 
Die  übrigen  einfachen  Formen  unterscheiden  sich  in  ihrer  Gestalt  nicht  von 
den  entsprechenden  holo- 
Mrischen.  Die  Gruppe 
Ton  24  Drehungen  (Okta- 
ederdrehungen) setzt  sich 
zusammen  aus  den  Ta- 
bellen 

I  und  II 

mit  den  erzeugenden Dreli- 
ungen  S^,  S^  und   T. 

4]  Pentagonal-hemi- 
^drische  Gruppe. 

Ceabrum)  7  Symmetrie" 
axm :  drei  zweiseitige 
2'iahiige  «j,  cc^,  a^  und 
vier3'iähHgeÖQ,8^,ä^,S^, 
mkhe  einseitig  von  der 
xweiteti  Art  sind;  drei 
SgmTneirieebenenp^,P2,p^. 
Anzahl  gleichberechtig- 
ter Richtungen  24,  ^t- 
sprechend  den  abwech- 
selnden an  den  mittleren 
Kanten  eines  Hexakis- 
oktaeders  gelegenen  Flä- 
chenpaaren,  welche  füi* 
sich  ein  Dyakisdodeka- 
♦^der  bilden.  Die  übrigen 
einfachen  Formen  sind: 
Ikositetraöder,  Triakis- 
oktaeder,  Pentagondode- 
kaWer,  Oktaeder,  Dode- 
kaeder, Hexaeder.  Die 
Gruppe  der  24  Opera- 
tionen ist  enthalten  in 
Jen  Tabellen 

I  und  III 
mit  den  erzeugenden  Ope- 
rationen Ä, ,  Äj  und  C. 


Fig.  28. 


Fig.  24. 


5]  Tetartoedrische  Gruppe. 
Symmetrieaxeti  wie  in  2],  nur  sind  die  Axen  a  im  gewöhnlichen  Sinne 
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zweiseitig.  Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  12,  entsprechend  den  ab- 
wechselnden Flächen  eines  Hexakistetraeders,  oder  den  über  abwechselnden 
Oktanten  gelegenen  Flächengruppen  eines  Pentagonikositetraöders  oder  eines 
DyakisdodekaSders,  welche  für  sich  ein  tetra(^drisches  FentagondodekaMer 
bilden.  Die  übrigen  einfachen  Formen  sind:  Triakistetraßder,  Delto^der, 
PentagondodekaOder,  Tetraöder,  Dodekaeder,  Hexaßder.  Die  Gruppe  der  12 
Drehungen  (Tetraederdrehungen)  ist  enthalten  in 

I 
mit  den  erzeugenden  Drehungen  S^  und  S^.    Es  liefern  die  Symbole  I  ein 
linkes  positives,  II  ein  linkes  negatives,  in  ein  rechtes  negatives,  lY  ein 
rechtes  positives  tetraßdrisches  Pentagondodekaeder. 

n.  Hexagonales  System. 

Das  krystallographische  Axensystem  wird  von  4  Axen,  einer  Vertical- 
axe  y  und  drei  unter  120^  gegen  einander  geneigten  gleichberechtigten  Quer- 
axen  cci,  a^,  a^  gebildet.  Bezeichnet  man  die  Richtungscosinus  einer  Ge- 
raden V  mit 

cos(vai)  =  g,    cos(i/a2)  =  ^»    cos  (vöfj)  =  S,    cos(vy)=s<», 
so  besteht  die  Kelation 

Die  Axe  y  hat  die  Periode  6  oder  3;  in  dem  letzteren  Falle  kann  y  durch 
Hinzunahme  eines  Centrums  der  Symmetrie  G-zählig  werden  oder  3-zählig 
bleiben.  Demnach  können  unter  den  12  hierher  gehörigen  Gruppen  drei 
Abtheilungen  unterschieden  werden. 

Erste  Abtheilung'. 

6]  Holoedrische  Gruppe. 

Centrum;  sieben  xweiseitige  Symmeirieaxen :  eine  G-xälüige  Verticalaxe  y  und 
drei  +  drei  2-xuhlige  Queraxen  a^,  cfg ,  ^3  und  ß^,  ß^j  Ä  ^^**^  ^*  Wi^ikeln 
(«2  «3)  =••  =  0*2/^3)  =  ••  =  120*^,  {^i  /9j)  = .  •  =  30^;  sieben  Sgmmelrieebmm, 

welche  auf  den  Axen  senkrecht  steJiefi.  Anzahl 
gleichberechtigter  Richtungen  24,  entspre- 
chend den  24  Flächen  einer  dihexagonalen 
Pyramide.  Die  übrigen  einfachen  Formen 
sind:  hexagonale  Pyramiden  erster  und 
zweiter  Ordnung,  dihexagonale  Prismen, 
das  hexagonale  Prisma  erster  und  jene^ 
zweiter  Ordnung,  die  Basis.  Gruppe  von 
24  Operationen,  welche  unter  Benutzmig 
der  durch  die  6-zählige  Axe,  eine  2-zähIige 
Queraxe  a^  und  das  Centrum  bedingten 
Vig.  25.  erzeugenden  Operationen: 
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s. 

folgende  Symbole  ( 

erhalten: 

1, 

s„ 

s,', 

s,', 

s,*, 

s,', 

s„ 

^a^if 

V^, 

s,'s„ 

s,*s„ 

s,%, 

c, 

s,c, 

s^c, 

s,»c, 

s,*c, 

s,'c, 

s,c, 

S,Äj(7, 

s,'s,c, 

s^s,c, 

s,*s,c, 

S»'S,C; 

iv^ea, 

vci"», 

Uvo>, 

iv^o», 

V^to, 

Civto, 

vH^, 

Hvß, 

?7|<w, 

m^, 

iCvöi, 

m^, 

^H^, 

v^ß, 

Civß, 

iv^ß, 

«f|ö, 

Uv^, 

viCto, 

iCv(o, 

CvifOf 

Vl£w, 

Hv(o, 

Cvi*»- 

7]  Hemimorph-hemiödrische  Gruppe. 

Eine  polare  ß-xählige  Symmeirieaxe  y  und  drei  +  drei  durch  sie  hindurch- 
gehende Symmetrieeibenen.  Anzahl  gleich- 
berechtigter Eichtungen  12,  entsprechend 
der  oberen  oder  der  unteren  Flächengruppe 
einer  dihexagonalen  Pyramide;  daneben: 
einfache  hexagonale  Pyramiden  erster  und 
zweiter  Ordnung,  dihexagonale  Prismen, 
je  ein  hexagonales  Prisma  erster  und  zweiter 
Ordnung,  zwei  ungleiche  zu  y  senkrechte 
Flächen,   Eine  Gruppe  von  12  Operationen: 

V»  V'^,^,        01  =  0,1,2,3,4,5) 
gebt  hervor  aus  den  erzeugenden  Operatio7ien : 


von  denen  die  letztere  bedeutet,  dass  die 
auf  fifg  senkrecht  stehende  Ebene  eine  Sym- 
metrieebene ist. 

8]  TrapezoPdrisch-hemii^drische 
Gruppe. 

Sieben  zweiseitige  Synimetrieaxen  wie  in 
6].  Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  1 2, 
entsprechend  den  abwechselnden  Flächen 
einer  dihexagonalen  Pyramide,  welche  für 
sich  ein  hexagonales  Tiüpezoäder  bilden;  die 
übrigen   einfachen    Formen    unterscheiden 


Fig.  26. 


Fig.  27. 
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sich  in  ihrer  Gestalt  nicht  von  den  entsprechenden  holoedrischen.     Gruppe 
von  12  Drehungen: 

V.  V^^Ä»         (AI  =  0,1,  2, 3, 4,  5) 
mit  den  erzeugenden  Drehungen  S^  und  ^. 

9]  Pyramidal-hemiedrische  Gruppe. 
Cenirufn ;  eine  4'Xählige  Syfnmefrieaxe  y  und  eine  zu  Vir  senkrecJite  St/??!- 

metrieebene ;  demfiach  ist  y  einseitig  vofi 
der  ersten  Art  Anzahl  gleichberechtigter 
Bichtungen  12,  entsprechend  den  an  ab- 
wechselnden Seitenkanten  einer  dihexago- 
nalen  Pyramide  gelegenen  Flächenpaaren, 
welche  für  sich  eine  hexagonale  Pyramide 
dritter  Ordnung  darstellen ;  daneben :  hexago- 
nale Pyramiden  erster  und  zweiter  Ordnung, 
hexagonale  Prismen  dritter  Ordnung,  je  ein 
hexagonales  Prisma  erster  und  zweiter  Ord- 
nung, die  Basis.  Gruppe  von  12  Operationen : 

^6^  ^fT^J  0*  =  0,1,  2,  3,  4,  5) 

mit  den  erzeugenden  Operationen  S^  und  C. 


m 


10]  Erste 


Fig.  29. 


hemimorph-tetartoedrische  Gruppe. 

Eine  polare  ß-xäJUige  Symmetrieaxe  y. 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  6, 
entsprechend  der  oberen  oder  der  unteren 
Flächengruppe  eines  hexagonalen  Trapezo- 
öders  oder  einer  hexagonalen  Pyramide 
dritter  Ordnung;  daneben:  einfache  hexa- 
gonale Pyramiden  erster  und  zweiter  Ord- 
'^^  nung,  hexagonale  Prismen  dritter  Ordnung, 
^^  je  ein  Prisma  erster  und  zweiter  Ordnung, 
zwei  ungleiche  zu  y  senkrechte  Flächen. 
Gruppe  von  6  Drehungen: 

'^ö^j       (h^  =  0, 1. 2, 8,  4,  5) 
mit  der  erzeugenden  Drehung  S^, 


Zweite  Abthellang. 

11]  Sphenoidisch-hemiedrische  Gruppe. 
Vier  Syminetrieüxen :  eine  zweiseiMge  S-mhlige  Verticalaa^  y  und  drei  polare 
Queraxen  «j ,  e^g  >  ^3  5  ^^  Symmetrieebenen^  weldie  jene  Aocen  verbinden.  An- 
zahl gleichberechtigter  Richtungen  12,  entsprechend  den  an  abwechselnden 
Seitenecken  einer  dihexagonalen  Pyramide  gelegenen  Flächen,  welche  für 
sich  eine  ditrigonale  Pyramide  bilden;  daneben:  hexagonale  Pyramiden  erster 
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Ordnung,  trigonale  Pyramiden  zweiter  Ordnung,  ditrigonale  Prismen,  das 
bexagonale  Prisma  erster  Ordnung,  zwei  correlate  trigonale  Prismen  zweiter 
Ordnung,  die  Basis.    Gruppe  von  12  Operationen: 


1, 

s,c, 

5.*, 

s^o,      V, 

s,'c, 

'Ä,, 

SgCS^, 

V'^i, 

V^-s,,    s,*s,, 

S^'CS,; 

ii^c, 

9^|ö, 

fei'/«, 

iv^öi,       r/^^(ü, 

UV", 

vH'ü, 

Hvto, 

^V^iü, 

Vt^c,       i^fjb}, 

^V^o- 

it  den  erzeugenden 

OperaHonm: 

S,C  = 

.-.flft'lüB 


Fig.  30. 


Fig.  31. 


12]  Sphenoidisch-tetartoedrische  Gruppe. 

Eine  3'Xählige  Symmetrieaxe  y  und  eine  %u  ihr  senkrechte  Symmetrieebefne ; 
ikmnach  ist  y  einseüig  von  der  ersten  Art.  Anzahl  gleichberechtigter  Rich- 
tungen 6,  entsprechend  den  an  abwechselnden  Seitenkanten  gelegenen 
Fiächenpaaren  einer  hexagonalen  Pyramide  dritter  Ordnung  oder  einer 
ditrigonalen  Pyramide,  welche,  für  sich  genommen,  eine  trigonale  Pyramide 
dritter  Ordnung  bilden;  daneben:  trigonale  Pyramiden  erster  und  zweiter 
Ordnung,  trigonale  Prismen  dritter,  erster  und  zweiter  Ordnung,  die  Basis. 
Gruppe  von  6  Operationen: 

1,     S,C,     V,     ^e'O,     S,\     S,'C, 
mit  der  erzeugenden  Operation  S^G. 

Dritte  Abtheilung. 

18]  Rhomboödrisch-hemiedrische  Gruppe. 

Centrum;  4  Symmetrieaxen:  eine  zweiseitige  S-xMige  Verticdlaoce  y  und 
drei  2<ähHge  Queraxen  a^,  a^,  tc^;  drei  auf  «j,  a^,  a^  senkrecht  stehende 
^ijmmetrieeben^n.    Demnach  sind  die  Quei'ao'en  einseitig  von  der  ersten  Art,  die 
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Fig.  82. 
erzeugenden  Operationen 


Verticalaxe  zweiseitig  von  der  zweiten  Art. 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  12, 
entsprechend  den  Flächenpaaren  einer  di- 
hexagonalen  Pyramide,  welche  über  ab- 
wechselnden durch  die  Axen  ^'^  «i,  «i,  «3 
bestimmten  Dodekanten  liegen;  diese  Flä- 
chenpaare bilden  für  sich  ein  SkalenoMer. 
Die  übrigen  einfachen  Formen  sind:  Bhom- 
boöder  erster  Ordnung,  hexagonale  Pyra- 
miden zweiter  Ordnung,  dihexagonale  Pris- 
men, je  ein  hexagonales  Prisma  erster  und 
zweiter  Ordnung,  die  Basis.  Gruppe  von 
12  Operationen,  welche  mit  Benutzung  der 


S, 


folgende  Symbole  erhalten: 

j  1,  ^3,       '  V; 

l'/^w,        fl^/w,        ^J^Jb}\ 

ivl^y      Cif/f^j     Hl(^; 


^2  9 

s^c, 


Cvi(^9 


14]  Zweite  hemimorph-tetartoCdrische  Gruppe. 

Eine  polare   S-zählige  Sgmmetrieaoce  y^ 

drei  durch  sie  hindurchgehende  gleichberechtigte 
Symmetrieebenen,  Anzahl  gleichberechtigter 
Richtungen  6,  entsprechend  der  oberen  oder 
der  unteren  Flächengruppe  eines  Skaleno- 
öders;  daneben  einfache  Formen,  welche 
gebildet  werden  von  den  oberen  oder  den 
unteren  Plächengruppen  eines  Rhomboßders 
erster  Ordnung  und  einer  hexagonalen  Py- 
ramide zweiter  Ordnung,  ferner  ditrigonale 
Prismen,  correlate  trigonale  Prismen  erster 
Ordnung,  das  hexagonale  Prisma  zweiter 
Fig.  33.  Ordnung,   zwei  ungleiche  zu  y  senkrechte 

Flächen.     Gruppe  von  6  Operationen: 
1,  ^^3,  Ä,';     S^C,  S^S^C,  S^^S^Cj 
mit  den  erzeugenden  Operationen  S^  und  S^G, 

15]  Trapezoßdrisch-tetartoödrische  Gruppe. 
Eine  zweiseitige  S-zählige  Symmetrieaxe  y  und  drei  gleichberechtigte  polare 
2'Zählige  QueroQcen  a^,  a^,  cc^.    Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  6,  ent- 
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sprechend  den  an  abwechselnden  Seiten- 
kanten eines  Skalenoßders  gelegenen  Flächen- 
paaren, welche  für  sich  ein  trigonales  Tra- 
pezoöder  bilden;  daneben:  Ehombo^der 
erster  Ordnung,  trigonale  Pyramiden  zweiter 
Ordnung,  ditrigonale  Prismen,  das  hexa- 
gonale  Prisma  erster  Ordnung,  zwei  corre- 
late  trigonale  Prismen  zweiter  Ordnung, 
die  Basis.     Gruppe  von  6  Drehungen: 

mit  den  erzeugenden  Dr^tmgen  S^  und  S^. 


Fig.  84. 


16]  Rhomboödrisch-tetartoödrische  G'rup|pe. 
Centrum;  eine  S-zählige  Symmetrieaxe  y, 
welche  einseüig  von  der  zweiten  Art  ist,   An- 
zahl gleichberechtigter  Eichtungen  6,  ent- 
sprechend den  abwechselnden  Flächen  eines 
Skalenoeders,  welche  für  sich  ein  Rhombo- 
eder  dritter  Ordnung  bilden;   die  übrigen 
pinfachen  Formen  sind:  Rhomboöder  erster 
und  zweiter  Ordnung,  hexagonale  Prismen 
dritter,   erster  und  zweiter  Ordnung,   die 
Basis.    Gruppe  von  6  Operationen: 
1,  ^3,  ^3^     C,S,C,  S,^C, 
mit  den  erzeugenden  Operationen  S^  und  C.  Fig.  35. 

17]  Ogdoßdrische  Gruppe. 

Eine  polare  S-zählige  Symmetrieaxe  y. 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  3, 
entsprechend  der  oberen  oder  der  unteren 
Flächengruppe  einer  trigonalen  Pyramide 
dritter  Ordnung,  eines  trigonalen  Trapezo- 
fders  oder  eines  Rhombo(?ders  dritter  Ord- 
nung; daneben:  einfache  Formen,  welche 
gebildet  werden  von  der  oberen  oder  der 
unteren  Flächengruppe  eines  Rhomboöders 
erster  oder  zweiter  Ordnung;  ferner  trigo- 
nale Prismen  dritter  Ordnung,  je  zwei  cor- 
relate  trigonale  Prismen  erster  und  zweiter 
Ordnung,  endlich  zwei  ungleiche  zu  y  senkrechte  Flächen.  Gruppe  von 
drei  Drehungen: 

mit  der  erzeugenden  Drdmng  S^, 


Fig.  36. 
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UL  Tetragonales  System. 

Das  krystallographische  Axensystem  besteht  aus  drei  aufeinander  senk- 
rechten Eantenrichtungen  y,  a^ ,  a^^  von  denen  a^  und  a^  gleichberechtigt 
sind;  die  dritte  Axe  ist  eine  Symmetrieaxe  von  der  Periode  4  oder  2,  im 
letzteren  Falle  hat  sie  die  Eigenschaft,  durch  Hinzunahme  eines  Centrums 
der  Symmetrie  4-zählig  zu  werden.  Demnach  können  unter  den  sieben 
hierher  gehörigen  Gruppen  zwei  Abtheilungen  unterschieden  werden. 

Ente  Abtheilniig. 

18]  Holoedrische  Gruppe. 
Cenlrum;  fünf  zweiseitige  Symmetrieaxen:  eine  4-xähUge  y  und  zwei  +  xwei 

2'Xähliye  Queraxen  cc^u^  und  ß^ß^  mit  den 
Winkeln  (^i  «a)  =  O^i  ft)  =  90^  K/?i)  = 
.  .  .  =  45®;  fünf  Symmetrieehenen,  weklie 
auf  den  Axen  senkreckt  stehen.  Anzahl  gleich- 
berechtigter Richtungen  16,  entsprechend 
den  16  Flächen  einer  ditetragonalen  Pyra- 
mide. Die  übrigen  einfachen  Formen  sind: 
tetragonale  Pyramiden  erster  und  zweiter 
Ordnung,  ditetragonale  Prismen,  das  tetra- 
gonale Prisma  erster  und  jenes  zweiter 
Ordnung,  die  Basis.  Gruppe  von  16  Ope- 
rationen, welche  unter  Benutzung  der  durch 
die  4-zählige  Axe,   eine  2-zählige  Queraxe 


Fig.  37. 


a^  und  das  Centrum  bedingten  erzeugenden 


Operationen: 

,   Ä,= 

lxyx\ 
xyx.j' 

\xyz 

folgende  Symbole  erhalten: 

'      1, 

s„ 

s,', 

s,', 

s„ 

S^Sj, 

s,*s„ 

s,'s„ 

c% 

s,c, 

S,*C, 

s,'c, 

s,c, 

S^S2C, 

SJS,C, 

V-Ssf'; 

xyt, 

yxx, 

iyv, 

»«i» 

xyx, 

yxz, 

xyx, 

yxz, 

xyz, 

yil, 

xyx, 

yrx; 

xyx, 

yxx-, 

xyx, 

yxx. 

19]  Hemimorph-hemiedrische  Gruppe. 
Eine  polare  4'XäJdige  Symmetrieaxe  y  und  xuei  +  zwei  durcJi  sie  Jnndurcli- 
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gehende  Symmetrieebenen.  Anzahl  gleichbe- 
rechtigter Bichtaugen  8,  entsprechend  der 
oberen  oder  der  unteren  Flächengruppe 
einer  ditetragonalen  Pyramide;  daneben: 
einfache  tetragonale  Pyramiden  erster  und 
zweiter  Ordnung,  ditetragonale  Prismen,  je 
ein  tetragonales  Prisma  erster  und  zweiter 
Ordnung,  zwei  ungleiche  zu  y  senkrechte 
Flächen.    Die  Gruppe  von  8  Operationen: 

^^7  S^^S^O^         (."  =  0,1,2,3) 
geht  hervor  aus  den  erzeugenden  Operationen: 


\yxzl  \^^y^l '  ^'^'  ^®* 

von  denen  die  letztere  bedeutet,  dass  die  auf  a^  senkrecht  stehende  Ebene 
eine  Symmetrieebene  ist. 

20]  Trapezoßdrisch-hemiödrische 
Gruppe. 

Fünf  xweis^tige  Symmetrieaxen  wie  in 
18].  Anzahl  gleichberechtigter  Eichtungen  8, 
entsprechend  den  abwechselnden  Flächen 
einer  ditetragonalen  Pyramide,  welche  für 
sich  ein  tetragonales  Trapezoeder  bilden; 
die  übrigen  einfachen  Formen  unterscheiden 
sich  in  ihrer  Gestalt  nicht  von  den  ent- 
sprechenden holoedrischen.  Gruppe  von 
8  Drehungen: 

V,  S^r^i^         (^  =  0,1,2,8) 
mit  den  erzeugenden  Drehungen  S^  und  S^. 

21]  Pyramidal-hemiädrische  Gruppe. 

Centrum;  eine  d-zähiige  Symmetrieaxe 
y  und  eitle  xu  ihr  senkrechte  Symmetrieebene; 
demnach  ist  y  einseitig  von  der  ersten  Art, 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  8, 
entsprechend  den  an  abwechselnden  Seiten- 
kanten einer  ditetragonalen  Pyramide  ge- 
legenen Flächenpaaren,  welche  für  sich  eine 
tetragonale  Pyramide  dritter  Ordnung  dar- 
stellen; daneben:  tetragonale  Pyramiden 
erster  und  zweiter  Ordnung,    tetragonale  Fig.  40. 


Fig.  39. 
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Prismen  dritter  Ordnung,  je  ein  Prisma  erster  und  zweiter  Ordnung,   die 
Basis.    Gruppe  von  8  Operationen: 

^^4^    S^rOy  0*  =  0,1,  2,  3) 

mit  den  erxeugendm  Operationen  S^  und  C. 

22]  Hemimorph-tetartoödrische  Gruppe. 

Eine  polare  4'Xählige  Symme^ieaxe  y. 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  4, 
entsprechend  der  oberen  oder  der  unteren 
Fläxjhengnippe  eines  tetragonalen  Trapezo- 
eders  oder  einer  tetragonalen  Pyramide 
dritter  Ordnung;  daneben:  einfache  tetra- 
gonale  Pyramiden  erster  und  zweiter  Ord- 
nung, tetragonale  Prismen  dritter  Ordnung, 
je  ein  Prisma  erster  und  zweiter  Ordnung, 
zwei  ungleiche  zu  y  senkrechte  Flächen. 
Gruppe  von  4  Drehungen: 

V,         (/*  =  0, 1, 2,  3), 


Fig.  41. 


mit  der  erxeugenden  Drefmng  S^. 


/ 


Zweite  Abtheilong'. 

23]  Sphenoidisch-hemiödrische  Gruppe. 

Drei  auf  einander  senkrec/üe  xweiseitigc 
■  ^^^  2-xöMige  Symmetieaacen  y,  a^j  a^j  von  denat 

a^  und  «3  gleichberechtigt  sind;  in  der  Axe 
y,  welche  zweiseitig  von  der  zweiten  Art  ist, 
schneiden  sich  zwei  die  Winkel  ztoischen  den 
^  Axen  «1  und  cc^  halbirende  Symmetrieehenen. 
_\  Anzahl  gleichberechtigter  Eichtungen  8, 
entsprechend  den  über  abwechselnden  Ok- 
tanten  gelegenen  Flächenpaaren  einer  dite- 
tragonalen  Pyramide,  welche  für  sich  ein  dite- 
tragonales  Sphenoid  bilden;  daneben:  tetra- 
gonale Sphenoide,  tetragonale  Pyramiden 
zweiter  Ordnung,  ditetragonale  Prismen,  je 
eintetragonalesPrismaersterundzweiterOrd- 
nung,  die  Basis.  Gruppe  von  8  Operationen: 

1,     s,c,    Ä,^    VC, 

^2,         S^CS^f    Ä^'Äj?     'Sfj'CiSj; 
xyz,      yxx,         xyx,       yxz, 
xyz,      yxz,        xyzy       yxz; 


\ 


Fig.  42. 


Rhombisches  System, 
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mit  den  erzeugenden  Operationen: 

\yxz/ 


S,^ 


xy'x 


.^0Th^ 


24]  Sphenoidisch-tetartoödrische  Gruppe. 

Eine  2'XähMge  Symmetrieaxe  y,  wekhe 
einseitig  von  der  zweiten  Art  ist  Anzahl 
gleichberechtigter  Eichtungen  4,  entspre- 
chend den  abwechselnden  Flächen  einer 
tetragonalen  Pyramide  dritter  Ordnung  oder 
eines  Disphenoids,  welche  für  sich  ein  tetra- 
gonales  Sphenoid  dritter  Ordnung  bilden; 
daneben:  tetragonale  Sphenoide  erster  und 
zweiter  Ordnung,  tetragonale  Prismen  dritter, 
erster  und  zweiter  Ordnung,  die  Basis. 
Gruppe  von  4  Operationen: 

mit  der  erzeugenden  Operation  S^C.  Fig.  43. 


IV.  Rhombisches  System. 

Das  kiystallographische  Axensystem  wird  von  drei  aufeinander   senk 
rechten  nicht  vertauschbaren  Kantenrichtungen  gebildet.    Drei  Gruppen. 

25]  Holoedrische  Gruppe. 
Cenimm;  drei  auf  einander  senkrechte  nicht  vertaitsehhare  zweiseitige  Sym- 
mdriaxen  von  der  Periode  2,    deren  Verhindungsebenen  Symmetrieebenen  sind, 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  8,  ent- 
sprechend den  8  Flächen  einer  rhombischen 
Pyramide.    Einfache  Formen:  rhombische 
I^rramiden,  rhombische  Prismen,  Flächen- 
paare parallel  den  drei  Symmetrieebenen. 
Gruppe  von  8  Operationen: 

1,  S^y  S^f  S2S2, 

Cj         ÄjjC,      S2C,      S^S^C. 


xyz, 
xyz. 


Fig.  44. 


xyz,       xyz,      xyz, 
xyz,      xyZf      xyz, 
Erzeugende  Operationen: 

lxyz\  ^  ,^  lxyz\  ^  ^  lxyz\ 

\xyzj  ^      \iyzl  [xyzj 

An  die  Stelle  dieser  Substitutionen  können  folgende  treten,  welche  das  Vor- 


^3  = 
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^' 


^'-.r9t 


Prismen  dritter  Ordnung,  je  ein  Prisma  erster  und  zweiter  Ordnung,    die 
Basis.    Gruppe  von  8  Operationen: 

SA  S.'^O,  0.  =  0,1,  2,  3) 

mit  den  erxcugenden  Operationen  S^  und  G. 


22]  Hemimorph-tetartoödrische  Gruppe. 

Eine  polare  4-xählige  Sipnmetrieaxe  y. 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  4, 
entsprechend  der  oberen  oder  der  unteren 
Flächengruppe  eines  tetragonalen  Trapezo- 
äders  oder  einer  tetragonalen  Pyramide 
dritter  Ordnung;  daneben:  einfache  tetra- 
gonale  Pyramiden  erster  und  zweiter  Ord- 
nung, tetragonale  Prismen  dritter  Ordnung, 
je  ein  Prisma  erster  und  zweiter  Ordnung, 
zwei  ungleiche  zu  y  senkrechte  Flächen. 
Gruppe  von  4  Drehungen: 

^/,         (t*  =  0, 1,  2,  3), 
Fig.  41.  mit  der  erzeugenden  Drehung  S^. 


Zweit«  Abthellmig. 

23]  Sphenoidisch-hemiedrische  Gruppe. 


X 


Fig.  42. 


\ 


1, 

^27 


Drei  auf  einander  senkrecJiie  zweiseätge 
2'Xählig6  Sgmmetrieaxen  y,  a^,  a^,  von  denen 
«1  wid  cfg  gleidiberechtigt  sind;  in  der  Axe 
y,  welche  zweiseitig  von  der  zweiten  Art  ist, 
scJmeiden  sich  zwei  die  Winkel  zwischen  den 
Axen  «1  urul  a^  haJbirende  Symmetrieebenen, 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  8, 
entsprechend  den  über  abwechselnden  Ok- 
tanten  gelegenen  Flächenpaaren  einer  dite- 
tragonalen  Pyramide,  welche  für  sich  ein  dite- 
tragonales  Sphenoid  bilden;  daneben:  tetra- 
gonale Sphenoide,  tetragonale  Pyramiden 
zweiter  Ordnung,  ditetragonale  Prismen,  je 
ein  tetragonalesPrismaersterundzweiter  Ord- 
nung, die  Basis.  Gruppe  von  8  Operationen: 

S^GS^j    S^S^^    S^GS^\ 


xyx,       yxz, 
xyx,       yxx, 


xyx, 


yxxy 


xyxy       yxz; 


Rhomhisckes  System, 
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mit  den  erzeugenden  Operationen: 

\yxx} 


S,= 


xyx 
xyx 


24]  Sphenoidisch-tetartoßdrische  Gruppe 

BHne  2'Zählige  Symmeirieaxe  y,  welche 
einseiHg  von  der  zweiten  Art  ist,  Anzahl 
gleichberechtigter  Kichtungen  4,  entspre- 
chend den  abwechselnden  Flächen  einer 
tetragonalen  Pyramide  dritter  Ordnung  oder 
eines  Disphenoids,  welche  für  sich  ein  tetra- 
gonales  Sphenoid  dritter  Ordnung  bilden; 
daneben:  tetragonale  Sphenoide  erster  und 
zweiter  Ordnung,  tetragonale  Prismen  dritter, 
erster  und  zweiter  Ordnung,  die  Basis. 
Gruppe  von  4  Operationen: 

1,     S,C,    S,\    S,'G, 
mit  der  erzeugenden  Operation  S^G. 


Fig.  43. 


IV. 


Rhombisches  System. 

Das  krystallographische  Axensystem  wird  von  drei  aufeinander   senk 
rechten  nicht  vertauschbaren  Kantenrichtungen  gebildet.    Drei  Gruppen. 

25]  Holoödrische  Gruppe. 
C^iirum',  drei  auf  einander  senkrechte  nicht  vertausMare  zweiseitige  Sijm- 
meiriaxen  von  der  Periode  2,    deren  Verbindiingsebenen  Symmetrieebenen  sind. 
Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  8,  ent- 
sprechend den  8  Flächen  einer  rhombischen 
Pyramide.    Einfache  Formen:  rhombische 
PjTamiden,  rhombische  Prismen,  Flächen- 
paare  parallel  den  drei  Symmetrieebenen. 
Gruppe  von  8  Operationen: 


xyz,      xyz,      xyz,      xyz, 
xyz,      xyzj      xyz,      xyz. 
Erzeugende  Operationen: 


Fig.  44. 


S.-h%  5.'-M,  C7=M. 

\xyzl  \xyzj  [xyz/ 

An  die  Stelle  dieser  Substitutionen  können  folgende  treten,  welche  das  Vor- 
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handensein  von  drei,   den  Coordinatenebenen  parallelen  Symmetrieebenen 
ausdrücken: 

fxyzX  lxyz\  l^yA, 

\xyz/  [xyzj'         [xyl/ 

d.  h.  das  Vorzeichen  jeder  Coordinate  kann  mit  dem  entg^engesetzten  ver- 
tauscht werden  (vgl.  S.  29—31). 

26]  Hemiödrische  Gruppe. 

Drei  auf  einander  senkrechte  nicht  ver- 
tatischbare  zweiseitige  Symmetrieaxen  von  der 
Periode  2.  Anzahl  gleichberechtigter  Rich- 
tungen 4,  entsprechend  den  4  Flächen  eines 
rhombischen  Sphenoids.  Einfache  Formen: 
rhombische  Sphenoide,  rhombische  Prismen, 
Flächenpaare  parallel  denVerbindungsebenen 
der  Symmetrieaxen. 

Gruppe  von  4  Drehungen: 

1,        S^,       Äg,       S2S2, 


Fig.  45. 


xyz,     xyz,     xyx, 
Erzeugende  Operationen: 

\xyzl 


xyx. 

xyx 
xyx 


27]  Hemimorphe  Gruppe. 


Eine  polare  2'XäJdigi 


Fig.  46. 


e  Syininetrieaxe  und  zwei  durch  diese  Axe  hindurch- 
gehende, auf  einander  senkrecht  stehende  flieht 
vertauschbare  Symmetrieebenen,  Die  polare 
Axe  falle  mit  der  Verticalaxe  zusammen. 
Anzahl  gleichberechtiger  Eichtungen  4,  ent- 
sprechend der  oberen  oder  der  unteren 
Flächengruppe  einer  rhombischen  Pyramide. 
Daneben  £Üs  einfache  Formen:  verticale 
rhombische  Prismen,  Flächenpaare  entspre- 
chend den  beiden  oberen  oder  den  beiden 
unteren  Flächen  eines  rhombischen  Prismas 
mit  horizontalen  Kanten,  zwei  Flächenpaare 
parallel  den  verticalen  Symmetrieebenen 
und  zwei  ungleiche  horizontale  Flächen. 
Gruppe  von  4  Operationen: 

1,         63  ,     S^G,        iSg  äS^2^- 
xyx,     xyx,    xyx,       xyx. 


MonokUne»  System.  49 


Ehrzeugende  Operationen: 

\xyxl  \xy%l 

V.  Monoklines  System. 

Das  krystallographisohe  Axensystem  wird  gebildet  von  drei  Kanten- 
richtnngen  w,,  n^,  n^  mit  den  Winkeln  [n^n^^W,  (n^n^)  «  (n^n^  =*  90®. 
Drei  Gruppen. 

28]  Holoedrische  Gruppe. 

Centrum;  eine  Symmetrieebene  ^i^  und  eine  auf  dieser  Ebene  senkrectU 
stylende  2'Xähtige  Symmetrieaxe  7t ^,  welche  demnach  einseitig  von  der  ersten 
Art  ist.  Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  4,  entsprechend  den  vier 
Flachen  eines  monoklinen  Prismas.  Einfache  Formen:  monokline  Prismen, 
Flächenpaare  aus  der  Zone  der  Symmetrieaxe,  ein  zur  Symmetrieebene 
paralleles  Flächenpaar. 

Gruppe  von  vier  Operationen: 

xyx,     xyx,     xyx,     xyx. 
Erzeugende  Operationen: 

\xyx) 

29]  Hemimorphe  Gruppe. 

Eine  polare  2'Xählige  Symmetrieaxe  Anzahl  gleichberechtigter  Bich- 
tangen  2,  entsprechend  dem  rechten  oder  dem  linken  Fächenpaar  eines 
monoklinen  Prismas.  Daneben  treten  als  einfache  Formen  auf:  Flächen- 
paare aus  der  Zone  der  Symmetrieaxe  und  zwei  ungleiche  zur  Symmetrieaxe 
senkrechte  Flächen. 

Gruppe  von  2  Operationen: 

1,        Ä„ 

xyx,     xyx. 
Erzeugende  Operationen: 

\xyxl 

30]  Hemiedrische  Gruppe. 

Eine  Symmetrieebene,  Anzahl  gleichberechtigter  Richtungen  2,  ent- 
sprechend dem  vorderen  oder  dem  hinteren  Flächenpaar  eines  monoklinen 
Prismas.     Daneben    als    einfache  Formen:    einzelne  Flächen,    welche  zur 

LoMiaem,  Vhyt.  KTjitAlloffr.  4 
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Sjmmetrieebene   senkrecht   stehen,   und   ein   zu   dieser  Ebene   paralleles 
Flächenpaar. 

Gruppe  von  2  Operationen: 

1,        S,C, 

xyx,    xyz. 
Erzeugende  Operation: 

[xyxj 

VI.  Triklines  System. 

Irgend  drei  Kantenrichtongen,  welche  nicht  einer  und  derselben  Ebene 
parallel  laufen,  können  zu  krystallographischen  Axen  gewählt  werden.  Zwei 
Gruppen. 

81]  Holoedrische  Gruppe. 

Centrum  der  Symmetrie.  Eine  Gerade  ist  nur  mit  der  inversen  Graden, 
eine  Fläche  nur  mit  der  parallelen  Gegenfiäche  gleichberechtigt.  Einfache 
Kry stallform:  ein  Paar  paralleler  Flächen. 

Gruppe  von  2  Operationen: 

1,        C 

xyx,     xyz, 

32]  Hemiedrische  Gruppe. 
Vollständig  unsymmetrisch. 


1.  Homogene  Deformationen. 

(Thermische  Ausdehnung.    Einfache  Schiebungen  nach 

Gleitflächen.) 

Erföhrt  ein  homogener  Krystall  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  eine  De- 
formation, bei  der  er  homogen  bleibt,  so  erhebt  sich  vor  allem  die  Frage 
nach  den  Aenderungen,  welche  dabei  die  Krystallform  erleidet.  Es  zeigt 
sich,  dass  die  durch  das  geometrische  Grundgesetz  der  Krystalle  definirten 
Eigenschaften  erhalten  bleiben,  welches  auch  die  Beziehung  sein  mag,  in 
der  jene  Deformation  zu  den  Sjmmetrieeigenschaften  des  Erystalls  steht. 

In  dieser  letzteren  Hinsicht  kennen  wir  zwei  wesentlich  verschiedene 
Arten  homogener  Deformationen:  eine  gleichmässige  Temperaturanderung 
oder  ein  allseitig  gleicher  Druck  bewirken,  wofern  die  Structur  des  Krystalls 
nicht  zerstört  wird,  in  krystallographisch  gleichberechtigten  Richtungen 
übereinstimmende  Richtungsänderungen  und  Dilatationen;  dagegen  können 
die  Deformationen,  welche  in  einfachen  Schiebungen  nach  Gleitflächen  be- 
stehen, in  anfanglich  gleichberechtigten  Richtungen  verschiedene  Richtungs- 
änderongen  und  Dilatationen  hervorrufen. 

Der  Darstellung  dieser  Vorgänge  soll  eine  TJebersicht  der  Eigenschaften 
homogener  Deformationen,  welche  in  der  Folge  überall  da  zur  Anwendung 
gelangen,  wo  es  sich  um  lineare  Verbindungen  von  Vectorgrössen  handelt, 
vorausgeschickt  werden.^ 


Affinität 

Erhaltung  der  Indices,  der  Zonen,  der  Doppelverhältnisse. 

1.  Homogene  Deformationen  haben  die  Eigenschaft,  dass  eine  Reihe 
von  Theilchen  des  Körpers,  die  vor  der  Deformation  auf  einer  Geraden  lag, 
aach  nach  derselben  geradlinig  ist;  die  Richtung  der  (Geraden  und  die  gegen- 
seitigen Entfernungen  ihrer  Theilchen  haben  sich  im  Allgemeinen  geändert. 
Parallele  Geraden,  erhalten  gleiche  Richtungsänderungen,  bleiben  also  ein- 
ander parallel.  Auch  das  Verhältniss,  in  welchem  die  Längen  paralleler 
Geraden  zu  einander  stehen,  wird  durch  die  Deformation  nicht  geändert. 
Daraus  folgt,  dass  alle  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  ebenen  oder  räum- 


'  Ueber  die  darch  einen  allseitig  gleichen  Druck  hervorgerufenen  Deformationen 
Ylfi.  das  Ki^itel  Aber  die  Elasticität  der  Krystalle. 
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liehen  Figuren  in  dem  Körper  wieder  in  ähnliche  und  ähnlich  gelegene 
Figuren  übergeführt  werden.  Die  verschiedenen  Configurationen,  in  welche 
ein  Erystall  durch  homogene  Deformationen  übergeht,  sind  nach  einer  von 
L.  EuLEB  und  A.  F.  Möbius^  eingeführten  Bezeichnung  alle  unter  ein- 
ander affin, 

2.  Wir  entnehmen  hieraus  als  eine  erste  wichtige  Folgerung  den  Satz, 
dass  die  charakteristischen  geometrischen  Eigenschaften  der  Eiystallformeü 
durch  eine  homogene  Deformation  nicht  geändert  werden:  die  Indices  der 
Flächen  eines  KrystaUs,  der  Zonenverband  derselben  *  und  der  WerÜi  des  Doppd- 
verhälinisses  von  vier  Flächefn  eines  Büschels  bleuten  constani. 

In  der  That,  es  seien  in  dem  Anfangszustande  n^,  n^^  n^  drei  durch 
den  Punkt  O  im  Innern  des  Krystalls  gehende,  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gende Gerade,  auf  denen  die  Ebenen  e  und  h  die  Abschnitte: 

^  OE^ :  OE^ :  OE^  und  OH^ :  OH^ :  OE^ 

bilden  (Fig.  47).  Nach  der  Deformation 
seien  die  Richtungen  dieser  Geraden  und 
Ebenen  bezeichnet  mit  yr^',  ?r/,  ^3',  « ,  // 
^  \  und  die  veränderten  Werthe  der  Ab- 

schnitte mit: 
aE^\  aE^\  0%'  und  O'jy/:  O'H^'.aHl 

Dann  ist  nach  der  Definition  der  homo- 
genen Deformationen  [1]: 
OE^    OE^    qE^_  O'E^    OE^    OE^ 

OH^  •  OH^ ''  OH^ ""  ö'X'  *  o^s;  •  0%; ' 
d.  h.  die  Indices  der  Ebene  h  bezogen 
auf  n^^  n^,  n^  als  Axen  und  e  als  Ein- 
heitsfläche sind  erhalten  geblieben. 
Demnach  ändern  sich  von  den  zur  Beschreibung  der  Form  eines  Erv- 
stalls  erforderlichen  und  ausreichenden  Grössen  —  den  Werth^n  seiner 
Axenelemente  und  den  Indices  seiner  Flächen  —  in  Folge  einer  homogenen 
Deformation  im  Allgemeinen  nur  jene  Elemente:  die  Winkel  (^3^3),  (^3^}; 
{n^n^)  und  die  Verhältnisse  der  Axeneinheiten  OE^iOE^iOE^]  die  Indices 

jeder  Erystallfläche  h: 

,     ,     ,        OEi :  OE^    Oßt 

fh'n^'rh'^  0R\   OH ''OH. 
bleiben  dagegen  constant. 


Fig.  47. 


^  Vgl.  A.  F.  Möbiub:  Der  barycentriBche  CalcoL  Leipsig  1827;  §  144  f.  Ge- 
sammelte Werke.  Bd.  I.  Leipzig  1885.  —  In  §  147  bemerkt  Möbius,  dass  der  Begriff 
der  Affinität  von  L.  Eulbb  herrührt  (Introd.  m  Anal.  Inf.  Tom.  II,  Gap.  XVIII:  De 
Similitudine  et  Affinitate  Linearum  enrvarum.    Art  442.    Lausanne  1748). 

*  Vgl.  J.  GaiiLioH  und  V.  ton  Lanq:  Untersuchungen  über  die  physikalischeu 
Verhältnisse  kiystallisirter  Körper.  Sitzuugsber.  Wien.  Akad.  Math.-Naturw.  Ol.  SS, 
878—891,  1868.  —  Vereinfsu^ungen  und  Berichtigungen  gab  G.  Nkuxamn  in:  Fort- 
schritte der  Physik.    Jahrgang  1858.    14,  261;  1860. 
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Nun  enthalt  die  Bedingung  dafür,  dass  drei  Flächen  h,  h\  K'  in  einer 
Zone  liegen, 

K  K  K 
VW     =0, 

KKK 

nur  die  Indioes  dieser  Flächen  und  nicht  jene  Axenelemente;  sie  wird  also 
auch  nach  der  Deformation  erfüllt,  wenn  sie  vor  derselben  befriedigt  wurde. 
Und  das  Gleiche  gilt  von  dem  Werth  des  Doppelverhältnisses  von  vier 
Flächen  ä,  h\  h'%  k'"  einer  Zone: 


sin  (hh")    sin  jhh'") 
sin  (Ä'Ä")*sin  {h'h"') 


(hh"\  .  (hh"')8 


worin  e,  d  =5 1,  2  oder  8,  {hh'\  =  h^h^^  —  h^h^"  u.  s.  w.  zu  setzen  sind. 


Deformationsellipsoid. 

3.  Weiterhin  ergiebt  sich  aus  [1],  dass  ein  Ereis  in  eine  Ellipse  und 
eine  Engel  in  ein  Ellipsoid  deformirt  werden.  Dabei  wird  jedes  Paar  ortho- 
gonaler Durchmesser  des  Kreises  in  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  der 
Ellipse  (Fig.  48,  49)  und  jedes  Tripel  orthogonaler  Durchmesser  der  Kugel 
in  ein  Tripel  conjugirter  Durchmesser  des  Ellipsoids  übergeführt. 


ö — ^-^ 


Fig.  48.  Fig.  49. 

Bezeichnen  wir  die  Verhältnisse,  in  denen  sich  die  Längen  der  zu  den 
-^en  Äj,  »j,  n^  parallelen  Geraden  durch  die  Deformation  ändern,  mit  Wj, 
f^iy  03  und  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  Anfangszustande  mit  l^^ 
I2,  Jj,  dagegen  die  Coordinaten  von  P'  in  dem  Axensystem  «/,  7t^\  n^'  mit 
ti^  iii  izi  s<>  bestehen  nach  [1]  die  Beziehungen: 

Denken  wir  uns  nun  in  dem  Krystall  vor  der  Deformation  ein  Ellipsoid, 
fär  welches  n^,  tt^,  n^  conjugirte  Durchmesser  sind,  so  erhalten  wir  aus  der 
(jleichnng  desselben: 


u 


+  T"«  +  r  - 
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vennöge  der  Substitution  (1): 

_M L  _i» 4.  _5il a=  1 

d.  i.  bezogen  auf  die  Axen  Tt^,  n^',  n^  die  Gleichung  eines  EUipsoids,  für 
welches  diese  Axen  conjugirte  Durchmesser  sind.  In  Folge  einer  homogenen 
Deformation  bleiben  demnach  alle  Punkte,  welche  anfanglich  der  Oberfläche 
eines  Ellipsoids  angehörten,  auf  einem  Ellipsoide,  und  je  drei  conjugirte 
Durohmesser  des  ersten  Ellipsoids  gehen  in  conjugirte  Durchmesser  des 
zweiten  über. 

4.  Die  Deformation  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  das  Ellipsoid  be- 
kannt ist,  in  welches  eine  Kugel  vom  Radius  Eins  deformirt  wird.  Unter 
allen  Tripeln  conjugirter  Durchmesser  dieses  DefonnaiumseiUpsoids  ist  das 
von  den  Hauptaxm  X^,  X,,  X^  desselben  gebildete  dadurch  angezeichnet, 
dass  nur  die  drei  Ricktangen  dieser  Axen  vor  und  nach  der  Deformation  auf 
einander  senkrecht  stehen  und  dass  die  Deformation  zu  diesen  drei  Axen^  ihren 
Verbindungsebenen  und  ihrem  Schnittpunkte  symmetrisch  ist.  Ein  aus  dem 
Erjstall  geschnittener  Würfel,  dessen  Kanten  den  Hauptaxen  parallel  gehen, 
wird  in  ein  rechtwinkliges,  jeder  andere  würfelformige  Theil  dagegen  in  ein 
schiefwinkliges  ParaUelepiped  verwandelt. 

Stellen  wir  uns  nun  den  ursprünglichen  und  den  deformirten  Krystall 
in  der  gegenseitigen  Lage  vor,  dass  die  Richtungen  der  Hauptaxen  der 
Deformation  in  beiden  Zustanden  übereinstinmien,  so  ist  ersichtlich,  dass  es 
lediglich  darauf  ankommt,  die  Orientirung  der  Hauptaxen  vor  der  Defor- 
mation und  die  numerischen  Werthe  der  Hauptdilatationen  zu  ermittehi. 
Es  handelt  sich  also  hier  nur  um  reine  Deformationen,  welche  durch  sedis 
Grössen:  die  Richtungen  der  Hauptaxen  und  die  Hauptdilatationen  voll- 
ständig definirt  sind. 

Beine  Deformationen. 

5.  In  Bezug  auf  die  Hauptaxen  habe  ein  Punkt  P,  welcher  in  der 
Entfernung  OP »  r  vom  Anfangspunkt  liegt,  vor  der  Deformation  die  Co- 
ordinaten: 

x^^rg^j    x^^rg^,     x^^rg^,     ()i  =  cos  (rXi),         (»=1,2,8) 
so  dass: 

Xi^  +  ajj*  +  V  =  ^*- 
Bezeichnet  man  mit  jU^,  fi^,  (jl^  die  Verhältnisse,  in  denen  sich  die  Längen  der 
XU  den  Hauptaxen  parallelen  Oeraden  durch  die  Deformation  ändemj  so  sind 
die  Goordinaten  jenes  Punktes  nach  der  Deformation: 

(2)  <  =  /h^;     <  =  f*2^J     ai'  =  f*8^> 

und  die  Entfernung  desselben  vom  Anfangspunkt  ergiebt  sich  aus: 

<*  +  <"  +  <"-/« 
oder: 
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Setzt  man  nun  das  Verhältniss,  in  welchem  sich  die  zu  der  Richtung  OP 
parallelen  Längen  durch  die  Deformation  geändert  haben,  r'lr  =s  ^,  so  ist: 

(8)  ^iVi'  +  AS'ft'  +  Z'sVa'«^', 

und  die  lUchtungscosinus  von  OP  sind: 

6.  Es  befinde  sich  jetzt  der  Punkt  P  auf  der  um  O  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kugel: 

V  +  V  +  V-1, 
welche  in  das  Deformatumeellipsoid: 

L  ^  +  ^  +  -S  =  1 

übeigeht  Dann  findet  man  die  Lage  des  correspondirenden  Punktes  P'  auf 
dem  Ellipsoid  durch  folgende  Construction.  Die  Gerade_0jP'_8chneide  das 
coneentrische  und  coaxiale  Ellipsoid  mit  den  Halbaxen  VfA^,  V/i,,  V/u,  in  P^\ 
so  dass 

X  "'  a»  "•  a»  "> 

n.  f!_  +  ^_  +  5L_«i 

f«i       /«»       ^t        ' 

ff         tt         tt  t         t         t 

^1   :  ^  :  a^    =  ajj  :  «a  :  a:,  . 
Nun  ist,  wenn  1^,  Is?  Is  ^  ^^^  Augenblick  laufende  Punktcoordinaten 
bedeuten,  die  Gleichung  der  Tangentialebene  in  P'  an  dieses  zweite  Ellipsoid: 

and  die  Richtungscosinus  der  von  O  auf  diese  Ebene  gefällten  Senkrechten 
Terhalten  sich  wie: 

fit'  tii '  fh  ■"/hÄ^'/«!'"^'^'^' 
also  wie  die  Richtungscosinus  w  N     y        ^^ 

Ton  OP.    Daraus  folgt^:  ^  "^'^    ^^^— ^ 

Aus  der  ursprüngUchen 
Lage  P  emee  Pumktes  auf  der 
Kugel  vom  Radius  1  erhält 
man  seine  Lage  P  nach  der  /  _ 
Deformaiion,  wenn  man  senk-  ' 
^tdU  gegen  den  nach  P  ge- 
^enenKugekradius  eine  Tan- 
gentialebene andas  xweiteElUp- 
9oidkgt,  den  Berührungspunkt 
P'  mü  dem  Mittelpunkt  Over- 
^>mda  und  den  SchnUtpunkt 

^  YgL  F.  E.  NsuMANir:  Vorles.  ttber  d.  Theorie  d.  Elasticität  d.  festen  Körper 
0.  d.  Lichtäthers.    Heranag.  von  0.  £.  Mbteb.    Leipzig  18S5,  S.  47. 
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der  Geraden  OP'  mit  dem  Deformationsellipsoid  oufsuekL  Auf  dem  amge- 
kehrten  Wege  findet  man,  wenn  P'  gegeben  ist,  die  Anfangslage  P  (Fig.  50).^ 

7.  Betrachtet  man  in  der  Relation  (3)  das  Yerhältmss  pi  als  constant, 
die  Richtung  Ton  OP  aber  als  Teränderlich,  so  stellt  diese  Gleichung  einen 
Kegel  zweiten  Grades  dar,  dessen  Mittelpunkt  in  O  liegt.  Demnach  sind 
die  Geraden  des  Erjstalls,  deren  Längen  sich  durch  die  Deformation  in 
demselben  Yerhaltniss  ii  ändern,  vor  der  Deformation  gerichtet  wie  die  Er- 
zeugenden des  zu  den  Hauptaxen  symmetrischen  Kegels: 

f^i  V  +  f'2*(>2*  +  f'sVs^  ==  ^'. 
Wir  setzen  voraus:  f^i  >  jt^  >  ^3,  so  dass  mit  X^^  X^y  X^  die  grösste, 
mittlere,  kleinste  Hauptaxe  des  Deformationsellipsoids  bezeichnet  sind.     In 
dem  besonderen  Falle  nun,  wo 

ist,  zerfallt  der  Kegel  gleicher  Dilatation  in  zwei  durch  die  mittlere  Haupt- 
axe X^  gehende  Ebenen;  denn  seine  Gleichung  lautet,  wenn  Tor  der  Defor- 
mation irgend  eine  der  Geraden,  in  denen  das  Yerhaltniss  fi==  ^2  ^^^i  ^^^^ 
r^  bezeichnet  wird: 

(/^i*  -  f^i")  ^^'  ir^i)  -  (ft  *  -  ^8*)  cos«  (^A'3)  «  0 

oder,  da  die  linke  Seite  das  Product  zweier  linearer  Factoren  ist: 
V^T^T?  cos  (f-X,)  +  V^  J^?  cos  {f^X,)  =  0, 
Vmi'  -  fh'  cos  irX,)  -  VM2'-  l^s'  cos  (»-X3)  =  0. 

Bezeichnet  man  die  Schnittgeraden 

der  hierdurch  dargestellten  Ebenen 

und  der  Ebene  X^Xj^  mit  K  (Fig.  51), 

so  ist: 

cos«  {KX^)  +  cos«  (KX^)  =  1 
und  aus  (5)  ergiebt  sich: 

(6)       cos'{KX,)^^K 

Eine  Dilatation  gleich  jener,  die 
in  aUen  %Mr  mittleren  Hauptaxe  des 
Deformutionseüipsoids  parallelen  Geraden  stattfindet,  erfahren  also  aucli  alle  Ge- 
raden, welche  vor  der  Deformation  parallel  sind  xu  zwei  durch  die  miülerc 
Hauptaxe  des  Deformationsellipsoids  gehenden  und  mit  der  kleinsten  Hauptaxe 
den  Winkel  (KX^  einschUessenden  Ebenen  Äj  und  ^,  Die  zu  diesen  Ebenen 
paraUelen  Kreise  erleiden  nur  eine  Dilatation  ihrer  BÄdien  nach  dem  Yer- 
haltniss jtig. 


Fig.  61. 


___*  An_Stelie  des  Ellipsoids  II  kann  auch  das  Ellipsoid  mit  den  Halbaien  l/K/iTj 
l/V/'a)  ^/V/^s  (»Position-Ellipsoid'O  zur  Gonstruction  der  lUchtung  und  Länge  der  Gksraden 
OP'  dienen.  Vgl.  W.  J.  Ibbetson:  An  elementary  Treatise  on  the  Math.  Theoiy  of 
perfectly  Elastic  Solids  etc.    London  1887,  p.  ä4— .85. 
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Bezeichnet  man  die  in  der  Ebene  der  grössten  nnd  der  kleinsten  Hanpt- 
axe  symmetriscli  zn  diesen  Axen  gelegenen  Kormalen  der  Ebene  ft^,  fi,  mit 
Nj,  Nj,  so  werden  alle  Ebenen,  welche  einer  der  Geraden  N^  oder  N,  pa- 
rallel gehen,  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Ton  ihnen  eingeschlossenen 
Winkel  dnrch  die  Deformation  nicht  geändert  werden. 

Nach  der  Deformation  ist  die  Lage  der  Ebenen,  in  denen  kerne  Verzerrung 
^olgtj  gegeben  durch  die  KreiasohmtUhenen  ^,  St^  des  DefomuOionsellipsoids. 
Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise,  welche  dieses  Ellipsoid  mit  der  Engel 
vom  Badios  j»,  gemein  hat,  ei^ben  sich  ans  der  Verbindung  von  I  mit 


(h-^h'-(^-th-">- 


Bedeutet  nun  K  die  Schnittgerade  einer  Kreisschnittebene  mit  der  Ebene 
X^X^  (Fig.  61),  so  folgt  aus  dieser  Gleichung: 

(7)  tan«  (KX^)  «  ^" «  ^4 .  «4^ J^l  =  ^,  tan«  {KX^). 

Demnach  ist  der  Winkel  {KX^)  >  (KX^):  der  von  der  kleinsten  Haupt- 
axe  kaßnrte  Winkel  der  Ebenen,  in  denen  keine  Verzerrung  erfolgt,  wird  durch 
die  DeformaHon  vergrössert. 

8.  Die  Tangentialebenen  der  Kugel  Tom  Radius  Eins  gehen  in  Tan- 
gentialebenen des  Defonnationsellipsoids  über.  Die  Ebene  (S  und  ihre  Nor- 
male N  (Fig.  50)  nehmen  also  die  Richtungen  S'  und  N'  an,  derart,  dass 
N'  der  zur  Ebene  (S'  coi^jugirte  Durchmesser  des  Defonnationsellipsoids  ist. 
Es  soll  jetzt  der  Winkel  v  bestimmt  werden,  welchen  N'  mit  der  Normale  N 
der  Ebene  Qf  einschliesst.  Aus  den  Gleichungen  der  durch  den  Mittelpunkt 
O  parallel  zu  (S  und  (£"  gehenden  Ebenen: 

6     I   ft^i  +  Pa^  +  Ps^-O, 


«r 


1*1^         IH^        f^t^ 


worin  008  (NXi)  =  pi  gesetzt  ist,  folgt,  dass  die  Richtung  von  N   gegeben 
ist  durch: 

/i^m  fii        /i,        /i. 

Andererseits  ist  nach  (4)  die  Richtung  von  N'  bestimmt  durch: 

D^nnach  ist: 

(•)  cos  V  =  g^Q^'  +  pa(>/  +  ^jPj'«  — . 

Hieraus  lässt  sich  der  Betrag  der  durch  eine  homogene  Deformation 
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bewirkten  Diokenänderung  einer  planparaüelen  ErystaüpkUte  entnehmen.  Wir 
finden  (Kg.  50): 

also: 

OP-OP=^  OP——. 
m 

Folglich  ist  der  Unterschied  ztaischen  der  Diokenänderung  der  Platte  OP--  OP 
und  der  Längenänderung  ihrer  Normale  OP  —  OP  gegeben  dnrch: 

OP' -  op^  op'{\  - cosfr)  =  ofU  -  ~-)  =  opU  -  y. 

Nur  in  den  Fällen,  wo  die  Normale  der  Platte  einer  Symmetrieaxe  des 
Deformationsellipsoids  parallel  ist,  wird  dieser  Unterschied  yerschwinden. 

Es  ist  im  Hinblick  auf  die  Beobachtungen  von  Fizeau  über  die  durch 
gleichmässige  Temperaturänderungen  bewirkten  Dickenänderungen  plan- 
paralleler  Kiystallplatten  Yon  Interesse,  die  Plattenrichtung  vu  bestimmen,  für 
welche  der  Winkel  v  ein  Maximum  erreicht,     Soll 

(10)  mV»  =  fei  +  JS  +  Jh)  0»,  Vi'  +  fhW  +  ihW) 
ein  Minimpni  oder  ein  Maximum  werden,  während 

(11)  Pi*  +  Pj*  +  Ps»  =  1 
ist,  so  mOssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

Da  nach  (11)  die  Bichtungsoosinus  q^,  p,,  p,  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden können,  so  ergieht  sich  zunächst: 

(12)  JW»Pi'  +  2p,»  +  If, p,» «  -  Jf 
l^Pi«  +  Jf,e,«  +  2p,»=-if, 

worin  zur  Abkürzung: 

gesetzt  ist.  Die  aus  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  (12)  hervorgehenden 
Werthe: 

sind  aber  unvereinbar  mit  der  in  [7]  getroffenen  Voraussetzung  ^j  >  f*,  >  fi^. 
Mithin  können  relative  Maxima  des  Winkels  v  nur  stattfinden,  wenn  einer 
der  Bichtungsoosinus  g^,  g^,  g^  verschwindet,  d.  h.  wenn  die  Plattennormale  N 
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in  eine  Symmetrieebene  des  Defonnationsellipsoids  fallt.  Ist  z.  B.  p^  &=  0, 
liegt  also  N  in  der  Ebene  X^X^,  so  folgt  aus  der  zweiten  und  dritten 
Gleichung  (12),  dass  p,*  =  pg*,  oder  mit  Rücksicht  auf  (11),  dass  g^*  =  1/2, 
also  N^a«  ±45^  ist.  Demnach  ergiebt  sich  der  gesuchte  Maximal werth 
des  Winkels  v  in  der  Ebene  X^X^  aus: 

(la)  cos  V  =  —  =    \^^  „ 

oder  auch  aus: 

tanv«^-^*. 

Beachten  wir  noch,  dass  in  diesem  Falle  nach  (4)  und  (8) : 
cosN%«-=:^=,  cosNX,==    -^_, 

also: 

tan  N' A-g .  tan  NX.  =  «^  .  <^  =.  l" 

ist,  so  können  wir  jetzt  folgenden  Satz  aussprechen:  eine  pkmparaUde  KrystaU- 
platte,  wekhe  vor  der  Deformation  den  Winkel  zweier  Hauptaxen  des  Defor- 
maHonselHpsoids  haXbirt,  hat  die  Eigenschaft,  dass  nach  der  Deformation  der 
Winkel  xfwisehen  der  neuen  Plattennormale  N  und  dem  aiM  der  ursprünglichen 
Normale  N  hervorgegangenen  Durchmesser  N'  des  DeformationseUipsoids  ein 
relatives  Maximum,  erreicht  und  dabei  von  der  ursprünglichen  Plattennormale  N 
haOnrt  toird, 

9.  Das  Volumen  des  DeformationseUipsoids  yerhält  sich  zu  dem  Vo- 
lumen der  Kugel  vom  Radius  Eins  wie 

D^nnach  ist  das  Verhältniss,  in  welchem  sich  das  Volumen  eines  Erystalls 
durch  eine  homogene  Deformation  ändert,  gleich  dem  Producte  der  Verhält- 
nisse, in  denen  sich  die  zu  den  Hauptaxen  des  DeformationseUipsoids  pa- 

raUelen  Längen  ändern: 

V 

Bezeichnet  man  die  räunüiche  Dilatation  mit  r,  die  linearen  DUatationen  in 
den  Richtungen  der  Hauptaxen  mit  A|,  A,,  i^,  so  ist: 

(14)  ^  =  1  +  r  =  u,  ^Ms  =  (l  +  K)  (l  +  ^)  (1  +  U 
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(16) 


Einfache  Schiebungen.^ 

10.  Von  besonderem  Interesse  sind  jene  homogenen  Deformationen, 
bei  denen  keine  Volumenändenmg  und  keine  Dilatation  nach  der  mittleren 
Hauptaxe  X^  stattfinden.    Alsdann  ist: 

folglich  |M,  «  l/jUg.  Führen  wir  die  neue  Bezeichnung  jm^  =  (t  ein  (rr  >  1), 
so  ist  fij  =  1/(7.  Diese  Deformation  setzt  sich  also  zusammen  aus  einer 
gleichförmigen  Elongation  aller  zur  Hauptaxe  X^  parallelen  Geraden  im 
Betrage  (7—1  und  einer  gleichförmigen  Contraction  nach  den  zu  X^  pa- 
rallelen Richtungen,  deren  Werth  1  —  l/c;  ist.  Die  Gleichung  des  Defor- 
mationsellipsoids  nimmt  die  Gestalt  an: 


Fig.  52. 

Den  Schnitt  dieses  Ellipsoids  und  der  Kugel  vom  Radius  Eins  mit  der 

Symmetrieebene  X^X^  stellt  Fig.  52  dar.    Durch  die,  dem  Kreis  und  der 

Ellipse  gemeinsamen  Durchmesser  KK  gehen  die  Ejreisschnittebenen  des 


*  Vgl.  W.Thomson  and  P.  G.  Tait:  Treatise  on  Natural  PhUosophy.  Cambridge 
1867.  Vol.  I  (1)  Art.  169  f.  —  Handbuch  der  theoretischen  Physik.  Braunschweig 
1871,  Bd.  I  (1),  S.  lief.  -  W.  J.  Ibbotson:  a.  a.  0.  38,  69.  Aus  diesem  Werke 
ist  die  instructiye  Figur  52  entnommen. 
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EUipsoids,  welche  uns  die  Bichtungen  der  Ebenen,  in  denen  keine  Yer- 
zerrang  stattfindet,  naoh  der  Deformation  liefern.    Aus  (6)  und  (7)  folgt: 

(1«)  tan  KX^  ==  -^,     tan  KX^  =  a, 

d.li.  KX^  +  KX^  =  90®;  die  Kreisschnittebenen  sind  also  vor  der  Deformation 
unter  denselben  Winkeln  gegen  die  Hauptaxen  X^^  X^  geneigt,  welche  nach 
der  Deformation  ihre  Normalen  mit  diesen  Axen  bilden.  Mithin  wird  ein 
Prisma  von  rhombischem  Querschnitt  AB  CD,  dessen  Flächen  den  Ebenen 
tp  X27  üi  denen  keine  Verzerrung  erfolgt,  parallel  gehen,  wieder  in  ein  solches 
Prisma  A,  B,  C,  D  deformirt,  indem  die  Winkel  in  ihre  Supplemente  über- 
geführt und  die  Diagonalen  vertauscht  j  £  ji  ß  b 
werden.  Bringen  wir  nun  diese  beiden  r~  " 
Prismen  in  die  Lage,  dass  die  Flächen  CD  \ 
und  CD  zusammenfallen  (Fig.  53),  so  ist  \ 
ersichtlich,  dass  man  das  eine  Prisma  in  \ 
das  andere  verwandelt,  indem  man  die 
Ebene  CD  festhält  und  jede  zu  ihr  parallele 

Ebene,  ohne  den  Abstand  derselben  von  CD  ^ = — ^ T' 

zu  ändern,  eine  diesem  Abstand  proportionale  Y\g,  58. 

Strecke  hindurch  gleiten  lässt.  Die  in  Rede 

stehende  Deformation  wird   daher  eine    einfache  Schiebung   (simple    shear) 

genannt.     Die  Ebene  der  Schiebung  ist  die  auf  den  Ereisschnitten  des 

DeformationseUipsoids  senkrechte  Symmetrieebene.     Wird  eine  der  beiden 

Ereisschnittebenen  x  zur  Gleitfläche  gewählt,   so  liefert  ihre  Schnittgerade 

mit  der  Ebene  der  Schiebung  die  Richtung  dieser  Schiebung. 

Bezeichnet  man  jetzt  mit  u  die  Yerschiebung  eines  Theilchens  derjenigen 
Ebene,  deren  Abstand  von  der  Gleitfläche  ;^^  gleichet  ist,  so  besteht  die  Relation: 

WS»  de, 

worin  der  Proportionalitätsfactor  s,  d.  i.  der  Betrag  jener  Schiebung,  welcher 
den  Theilchen  der  um  die  Längeneinheit  von  der  Gleitfläche  abstehenden 
Ebene  ertheilt  wird,  durch  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Ereisschnitt- 
ebenen bestinunt  ist  Setzt  man  nämlich  in  Fig.  53  den  Winkel  (ADA)  =  2  F, 
AAs:^Uy  ED^dj  so  ist: 

also  die  Grösse  der  Schiebung: 

9  B  2  tan  F. 

Nun  ist  F=  «/2  -  (ADG)  =  5i/2  -  2^X3,  folglich: 
tan  F=  cot  2KX^  =  |  (^^  "  y)- 

Die  Grosse  der  Schiebung  s  steht  demnach  mit  dem  Yerhältniss  der  Schiebung 

a  in  der  Beziehung: 

(17)  «  =  ^-1. 

0" 
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Man  findet,  wenn  die  beiden  Ebenen  ^^^  ^,  in  denen  keine  Yerzeirang 
stattfindet,  bekannt  sind,  die  Richtungen  der  grössten  Elongation  Z,  und 
der  grössten  Gontraction  X^  vor  der  Deformation,  indem  man  in  der  Ebene 
der  Schiebung  die  Diagonalen  ÄC  und  BD  des  Rhombus  AB  CD  zieht, 
dessen  Seiten  parallel  %^  und  x^  sind.  Die  Richtungen  jener  Hauptaxen  nach 
der  Deformation  sind  gegeben  durch  die  entsprechenden  Diagonalen  des  Rhom- 
bus AB  CD. 


Allgemeiner  analytischer  Ausdruck  für  homogene 
Deformationen. 

11«  Es  seien  im  ursprünglichen  und  im  deformirten  Zustande  bezeichnet: 
mit  n^^  n^j  n^  und  9k/,  n^,  n^  die  Richtungen  der  zu  krystallographischen 
Axen  gewählten  Kanten,  mit  a^,  o,,  03  und  a/,  o^',  a^  die  Axeneinheiten, 
mit  Vi,  v„  ^8  ^^^  ^i'>  ^2»  ^^  ^®  Normalen  der  Axenebenen.  Die  Anfangs- 
punkte der  im  allgemeinen  schiefwinkligen  Axensysteme  mögen  zusammen- 
fallen in  O;  im  üebiigen  sei  ihre  gegenseitige  Lage  eine  beliebig  aber  fest 
gewählte. 

Sind  vor  der  Deformation  1^,  I2»  Is  die  Coordinaten  eines  Theilchens  P, 
dessen  Entfernung  von  O  gleich  r  ist,  so  ist  die 
Projeotion  von  r  auf  die  Normale  Vi  gleich  der 
Projection  von  |i  auf  dieselbe  Richtung: 

r  cos  {^v^  —  |j  cos  (^<Vi)        (4  =a  1,  2,  3) 
also:  ,    . 

Nach  der  Deformation  sind  die  Coordinaten  des- 
selben Theilchens,  dessen  Entfernung  von  O  nun 
gleich  r  ist,  bezogen  auf  dasselbe  im  Räume  feste 


flg.  54. 
Axensystem  n^n^n^ 


cos  (rVj) 


r'f/. 


008  («j»^ 

Zwischen  diesen  Coordinaten  bestehen  in  Folge  der  Affinität  des  mspröng- 
liohen  nnd  des  deformirten  Zostandes  Beziehungen  von  folgender  Form: 

<**>  ö  ?»'=  9t\  fi  +  9t%  ?»  +  9n  Cs 

"  ?s'  =  9n  ii  +  9n  f 2  +  5-3»  Cs » 


wonn: 


O)  =  — , 


Die  Bedeutung  der  Coeffieienten  ^«  (»,  *  =  1,  2,  3)  ergiebt  sich,  wenn  man  r 
der  Reihe  nach  mit  den  Axen  «„  «,,  «„  also  r'  gleichzeitig  mit  «.',  «,',  «,' 
zusammenfallen  lässt  Bezeichnet  man  mit  «»  die  Länge,  welche  die  Längen- 


Aügemeiner  ancUytischer  Ausdruck  für  homogene  Deformationen. 


63 


einheit  auf  der  Axe  n%  nach  der  Deformation  auf  n^  angenommen  hat,  so 
folgt  aus  (18): 


(ük 


=  ^iJk. 


C08(njy^ 

Demnach  sind  ^u,  gn^  g^k  die  Coordinaten,  welche  das  auf  der  Axe  nj^  in 
der  Einheit  der  Entfernung  vom  Coordinatenanfangspunkt  gelegene  Theilchen 
in  Folge  der  Deformation  erhalten  hat. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (18)  können  wir  zunächst  die  Frage  beant- 
worten, ob  es  ausser  den  Hauptaxen  der  Deformation  noch  gerade  Linien 
giebt,  welche  vor  und  nach  der  Deformation  dieselben  Winkel  unter  einander 
einschllessen.  Wenn  in  der  Orientirung,  in  der  wir  uns  bei  der  Ableitung 
der  Gleichungen  (18)  den  ursprünglichen  und  den  deformirten  Krystall  vor- 
gestellt haben,  eine  Gerade  vorhanden  sein  soll,  deren  Anfangsrichtung  mit 
ihrer  Richtung  nach  der  Deformation  zusammenfallt,  so  muss  für  sie: 

,      ^^  ^^  ^1  ^  bl  >    bj  =*  b2  >    t3  —  ts  > 

also  nach  (18): 

^21  Cl  +  (^22  -  ^Ki  +  9iS^9  =  0 

^31  Ci  +  ^82^2  +  (^83  -  ^)f3  =  0 

sein.  Die  Grossen  ^^  ^^,  ^3  können  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  da  zwischen 
ihnen  die  Relation  besteht^: 

1  =  Ci  cos  (rwi)  +  ^  cos  (r«,)  +  f,  cos  {rn^). 
Demnach  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  das  gleichzeitige  Bestehen  der 
Gleichungen  (19): 

9n  —  <ö  ^12  ^la 

^21  9ii  —  ^  9is 


{!•) 


(20) 


oder: 


^81 


^32 


^88-^ 


0, 


(ö* 


^'{9u  +921+9S3)  +  «  (»n  +  0^22  +  Ö38)  -0^0, 


wenn  die  Determinante  der  gik  mit  Q  und  die  zweigliedrigen  Unterdetermi- 
nanten von  O  mit  Giu  bezeichnet  werden.  Die  Auflösung  der  Gleichung 
(20)  liefert  drei  Werthe  von  co;  zu  jedem  gehört  nach  (19)  ein  Werth- 
system  ?i,  Si>  Ss-  Folglich  ist  ein  Tripel  von  gleichwinkeligen  Geraden  vor- 
handen. Nun  war  die  Orientirung  des  ursprünglichen  und  des  deformirten 
Eiystalls  nur  insofern  beschränkt,  als  der  Punkt  O  beiden  gemeinsam  sein 
sollte,  im  übrigen  konnte  sie  eine  ganz  beliebige  sein,  d.  h.  es  konnte  der 
ursprüngliche  oder  der  deformirte  Erystall  noch  einer  beliebigen  Drehung 
um  O  unterworfen  werden.  Für  jede  auf  diese  Weise  hergestellte  Lage  gilt 
unsere  Betrachtung.  Demnach  giebt  es  in  einem  Krystaü  doppelt  unendlich 
viele  Tripel  von  Geraden,   welche  nach  einer  homogenen  Defortnation  dieselben 


Tb.  Libbibcb,  Geometr.  Krystallogr.  1881,  80  (11). 


>n  OF   TITJ  •  r    ^ 

UNiVT.ii.'iry 
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Winkel  unter  emander  einsohUessen  une  vor  der  Deformation,  Emen  besonderen 
Fall  dieser  gleichwinkeligen  Geraden  bilden  die  auf  einander  senkrecht  stehendeti 
Hauptaxen  der  Deformation.^ 


12.  Sollen  in  den  Gleichungen  (18),  welche  das  Gesetz  der  Verschiebung 
der  Theilchen  in  einem  triklinen  Eiystall  darstellen ,  die  Coeffidenten  gut 
numerisch  bestimmt  werden,  so  müssen  1®  die  Richtungen  der  Axen  n^'n^n^ 
in  Bezug  auf  das  Axensystem  n^n^n^  und  2^  die  Werthe  von  (o^ea^ea^  ge- 
geben sein. 

Es  sei  an  einem  triklinen  Erystall  eine  hinreichende  Anzahl  von  Flächen- 
vdnkeln  vor  und  nach  der  Deformation  gemessen,  um  daraus  die  krjstallo- 
graphischen  Elemente: 

berechnen  zu  können.    Dann  muss  zur  Berechnung  der  in  den  gi^  auftreten- 
den Werthe  von  cos  {ntv^  dem  deformirten  Krystall  noch  eine  beliebig  zu 

wählende  Stellung  in  Bezug  auf  das  im  Räume 
feste  Axensystem  n^j  «„  n^  ertheilt  werden.  Wir 
wollen  diese  Stellung  dadurch  fixiren,  dass  wir 
n^  mit  n^  und  die  Ebene  n^n^  mit  n^n^  zusam- 
menfallen lassen.  Demgemäss  erhalten  wir,  wenn 
die  Winkel: 


Fig.  55. 


gesetzt  werden,  aus  Fig.  55: 


9x1 
9%x- 


fi} 


1  Bmp^  ' 


0, 


«, 


^1»= 


921' 


8in  V,     .     /  ,v 


=  W, 


sin  {p^  -;),') 


wap^ 


>ft2  =  ö>l 


.{ 


am  j?t     sin  ^, 
'ain^i     sin^g 


+  sin 


cos  9|  : 

COSft: 


OOB  Pt  —  COe  p,  COB  J?, 

sinp,  sinp, 
cos  pg  —  cos  pt  cos  p, 
sinpi  sinp,         ' 


ft'cot^jj, 


^ss 


(ü. 


cos  ^3 


cospg  —  cospt  cospi 
sinpj'  sinp,' 


^  H.  J.  S.  Smith,  The  Focal  Properties  of  Homographie  Figures.  Proc.  Matli. 
Soc.  London.  2,  196,  1869.  —  L.  Flbtchbr,  The  Dilatation  of  Ciystala  on  Change  of 
Temperature.  Phil.  Mag.  (5)  9,  81.  1880;  16,  276,  844,  412,  1883.  (p.  276  „laotropic 
Linea'O.  Zeitschr.  f.  Kiyat  4,  852,  1880;  8,  456, 1888.  —  E.  Blabius,  Die  Auadehnong 
der  Kiystalle  durch  die  Wärme.  Ann,  Phys.  N.  F.  22,  528,  1883.  Zeitschr.  f.  Kryst 
11,  140,  1885. 
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Ausserdem  kennen  wir  die  VerhaUnisse 


<h      a^      a^  12      8 


Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  zur  Bestimmung  der  absoluten  Werffie  von  ca^y  0^2'  ^s 
Messungen  von  Flächenunnkeln  nicht  ausreiehen;  wir  bedürfen  dazu  noch  der 
Messung  der  Aendemng  einer  Länge  oder  des  Volumens. 


Homogene  Deformationen  krystalUsirter  Körper,  welche 
die  Symmetrie  derselben  ungeändert  lassen. 

13.  Für  homogene  Deformationen,  die  in  krystallographisch  gleich- 
berecht^n  Richtungen  gleiche  Richtungsänderungen  und  Dilatationen  her- 
vorrufen, können  wir  von  vornherein  die  Gruppen  angeben,  welche  nach 
Sjmmetrieeigenschaften  zu  trennen  sind. 

Beachten  wir  zuvörderst,  dass  bei  homogenen  Deformationen  alle  Kry- 
stalle  emirisch  symmetrisch  sind,  da  kein  Unterschied  in  dem  Verhalten  des 
einen  und  des  inversen  Richtungssinnes  einer  Geraden  stattfindet.  Daraus 
folgt,  dass  sich  die  82  nach  den  Symmetrieeigenschaften  der  Krystallformen 
unterschiedenen  Gruppen  zunächst  auf  11  reduciren: 

'  I.  Reguläres  System. 

!•     1.  Holo^drie  —  2.  Tetra^rische  HemiSdrie  »  8.  Plagiödriflche  Hemi^drie. 
2.     4.  Pentagonale  HemiSdrie  =  5.  TetartoMrie. 

n.   Hexagonales  System. 

3.'    6.  Holo^rie   »   7.   Hemimorphe   HemiSdrie   =   8.   TrapezoSdrische   Hemiedrie 
=  11.  Sphenoidische  Hemiedrie. 

4.     9.  Pyramidale  Hemi^rie  =  10.  Erste  hemimorphe  TetartoSdrie  =  12.  Sphenoi- 
dische Tetarto^drie. 

h.  \  13.  Rhomboedrische  Hemifidrie  =  14.  Zweite  hemimorphe  Tetarto^drie  s  15.  Trape- 
zo€drische  Tetarto^drie. 
16.  Bhombo^drische  TetartoSdrie  a  17.  Ogdo^drie. 

III.  Tetragonales  System. 
7*    18.  Hoio^drie  —  19.   Hemimorphe  Hemi6drie  =  20.  Trapesoedrische  Hemiedrie 

s  23.  Sphenoidische  Hemiädrie. 
S. '  21.  Pyramidale  HemiMrie  «  22.  Hemimorphe  Tetarto^drie  «  24.  Sphenoidische 
Tetartoedrie. 

ly.  Rhombisches  System. 
9.  ■  25.  HoloSdrie  =  26.  Hemimorphie  =  27.  Hemiedrie. 

I  y.  Monoklines  System. 

10*,  28.  Holo&lrie  =  29.  Hemimorphie  =  80.  Hemiedrie. 

VI.  Triklines  System, 

H*   31.  Holoediie  =  32.  HemiMrie. 

LmKR,  Pi^  Krjtianogr,  5 
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Berücksichtigen  wir  jetzt,  dass  die  in  diesen  11  Orappen  enthaltenen 
Synimetrieebenen  nnd  Symmebieaxen  jedesmal  auch  Symmetrieelemente  des 
Deformationsellipsoids  sein  müssen,  so  tritt  eine  neue  Reduction  ein. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  in  regulären  Erystallen  [1,  2],  welche  stets 
drei  auf  einander  senkrechte  gleichberechtigte  Symmetrieaxen  besitzen ,  die 
Deformationsfläche  eine  Kugd  sein  muss. 

Bei  den  Erystallen  des  hexagonalm  und  des  teiragonalen  Systems  [3  bis  8] 
fallt  eine  Hauptaxe  des  Deformationsellipsoids  mit  einer  krystallographischen 
Symmetrieaxe  zusammen,  deren  Periode  6,  8  oder  4  ist,  so  dass  die  Defor- 
mationsfläche die  Gestalt  eines  RotaHonseUipsoids  annehmen  muss. 

Nur  bei  den  Erystallen  des  rhombisdhenj  monoklinen  und  irikHnen  Systems 
[ObiBll]  ist  das  Deformationsellipsoid  dreiaxig.  Seine  Hauptaxen  müssen 
bei  den  rhombischen  Erystallen  mit  den  drei  krystallographischen  Symmetrie- 
axen zusammenfallen.  Bei  den  monoklinen  Erystallen  hat  eine  der  Haupt- 
axen nothwendig  die  Richtung  der  krystallographischen  Symmetrieaxe,  wäh- 
rend die  Orientirung  der  beiden  anderen  Axen  nur  auf  experimentellem  Wege 
zu  ermitteln  ist.  Bei  einem  triklinen  Erystall  endlich  besitzt  keine  Haupt- 
axe  eine  von  vornherein  angebbare  Sichtung. 

Demnach  sind  hei  den  Jumwgenen  Deformationen,  weichte  die  hrystalio' 
graphische  Symmetrie  ungeändert  lassen,  nur  fünf  Gruppen  krystaUisirter  Körper 
XU  unterscfieiden. 

Bezeichnen  wir  als  Axe  der  Isotropie  [I/oo]^  eine  Grade  von  der  Be- 
schafi*enheit,  dass  alle  unter  demselben  Winkel  gegen  sie  geneigte  Geraden 
übereinstimmendes  physikalisches  Verhalten  zeigen,  so  ist  unter  dem  Einfloss 
der  in  Rede  stehenden  Deformationen  in  regulären  Erystallen  jede  Gerade, 
iu  hexagonalen  und  tetragonalen  die  zur  Verticalaxe  y  gewählte  ausgezeich- 
nete Symmetrieaxe  eine  Axe  der  Isotropie;  gleichzeitig  müssen,  da  in  Bezug 
auf  homogene  Deformationen  stets  ein  Gentrum  der  Symmetrie  vorhanden 
ist,  jede  durch  eine  solche  Axe  gelegte  Ebene  und  die  zu  dieser  Axe  senk- 
rechte Ebene  Symmetrieebenen  sein.  Die  Symmetrieeigenschaften  der  fünf 
Gruppen  können  demnach  durch  folgende  Symbole  dargestellt  werden: 

A.  Isotrope  KrystaUe  [ooLoo;  OOPoo;  C]* 

Reguläres  System. 

B.  KrystaUe  mit  einer  Axe  der  Isotropie  [2I/oo,  00  L/;  Pqo,  00  P^';  C], 

Hexagonales  und  tetragonales  System. 

C.  KrystaUe  ohne  Axe  der  Isotropie. 

a.  Rhombisches  System  [Lg,  L/,  V;  P,,  P,',  p,";  c]. 

b.  Monoklines  System  [Lg,  l^;  P^;  C]. 

c.  Triklines  System  [G], 


Vgl.  J.  B0U88DIBSQ,   ^tade  nouv.  sur  r^uil.  et  le  mouvem.  des  corps  soUdes 

^^J  n  "^^  ^^  ^V  l^'  ^®^'  ^®^^-  -  ^-  ^^»   Sur  lee  questioird'ordre: 

r^pÄtiüons.    BuU.  soc.  mm.  de  France.  7,  99,  1884;   „axe  d'ordre  infini  (d'isotropie)«. 
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Thermische  Ausdehnung. 

14.  Erfahrt  ein  homogener  Krystall  eine  gleichmässige  Temperatur- 
änderung,  bei  der  keine  Unterbrechung  des  Zusammenhanges  seiner  Theil- 
chen  und  keine  Zerstörung  des  krystallisirten  Zustandes  eintritt,  so  erleidet 
er  im  Allgemeinen  nach  verschiedenen  Richtungen  Terschiedene,  nach  kry- 
stallographisch  gleichberechtigten  Richtungen  aber  stets  übereinstimmende 
Dilatationen.  Demnach  ändern  sich,  wofern  der  Krystall  nicht  dem  regu- 
lären Sjstem  angehört)  die  Winkel  seiner  Flächen  und  Kanten. 

Diese  Erscheinung  wurde  im  Jahre  1823  von  E.  Mitsohbelich  am 
Kalkspath  entdeckt  und  alsbald  weiter  verfolgt.^  E.  Mitsckbblich  brachte 
an  dem  von  ihm  construirten  Reflexionsgoniometer,  welches  mit  einem 
zwanzigmal  vergrössernden  Fernrohr  verbunden  war,  und  an  welchem  die 
Ablesung  an  vier  Nonien  mit  solcher  Genauigkeit  geschehen  konnte,  dass 
die  Mittel  von  zehn  Messungen  nur  3"  bis  4"  bei  den  verschiedenen  Beob- 
achtungen von  einander  abwichen,  an  der  horizontalen  Krystallträgeraxe  eine 
Vorrichtung  an,  welche  den  Krystall  in  erwärmtes  Quecksilber  zu  tauchen 
gestattete.  Der  Krystall  bewegte  sich  leicht  in  diesem  Quecksilberbade  und 
nur  diejenige  Fläche  desselben  ragte  auf  wenige  Augenblicke  hervor,  welche 
ein  Bild  eines  Signales  reflectiren  sollte.  Durch  Erwärmung  des  Queck- 
silbers konnte  ein  Temperaturunterschied  von  10®  bis  175®  C.  hervorgerufen 
werden.  Auf  diese  Weise  fand 
E.  MiTSCHESuoH  bei  einer  Tem- 
peraturanderung  von  100®  C.  für 
die  Aenderung  A  des  inneren  FUL- 
(^lenmnkds  an  einer  EndkarUe  des 
Ortmdrhomboeders  (Fig.  56)  am: 

/l 
Kalkspath    von    Island 

(105®  4V,'  bei  10®  C.)  .  —  8'32" 
Dolomit  von  Traversella 

(106®  15') —  4'  6' 

Breunerit  aus  dem  Ffitsch- 

thal  (107®  22VaO  ...  —  3'29" 
Eisenspath   von  Ehren-  Fig.  56. 

friedersdorf  (107®)   .  .  —  2'22" 
Bezeichnet  man  mit  S  und  d'  den  äusseren  Flächenwinkel  an  einer 
Endkante  des  Rhombo^ders,  mit  a :  c  und  a' :  o  die  Verhältnisse  der  Axen- 


^  £.  MtrocHSBucH,  Ausdehnung  der  Kiystalle  durch  die  Wärme.  Pogg.  Ann.  1, 
125,  1824.  AbhandL  Berlin.  Akad.  aus  d.  Jahre  1825,  201;  Pogg.  Ann.  10,  137,  1827. 
Ber.  Yerh.  Akad.  Berlin.  1887,  67;  Pogg.  Ann.  41,  218,  448,  1887.  —  Vgl.  G.  Boss, 
Zur  Erinnerung '  an  £.  Mitbchesuch.  Zeitschr.  d.  dentachen  geolog.  Oesellschaft.  16, 
39-*46,  1864. 
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einheiten  auf  den  Queraxen  a  und  der  Verticalaxe  y  bei  der 
und  der  um  100^  C.  erhöhten  Temperatur,  so  ergiebt  sich  aub 

gewöhnlichen 

^-ystaur,     sin;f  =  -^ 

und  den  entsprechenden  Formeln  für  e'ia: 

d                        a:e                      a'xe' 
Kalkspath    .     .    .    74«  55'/,'        1:0,85448        1:0,85720 

750    4'  2" 

Dolomit  ....     73»  45'            1:0,83224        1:0,83412 

73«  49'  6" 

Breunerit     .    .    .     72«  371/2'        1:0,81158        1:0,81262 

72«  40'59" 

Eisenspath    .    .    .     73'>                 1:0,81840        1:0,81912 

73«    2'22'. 

Bezeichnet  man  die  einem  Zuwachse  der  Temperatur  von  100®  C.  ent- 
sprechenden Dilatationen  in  den  Richtungen  parallel  und  senkrecht  ziu 
Verticalaxe  y  mit  l^  und  Ag,  so  ist: 

^  —  _?_    ij^ii 
also,  wenn  die  Quadrate  und  Producte  der  Dilatationen  vernachlässigt  werden: 

a         a         a  ^  *        ^' 

vMan  erhält  für  die  Differenzen  der  Dilatationen  im: 

Kalkspath    .    .    .  0,00318^ 

Dolomit  ....  226 

Breunerit     ...  128 

Eisenspath   .    .     .  088. 

Da  zur  Ermittelung  der  Werthe  von  Aj  und  l^  Messungen  der  Aende- 


rungen  von  Flächenwinkeln  nicht  ausrei 


chen,  so  bestimmte  E.  Mitscheblich 


die  Volumendüoiaiion  x  des  Kalkspaths  nach  der  Methode  von  Dulong*  mit 
diesem  gemeinschaftlich  im  Winter  1823/24  in  Paris.  Er  fand  einen  Werth 
r  =  0,001961,  der  kleiner  ist  als  l^  —  A3.  Daraus  folgt,  dass  sich  ein  KaUi- 
spaihkrystall  bei  der  Erwärmwig  in  der  Richtung  der  Axe  y  ausdehni,  toährefid 
er  sich  in  den  dax/u  senkrechten  Richtungen  xusamynenxieht.  Denn  für  die 
Volumendilatation  ergiebt  sich,  da  das  Deformationsellipsoid  ein  TJmdrehungs- 
ellipsoid  ist,  aus  (14)  auf  S.  59: 

l  +  r  =  (l+A3)»(H-Ai) 

^  Dieser  aus  den  Messungsresultatcn  von  £.  Mitbchbrlich  sich  ergebende  Wcrth 
stimmt  überein  mit  der  Differenz  der  von  H.  Fueau  gemessenen  Hanptausdehnungs- 
coefficienten  des  isländiscl^  Kalkspaths  (für  eine  Temperaturerhöhung  vonO^auf  100^0. ): 
l^  =  0,002687,  üs  »  -  0,000531 ,  A^  -  Z,  »  0,003168,  während  E.  Mitsohbblich  selbst  die 
Zahl  Ai  —  A,  ==  0,00342  angiebt  Durch  directe  Messung  der  Dickenftnderungen  von 
Kalkspathplatten,  die  parallel  und  senkrecht  zur  Axe  f  geschnitten  waren,  erhielt 
£.  MiTSCHBRLICU  i^  —  A,  =  0,00321. 

'  DuLONo  et  Petit,  Recherches  sur  la  mesure  des  temp^ratures  et  sur  les  lois  de 
la  communication  de  la  chaleur.    Ann.  chim.  phys.  (2)  7,  113,  1818. 
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der  Werth: 

wenn  wieder  nur  die  ersten  Potenzen  der  linearen  Dilatationen  beibehalten 
werden.    Demnach  ist  3i,  =  t  -  (A^  -  A3)  «  —  0,001219  und: 
Ai  =  0,002775,     A3  =  -  0,000405.1 

Aus  dieser  Entdeckung  Ton  E.  Mitscherlich  muss  man  den  Schluss 
ziehen^  dass  es  im  KaOcspath  unendlick  viele  auf  einem  Kreiskegel  gelegene 
Eiekiufigen  giebt,  in  denen  eine  Temperaturänderung  weder  eine  Verkiirxung 
noch  eine  Verlängerung  bewirkt.  Um  die  Neigung  dieser  Richtungen  gegen 
die  Axe  der  Isotropie  y  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  aus  (3)  auf 
S.  55  für  A,  =  A3  folgt: 

(1  +  Ai)«cos2(7  +  (1  +  A3)*  sin«C=  (1  +  A)^ 

falls  mit  A  die  Dilatation  ju  —  1  in  einer  unter  dem  Winkel  G  gegen  die 
Axe  Y  geneigten  Richtung  bezeichnet  wird.  Mithin  sind  die  durch  die  Be- 
dingung A  s=  0  charakterisirten  Richtungen  gegeben  durch: 

Angenähert  ist: 

Aj  cos2C+ A3  sin*C=  A 
und: 

tan«Co=-^. 

Die  EizEAu'schen  Werthe  für  A^  und  A3  ergeben  Gq  =  65^49^1^.  In 
der  That  konnte  H.  Fizeaü  an  Ealkspathstabchen,  deren  Längsrichtung 
diesen  Winkel  mit  der  Axe  y  bildeten,  keine  Längenänderung  bei  Temperatur- 
änderungen nachweisen.* 

Beryü  und  Jodsüber  haben  nach  H.  Fizeau  die  Eigenschaft,  bei  der 
Erwärmung  sich  in  der  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  zusammenzuziehen 
ond  in  den  dazu  senkrechten  Richtungen  auszudehnen.  Die  Werthe  der 
Hanptdilatationen  für  eine  Erhöhung  der  Temperatur  von  0^  auf  100® C.  sind: 

BeryU  Jodsüber 

-  0,0000946  -  0,0004397 

0,0001503,  0,0000788. 

Daraus  folgt: 

Co  =380  25  V/,  c^ßVO'U. 

15.  Ein  erstes  Ergebniss  aller  über  die  thermische  Ausdehnung  der 
Kiystalle  angestellten  Beobachtungen  ist,  dass  in  Bezug  auf  diese  Deforma- 
tionen die  fünf  in  [13]  abgeleiteten  Gruppen  krystallisirter  Körper  zu  unter- 
scheiden sind. 

Die    Hauptaxen    des   thermischen  Deformationsellipsoids    wurden    von 

*  Die  Abweichung  dieser  Werthe  von  den  FizEAu'schcn  beruht  auf  der  ungenauen 
Bestioimiing  von  t;  aus  Fizeau's  Werthen  Aj,  A3  folgt:  t  =  Aj  +  2^3  =  0,001575. 

*  H.  FwKAü,  Ann.  chim.  pbys.  (4)  2,  151—152,  1864. 
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F.  E.  Neümann  „iJiermisctie  Axen''  genannt.^  Da  in  regulären,  hexagonalen 
und  tetragonalen,  rhombischen  Erystallen  die  Lage  der  thermischen  Axen 
von  Yorn  herein  bekannt  ist,  so  handelt  es  sich  bei  der  Ermittelung  der 
Gestalt  des  zugehörigen  Deformationsellipsoids  (Kugel,  Rotationsellipsoid, 
dreiaxiges  Ellipsoid)  lediglich  um  die  Bestimmung  von  (1,  2  oder  3)  ]^upt- 
ausdehnungsco^fficienten.  Dagegen  tritt  bei  monoklinen  und  triklinen  Ery- 
stallen noch  die  Aufgabe  hinzu,  die  Richtungen  von  2,  resp.  3  thermischen 
Axen  zu  finden. 

In  dieser  Hinsicht  müssen  wir  beachten,  dass  die  Lage  eines  Deforma- 
tionsellipsoids, dessen  Hauptaxen  nicht  schon  in  Folge  der  Sjmmetrieeigen- 
schaften  des  Krystalls  eine  feste  Orientirung  besitzen,  nur  für  eine  Defor- 
mation aus  einem  bestimmten  Anfangszustande  in  einen  bestimmten  End- 
zustand definirt  werden  kann.  Erfahrt  z.  B.  ein  trikliner  Krjstall  eine 
gleichmässige  Temperaturerhöhung  von  0  auf  &j  so  ist  eine  Fläche  seines 
Inneren,  die  bei  der  Anfangstemperatur  kugelförmig  war,  durch  die  Er- 
wärmung in  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  übergeführt  worden,  dessen  Hauptaxen 
eine  bestimmte  Orientirung  gegen  die  Kanten  und  Flächen  des  Krystalls 
bei  der  Temperatur  0  wie  bei  &  einnehmen.  Allein  es  liegt  in  den  Sym- 
metrieeigenschaften dieses  Krystalls  kein  Grund  zu  der  Annahme  vor,  dass 
die  durch  ein  anderes  Temperaturintervall  0  und  0"  gegebenen  Hauptaxen- 
richtungen  mit  jenen  zusammenfallen.  Wir  werden  vielmehr  erwarten 
müssen,  dass  bei  einem  Krystall  des  triklinen  Systems  drei  Gerade,  welche 
den  Hauptaxen  eines  Deformationsellipsoids  parallel  gehen  —  also  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  sie  die  einzigen  Richtungen  sind,  die  vor  und  nach  einer 
bestimmten  Deformation  auf  einander  senkrecht  stehen  —  während  dieser 
oder  nach  irgend  einer  anderen  Deformation  nicht  rechtwinklig  bleiben.* 

Was  die  thermische  Ausdehnung  trikliner  Krystalle  angeht,  so  ist  durch 
Beoeenkamp's  Beobachtungen  am  Anorthit  nachgewiesen,  dass  dieser  Körper 
in  der  That  keine  permanenten  thermischen  Axen  besitzt  Ehe  wir  aber 
auf  dieses  Ergebniss  des  Näheren  eingehen,  müssen  wir  der  Methoden  zur 
Berechnung  der  Richtungen  der  thermischen  Axen  und  der  Werthe  der  Haupt- 
dilatationen in  monoklinen  und  triklinen  Krystallen  gedenken. 

Wir  setzen  voraus,  dass  bei  den  Temperaturen  0  und  &  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  Flächenwinkeln  gemessen  sei',  um  daraus  die  Werthe 


^  Vgl.  F.  E.  Neumank,  Die  thermischen,  optischen  und  kiystallographiBchen  Axen 
des  Gypssystems.    Pogg.  Ann.  27,  245,  183S. 

'  Aus  der  Beziehung  zwischen  den  Deformationscomponenten  und  den  durch  die 
Deformation  geweckten  elastischen  Kräften,  welche  der  Theorie  der  Elasticität  voll- 
kommen elastischer  Krystalle  bei  constanter  Temperatur  zu  Grunde  gelegt  wird,  folgt, 
wie  später  dargelegt  werden  soU,  dass  unter  albeitig  gleichem  Druck  die  Richtungen 
der  Hauptaxen  der  Deformation  auch  in  einem  triklinen  KrystaU  unveränderlich  sind. 
Dieses  Resultat  beruht  indessen  auf  Voraussetzungen,  welche  nur  angenähert  richtig  sind. 

»  lieber  die  Bestimmung  von  Flächenwinkeln  bei  verschiedenen  Temperaturen 
durch  Einschliessung   der  Krystalle   in   heizbare  Luftbäder,   welche  an  der  Krystall- 
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der  kiystallogTapMscheii  Elemente  berechnen  zu  können;  ausserdem  sei  die 
jener  Temperaturanderung  entsprechende  Volumendilatation  gemessen.  Als- 
dann besteht  die  Methode  zur  Berechnung  der  Lage  und  der  Oestalt  des 
Deformationsellipsoids  darin,  dass  der  analytische  Ausdruck  für  die  Affinität 
des  Anfangs-  und  des  Endzustandes  einmal  mit  Hülfe  der  gemessenen  Grössen, 
andererseits  vermittelst  der  gesuchten  Grössen,  nämlich  der  Hauptdilatationen 
und  der  Winkel  zwischen  den  Hauptaxen  des  Ellipsoids  und  den  krystallo- 
graphischen  Axen,  gebildet  wird.  Aus  der  Vergleichung  beider  Ausdrücke 
ergeben  sich  die  zur  Berechnung  der  gesuchten  Grössen  erforderlichen  und 
ausreichenden  Gleichungen. 


Monokline  Erystalle. 

16«  Zur  Bestimmung  der  Richtungen  der  beiden  in  der  thermischen  Symmetrie- 
ebene eines  monoklinen  Krystalls  gelegenen  thermischen  Axen  hat  F.  E.  Neümann 
folgenden  Weg  eingeschlagen.^ 

Bezeichnen  wir  bei  der  Temperatur  (9  die  Achtungen  von  Klinoaxe  und  Vertical- 
axe  mit  jr,  und  n^,  den  Winkel  {n^ix^  =  ß,  das  Verhältniss  der  Axeneinheiten  mit 
(t^:  a^f  bei  der  Temperatur  S'  die  entsprechenden  Eichtungen  und  Grössen  mit 
»^i'»  ^S7  ß'y  <h''  ^'f  *<>  öind  Oj:«,,  aj'rag',  ß,  ß'  numerisch  bekannt 

Bilden  die  in  der  Ebene  nin^  gelegenen 
thermischen  Axen  X|,  X^  mit  n^  und  n^  die 
Winkel  (-Xi^s)  =»  fi,  (-^i w,)  =  v,  (X^n^)  =  /i*', 
{Xi  ff,')  a  y',  80  sind  fiy  yj  ii\  V  die  gesuchten 
Grössen  (Fig.  57). 

Die  charakteristischen  Eigenschaften  der 
durch  die  Temperaturänderungen  bewirkten 
homogenen  Deformation  finden  ihren  Ausdruck 
darin,  dass  1^  die  Summe  der  Winkel  ^i  ■{•  v 
s  ^'  +  y'  =  90®,  also: 

(1)      1  —  cot  /*  cot  y  =  0;     1  —  cot  jit'  cot  f'=  0 

ist,  und  dass  2®  die  Indices  der  thermischen  Axen  ungeändert  bleiben.    Legen  wir  die 


Fig.  57. 


trSgeraxe  eines  Beflexionsgoniometers  angebracht  sind,  vgl.  F.  Budberq,  Ueber  die 
Verftnderung,  welche  die  Doppelbrechung  in  Krystallen  durch  Temperaturerhöhung 
erleidet  Pogg.  Ann.  26,  291,  1832;  Taf.  VII,  Fig.  1.  —  J.  Stefan,  Ueber  den  Ein- 
fluss  der  Wärme  auf  die  Brechung  des  Lichtes  in  festen  Körpern.  Sitzungsber.  Wien. 
Akad.  63  (2),  223,  1871.  —  J.  Eeckenkamp,  Zeitschr.  f.  Kryst  5,  440,  1881;  6,  450, 
1882.  Aenderungen  an  der  Erwärmungsvorrichtung  des  Goniometers.  Tageblatt  58. 
Vers.  d.  Naturf.  Strassburg  1885.  —  Fb.  Vogel,  Aenderung  der  Lichtbrechung  in  Glas 
und  Kalkspath  mit  der  Temperatur.  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  N.  F.  25,  87,  1885. 
—  N.  Laoerboso,  £tudes  sur  la  Variation  des  indices  de  r^fraction  et  de  la  densite  du 
sei  gemme  sous  Tinfluence  de  la  temperaturC.  (Bihang  Sv.  Vet.-Akad.  Handl.  Stock- 
hohn 1887,  13,  1,  No.  10). 

Ueber  Beobachtungen  in  Räumen  von  constanter  Temperatur  vgl.  A.  Schbauf, 
Ueber  dieTrimorphie  und  die  Ausdehnungsco^fficienten  von  Titandioxid.  Zeitschr.  f.  Kryst. 
9, 433, 1884.  Die  thermischen  Constanten  des  Schwefels,  ibid.  12, 321, 1887.—  G.  Mölleb, 
Ueber  den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Brechung  des  Lichtes  in  einigen  Glassorten, 
im  Kalkspath  und  Bergkrystall.   Publ.  d.  astrophysik.  Observ.  zu  Potsdam.  4, 151, 1885. 

1  Vgl  F.  E.  Neumann,  Pogg.  Ann.  27,  257  f.,  1833. 
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Richtungen  dieser  Axen  durch  die  Endpunkte  C,  C  von  o«,  a,'  (Fig.  58),  so  werden, 
wenn  die  Abschnitte  auf  ti,  : 

m^  n 

Bind,  die  Abschnitte  auf  ttj'  die  Werthe 


Hg.  58. 

haben.    Nun  ergeben  sich  aus  den  Dreiecken  OCM,  OCN und  O'C M\  CyC'N'  die 
Relationen: 


(2) 
worin: 


cot  /i  =  mA  —  a 
cot  y  =  —  {nA  —  a) 


Ä^^ 


sin  $ 


cot  ^' SB  mÄ  —  o' 
cot  y'=  —  (n-4*—  «'), 

Ol    Bin  ^ 
a'  =  cot  /?' 


a  SS  cot  ß 

numerisch  bekannt  sind.    Trügt  man  (2)  in  (1)  ein,   so   erhält  man  zwei  lineare  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  von  mn  und  m  +  »: 

mnA^  —  (m  +  «)-4a  +  «■  +  1  ä  0 
mnA^  —  (wi  +  tC^Ä  a'+  «''  +  !«  0, 


folglich : 


m  +  »  ■ 


a»  +  1    ^a 
^«      -  a«  -  1 


A^     -AüL     \ 
A'*     --A'a'  j 

A*     -Aa 


Hat  man  JiieraM  die  numerischen  Werthe  von  p  und  «  berechnet,  so  findet  man: 


m 


*  +  V<*  —  4  j? 


r-  t/*«-4j? 


2  '  2 

7^72^  darauf  die  gesuchten  Winkel  /i,  v,  ^',  v   aus  (2). 

Sind  die  Aenderungen  der  Winkel  und  der  Dimensionen  des  Krystalls  sehr  klein, 
so  können  die  höheren  Potenzen  von 

A'  -^  A  SS  AAy      o'  —  a  =  Aa 
vernachUssigt  werden.    Unter  dieser  Annahme  ist: 
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f»  +  » 


A*\  ÄAa^aAÄj      ^ 


11.  Die  F.  £.  NE0MANN'schen  Formeln  zur  Berechnung  der  Hauptdüatationen 
ip  ij,  l^  fliessen  aus  folgender  Erwägung.  Drückt  man  die  Dilatation  in  einer  be- 
liebigen Bichtung  OP  durch  die  gegebenen  Axenelemente  a^ :  a^ :  a„  ßy  a^':  a^'\  a^',  ß\ 
und  die  Richtungswinkel  von  OP  aus,  so  tritt  noch  eine  unbestimmte  Grösse  auf,  weil 
nur  die  Verhfiltnisse  der  Axeneinheiten  bekannt  sind.  Indem  man  dann  OP  mit  den 
thermischen  Azen  X,,  X,  =  Tr^,  X^  zusammenfallen  lässt,  erhält  man  ftir  jede  Haupt- 
dilatation eine  Gleichung,  die  mit  jener  unbestimmten  Grösse  behaftet  ist;  zur  Elimi- 
nation derselben  dient  die  Relation  (14)  auf  S.  59,  welche  die  linearen  Dilatationen  A|,  its»  A, 
mit  der  gemessenen  räumlichen  Dilatation  t  verbindet 

Die  Ooordinaten  des  Theilchens  P  in  Bezug  auf  n^yn^^n^  seien  a^ljp^y  <hlPi9  ^IPa 
seme  Entfernung  vom  Anfangspunkt  OP  ^  r,  so  dass: 


\ViJ       \PJ       \PJ         Pi  f% 


Setzen  wir  a/=  a^  -H  Aa^^  ß'=s  ß  +  Aß  und  die  neue  Entfernung  r'=  r  +  Ar,  so  ist, 
da  die  Zahlen  p^^  p„  p^  durch  die  Deformation  nicht  geändert  werden: 


(.+j,)..(?uL^)V  (^^^)\  (^^^•^" 


I  Pi  Ps  ^         ^ 


und  hieraus  fol^  bei  sehr  geringen  Deformationen  für  die  Verlängerung  der  Längen- 
einheit in  der  Richtung  OP: 

^^=lkK+^cos,^)^  +  f^V^  +  -^»(^cos|9  +  ^l^^^ 

Es  ist  sweckmäsBig,  weiterhin  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  X,,  3£s,  3^8  zu  ^ 
benatzen,  von  der  Besehafifenheit,  dass  BE^ 
nut  TL,  und  3^  mit  n^  zusammenfallen 
iFig.  59.  60).  Die  Projection  «  von  r  auf 
die  Ebene  jrgTfi ,  «  ==  r  sin  (r3£,),  bilde 
mit  ir,  den  Winkel  v.    Dann  ist: 

■    Ol  .     .  ^  .     sin  t; 

p^  *'    Bmß 


-?  =  rcoB(r3^) 
Pi 

—  =  r  sin  ir^i)' 
P^ 


Bin(ß  —  v) 
sin/? 


folglich: 


Fig.  59. 


Fig.  60. 


'^  +  ^  coaß  ==r  sin  (rXJ  cos  (/9  -  tj)  =  r  [cos  ß  cos  (r X»)  +  sin  ß  cos  (r X,)] 


^C03/?  + 


rsin(rX2)co8v 


r  cos  (/'Xa) 


and: 
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^  =  cosVae.)  [-4^  +cot|9J,?1  +  co.«(r3£.)  ^  +  cos»(r$.)  ^ 

+  cos  (r3e,)  cos  (rSe,)  [^o*  <?  (^-^)  -^/^]» 

also  ist  die  Dilatation  in  der  Richtung  OP  ausgedrückt  durch  Aaja^  ß,  Aß  und  die 
Kichtungscosinus  von  OP,  Nun  sind  aber  nicht  die  Grössen  Jafa  selbst,  sondern 
nur  ihre  Differenzen  numerisch  bekannt,  denn  es  ist  bei  geringen  Deformationen: 

Oj  Oj  flfa    *  o,  Oj  Og 

Indem  man  zur  Einführung  dieser  Differenzen  in  der  vorhergehenden  Gleichung: 

cos>(r3E,)^+  cos«(r3E,)^ 

subtrahirt  und  addirt,  erhält  man  mit  Bücksicht  auf: 

JA      Aa^      Aa.    .         •/,  ^«          a  ^ß 

-  _n 1  +  cos'Ä  — ,        Ja  = r-fe 

für  jene  Dilatation: 

-^  =  ^-C08«(r3E.)  ^^-C08'(rJ.)  (^»  -  ^)-c08(r3E.)c<>8(rX.)„(^-^), 

toonTi  »«&«»  (2^  unbestimmten  Grösse  Aa^ja^  nur  die  MieJUungscosinus  von  OP  und 
numerisch  bekannte  Wertke  auftreten.  Lassen  wir  jetzt  OP  der  Keihe  nach  mit  den 
Hauptaxen  X|,  X^f  X^  zusammenfallen,  so  geht  Arjr  in  Aj,  Ag,  X,  über: 

(3)  ;t,=^  +  ?R„    ;i,  =  ^  +  SR„    ;i.  =  ^  +  ^3, 

Oa  a,  a, 

worin  9^j,  9^2,  9?3  numerisch  bekannt  sind: 

gHj  =  —  COS  "/u  — j  +  cos  |i  sm  |[i  ff  I  — j^ j 

ctt             ,   ^    AA       ,                   (AA      Aa\ 
8^8  =  —  sm */i  —  .  ^Bm  ficoBfi  a  \-^ 1- 

Wird  nun  noch  Aa^ja^  aus  der  für  sehr  geringe  Dilatationen  geltenden  Belation: 

(4)  T  «  ;ii  +  ia  +  Xs  =  3—  +  (9*1  +  9*1  +  als) 

berechnet,  so  sind  die  Werthe  der  HaujptdilataMonen  durch  ßj  und  (4)  vollständig 
bestimmt 

18.  Gyps, 

£.  MiTSCHEBLiCH,  Abh.  Berl.  Akad.  für  d.  Jahr  1825,  201.  Pogg.  Ann.  10,  187, 
1827.  —  P.E. Neumann,  Pogg.  Ann.  27,  240,  1833;  S5,  81,  208, 1835.  —  A.  J. Ängstböm, 
K.Vetensk.  Acad.  HandL  f.  1850,  Stockholm  1851,  451.  Pogg.  Ann.  86,  228,  1852.  — 
H.  FiZBAü,  Compt  rend.  66,  1084,  1868.  Pogg.  Ann.  136,  394,  1868.  —  C.  Papb, 
Pogg.  Ann.  135,  1,  1868.  —  J.  Beckenkamp,  Zeitschrift  f^  KrystalL  6,  450,  1882.  — 
F.  E.  Nbümann,  Vorles.  üb.  d.  Theorie  d.  Elasticität.    Leipzig  1885,  S.  273. 
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Ans  den  Messungen  Ton  E.  Mitschebuoh  (1825)  ergaben  sich  für  eine 
Temperaturerhöhung  von  100"  C.  folgende  Aenderungen  der  Winkel: 

/•:/^=110:irO=    68*38'     -  lO'öO" 
/:/=  111:111=    36  18     -    8  25 
Kante  lll:flf^  127  44+7  26. 
Hieraus  schloss  F.  E.  Neumakn  (1833),  dass  im  Gyps  eine  Abweichung 
der  thermischen  Axen  ron  den  optischen  Symmetrieaxen  nicht  festzustellen 


Fig.  62. 

seL  Dieses  Zusammentreffen  kann  jedoch  nur  angenähert  stattfinden,  wie 
ans  den  Beobachtungen  von  F.  E.  NEUMAim  über  die  Dispersion  der  optischen 
Symmetrieaxen  im  Gyps  hervorgeht  (1835,  vgl.  die  oben  oitirten  Vorlesungen). 
J.  Beceenkamp  hat  an  Gypskrystallen  von  Bochnia  in  G«lizien  fol- 
gende Flächenwinkel  gemessen: 

[6  =  010,  ^=110,  /=111,  r»lll] 

0»  25»  60» 

71«  48' 52.2"     49' 31.8"     50' 14.2" 

45  8.3 
15  18.7 
25  54.6 


0 

m- 
m- 
im- 


44  30.9 
16  57.4 
27  33.2 


55  43  52.9 
49  16  39.6 
72  27  11.5 

Daraus  ergeben  sich  die  Axenelemente: 

a  0.689724  0.689515  0.689301 
e  0.413411  0.413251  0.413072 
/?  98»  56' 17.7"     58' 6.4"       59' 59.0" 

Alsdann  folgen  aus  den  Formeln  in  [16]  fOr  (J?,c)  im  stumpfen  Winkel 
von  Elinoaxe  a  und  Yerticalaxe  e  und  für  {X^o)  im  spitzen  Winkel  (ac) 
die  Werthe: 


75» 

100» 

120« 

"  50' 53.4" 

51' 48.5" 

52' 25.5" 

45  58.4 

47  2.0 

47  39.0 

14  34.2 

13  53.2 

12  55.2 

24  8.2 

21  59.5 

20  11.9 

0.688998 

0.688596 

0.688395 

0.412916 

0.412661 

0.412517 

61' 32.8" 

63' 25.6" 

65'29.6". 
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00— 26'^  0^—50®  0*— 75*  0*— 100*  0*— 120® 

(Xjc)...   45«  O'SO"      44«  4'  0"      46M8'   0"      47«  2' 30"      47^52' 10" 

{X^c) ...   44  59  50       45  57  10       43  12  50       42  58  10        42     8  20". 

Dagegen  beträgt  nach  H.  Fizeau  [29]  die  Neigung  der  thermischen  Axe 
X,  gegen  die  Verticalaxe  im  Mittel  180«— 113^46'— 1502'  =  5P12'  (Fig. 62). 
Die  Messungen  der  Flächenwinkel  bedürfen  daher  einer  Wiederholung. 

Orthoklas  (Adular). 

H.  Kopp,  Pogg.  Ann.  86,  157,  1852.  —  H.  Pizkaü,  Compt  rend.  66,  1079,  1868. 
Pogg.  Ann.  135,  385,  1868.   ~   J.  Beckenkamp,  Zeitschr.  f.  Kiyst.  5,  439,  452,  1881. 

Am  Adular  hat  J.  Beokbnkamp  folgende  Winkel  gemessen  (Fig.  63): 

[T=  110,  r^  110,  r'«  iio,  p  =  ooi,  x  =  loi] 


e                 20» 

1(72")   ...     30»  36' 44.0' 

80» 
37' 56.9' 

140» 

39'  9.6' 

200» 
40' 32.1" 

[r'x)  ...    69   17  18.8 

18  34.0 

19  65.3 

21  28.3 

{T"P)  ...  112   10  40.7 

10 

1.8 

9  16.3 

8  26.4 

(xP)     ...     50   16  44.4 

15 

7.8 

13  16.5 

11  11.9. 

Daraus  ergeben  sich  die  Axenelemente: 

o  .  .  .  0.658398 

0,658888 

0.659367 

0.659912 

c  .  .  .  0.555486 

0.555596 

0.556657 

0.556729 

8.  .  11 5»  60' 55.5" 

60' 29.3" 

59' 56.4" 

59' 20.5" 

Alsdann  folgt  aus  den  Formeln  in  [16]: 

20—80«  20—140»  20—200« 

fjL  .  .  .  83^32'  83^54'  83<>57' 

y  ...    6  30  64  63. 

Die  geringen  Aenderungen,  welche  hiemach 
die  Richtungen  der  in  der  Symmetrieebene  des 
Adular  gelegenen  thennischen  Axen  mit  steigender 
Temperatur  zu  erleiden  scheinen,  übersteigen  in- 
dessen nicht  den  wahrscheinlichen  Fehler  in  der 
Bestimmung  dieser  Richtungen;  der  wahrschein- 
lichste Werth  von  fi  ist  830  54Va'. 
Vergleicht  man  diese  Angaben  mit  den  von  H.  Fizeau  [29]  erhaltenen 
Ergebnissen,  so  findet  man  eine  befriedigende  Uebereinstimmung:  es  bildet 
die  theimische  Axe  X^  mit  der  Klinoaxe  a  im  stumpfen  Winkel  (ac)  nach 
J.  Beckenkamp  83^54Va'~  64«=  19^547«',  »ach  H.Fiheau  18<>48'  (Fig.  64). 
Demnach  fallen  in  der  Symmetrieebene  des  Adular  die  thermischen  Axen 
auch  nicht  annähernd  mit  den  optischen  Symmetrieaxen  zusammen,  denn 
die  erste  Mittellinie  E  ist  unter  ca.  4^  30'  gegen  die  Klinoaxe  geneigt. 

Mit  Hülfe  des  von  H.  Kopp  gemessenen  cubischen  AusdehnungscoCffi- 
cienten  des  Orthoklases,  der  für  VC.  im  Mittel  =  0,0000215  beträgt,  hat 


Fig.  63. 
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J.  Beckenkamp  nach  den  Formeln  in  [17]  die  linearen  Hauptdilatationen 
für  das  Temperaturintervall  20^—80^  berechnet: 

X^ +  0,000879, 

X^ +  0,000315, 

-^3{==^s)-  •  +0,000095. 
Allein  diese  Werthe  weichen  von  den 
FiZEAu'schen  erheblich  ab.    Hiernach 
findet  in  den  Sichtungen  der  Axen 
X^  und  X^    eine  Zusammenziehung, 
längs  -X^  aber  eine  beträchtliche  Aus- 
dehnung statt;    es  sind  nämlich  die 
Ausdehnungsco^fficienten     für     jenes 
Temperaturintervall  in  den  Richtungen : 
X^  .  .  .  +0,0011496, 
Xj  .  .  .  -  0,0000816, 
^3  .  .  .  -0,0001140.  ^ig-«*- 

Trikline  Krystalle. 

19«  Die  von  C.  Neuhann  zur  Berechnung  der  Richtungen  der  thermischen  Axen 
und  der  Werthe  der  Hauptausdehnungsco^fficienten  trikliner  Krystalle  angegebene 
Methode  Iftsst  das  auf  S.  71  entwickelte  Princip  deutlich  hervortreten.^ 

Als  festes  Coordinatensystem,  auf  welches  der  trikline  Krystall  vor  und  nach 
seiner  Deformation  zu  beziehen  ist,  werde  an  Stelle  des  schiefwinkligen  krjstallo- 
graphiflchen  Axensystems  n^^y  n^y  n^  ein  rechtwinkliges  Hülfsaxensjstem  3Ei,  3Es,  X, 
mit  demselben  Anfangspnnkte  O  zu  Grunde  gelegt,  dessen  Lage  im  Uebrigen  beliebig, 
aber  fest  zu  wfthlen  ist,  z.  B.  der  Einfachheit  wegen  so,  dass  3^,  mit  tt,  und  die  Ebene 
H^IS^  mit  TTsTTi  zusammenfllllt  Während  der  Deformation  soU  diese  Lage  unverändert 
bleiben,  d.  h.  3£g  mit  n^  und  die  Ebene  3^8  3^1  mit  n^'n^  zusammenfallen.  Alsdann 
können  aus  den  gegebenen  Winkeln: 


die  Richtangscosinus: 


cos  KXj)  =  fffcA,    cos(7r;^'3:\)  =  aj,,; 


(Ä,Ä;=  1,2,3) 


berechnet  werden.    Sind,  wie  in  Fig.  65,  ^,,  /ij,  jp^  <  90^ 

80  finden  wir*. 

»11  =  sin ^2,    Sgl  =  zmpi  cos^^,    «jj  =  0 

I    ais  =  0,  «32  *■  8^  P\  *"*  ^s»    «8j  =  0 

I   «,i  =  C08i)„    a„=cos^i,  «88  =  1- 

cos  «.  —  cos  ©1  cos  «- 

cos  q*  =» ^ ^ "^-^  . 

^'  sin  p^  sm  p^ 

Analoge   Ausdrücke   erhält  man  für  a^i^'.    Die  weitere 
fiechnong  wird  aber  übersichtlicher,  wenn  diese  beson- 


Fig.  65. 


^  C.  Neuhakh,  Ueber  die  thermischen  Axen  derKrjstalle  des  ein-  und  einglied- 
rigen Systems.    Pogg.  Ann.  114,  492,  1861. 
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deren,  numerisch  bekannten  Werthe  von  a^^j^  und  a^^  noch  nicht  eingeführt 
werden. 

Vor  der  Deformation  seien  die  Coordinaten  eines  Theilchens  P,  dessen  Entfernung 
von  O  mit  r  bezeichnet  werde,  in  dem  Axcnsjstcm  n^^n^^n^i 

''^''»-'■^K.^'  (A=l,2.3) 

und  in  dem  Hülfsaxensjstem : 

f^  ==  r  cos  (rXi),  (Je  =  1,  2,  3). 

Aus  der  Relation: 

folgt! 

(1)  ?*=-?«»*a»»v 

Ä 

Durch  die  Deformation  gehen  a,,,  otj^j^,  ^j^  über  in: 
während  die  Zahlen  On  o,,  o,  unverändert  bleiben.    Demnach  ist: 

oder,  wenn  die  Aenderungen  der  Coordinaten  eines  Theilchens  und  der  Bichtungs- 
cosinus  einer  Geraden  so  gering  sind,  dass  ihre  zweiten  Dimensionen  vemachlfissigt 
werden  können: 

Ik  +  ^Ik  =  -?«ii*ö*«k  +  -f  «II  («11^  «*ik  +  «i.*^«*)- 
h  h 

Wir  erhalten  also  für  die  Aenderungen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Theil- 
chens P: 

(2)  Jy*  =  Qj  Aia^^ai)  +  Oa  /l(a,ika,)  +  0,  JCajjO,). 

Aus  (1)  und  (2)  gewinnt  man  die  Beziehungen,  welche  für  jedes  Theilchen  zwischen 
seinen  ursprünglichen  Coordinaten  und  den  Veränderungen  derselben  bestehen,  durch 
Elimination  der  Zahlen  o,,  a,,  a,.  Bezeichnet  man  die  Determinante  der  a^^  mit 
A  und  die  zweigliedrigen  Unterdeterminanten  mit  Aj^ t,  ao  folgt  aus  (1): 

und  aus  (2): 

^Ji  =  AiJi  + A.&  +A8J8 
L 


worin: 


^J«=  A1J1  + A«&  +  -^«rs 

Numerisch  bekannt  sind  die  Bichtungscosinus  af^^  und  ihre  Veränderungen 
Aat^J^^  Uf^jl—  a^^f^^  demnach  auch  A  und  A^^j^,  Gegeben  sind  femer  die  Verhältnisse 
der  Axeneinheiten  vor  und  nach  der  Deformation: 

(3)  ^-  =  a,     ^  =  6, 

Dagegen  sind  die  absoluten  Werthe  der  in  i^^  auftretenden  Grössen: 
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nicht  bekannt    Subtrahirt  man  (3)  von  (4),  so  ergeben  sich  bei  VernachläsBigong  der 
zweiten  Dimensionen  der  Veränderungen  J  die  Beziehungen: 

Ja^        Jog  __  Aa  Aa^       Aa^  _  Ah 

folglich  ist: 

C»|  1*1  C9g  C» 

J(a,ffjJ  Jgi    ,     .  Jos  ^    .         ,  Ab 

— — =  "•*~är'  '*  *"  «2»-v  "  +^"»*  +  "*^*~6~ 

und: 


Nun  ist: 

lÄ  wenn  h^k 


iA 


wenn  A^ilr. 
Demnach  erhalten  wir  mit  Benutzung  der  Bezeichnung: 

für  die  Zj^^^  folgende  Ausdrücke: 

»8 

Ai^^-^w  A«=-:-+Aj»     A8=-4«8 

»8 

-^I  ="  -^81  >  Aj  =*  -^88  >  ^8  =  -Z—   +  -^83- 

»8 

Hierin  sind  die  AJ^^  numerisch  bekannt  imd  nur  Aa^fa^  bleibt  zunächst  unbestimmt. 
Die  Gleichungen  I  sind  der  cmalytische  Ausdruck  des  Gesetzes,  nach  welchem  die 
Verschiebung  der  TheUchen  eines  iriklinen  KrystaUs  durch  eine  unendlich  kleine  honuh 
gene  DeformaUen  stattfindet,  und  zwar  sind  die  Veränderungen  der  ursprünglichen 
Coordinaten  eines  Theilchens  ausgedrückt  ditrch  diese  Coordinaten,  durch  die  gegebenen 
Grossen  An». ,  A^s  vnd  eine  aus  Winkelmessungen  nicht  zu  bestimmende  Grosse  Aaja^, 

20.  Das  in  Rede  stehende  Gesetz  kann  in  einer  zweiten  Form  dargestellt  werden, 
indem  ausgedrflckt  wird,  dass  die  neue  Lage  des  ursprünglich  in  P  gelegenen  Theil- 
chens durch  eine  reine  Deformation  und  eine  Drehung  des  deformirten  Krjstalls  um 
den  Goordinatenanfangspunkt  henustellen  ist 

Bezeichnet  man  die  Goordinaten  von  F  in  Bezug  auf  die  Hauptazen  X|,2l^,  27,  mit: 

or^k  =3  r  cos  (rXJ, 
so  bestehen,  da: 

cos  (rXJ  =  cos  (-XiSEi)  cos  (r3ßi)  +  cos  (X^Jl^)  cos  (r3E,)  +  cos  (-T^aEg)  cos  (rdi^) 

ist,  die  Selationen: 

*»— yilfl  +J*8J8  +/*8J8» 

worin  die  Richtungscosinus: 
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fkH  =  COS  (XM* 

welche  die  Lage  der  Hauptaxen  gegen  das  Hülfsazensystem  angeben,  die  gesuchten 
Grössen  sind. 

Durch  die  reine  Deformation  gelange  P  nach  P,  so  dass: 

durch  die  Drehung  gelange  jenes  Theilchen  von  P  nach  P'  mit  den  Goordinaten: 

x^'  —  x^ts  r  cos  {r  X^) ,    y/  =  r  cos  (r  X^). 
Alsdann  ergeben  sich  aus: 
cos  (r'3£J  =  cos(3t\.A';')  cos  {r  X^')  +  cos  (X^-Xi')  cos  {r  X^')  +  cos  (X^lTg')  cos  {/ X^') 
die  Gleichungen: 

iV=/i*'^i'+/«ft'*i'+/8*'V,  Ak  =  cos (a-jt-Xfc'). 

Demnach  ist: 

J*' -/,*>! -^/wfc+/.*>i-?/*iJi+/8*>S-?/8.Jo  (i=  1,2,3) 

t  X  X 

oder: 

(6)  J^^^^tifi  +  ^^ft^Jj+^itafs, 

^kh  =  ^fik'fihl^i' 
Dabei  bestehen  die  12  Relationen: 

(7)  -5:/,,/,,  =  coB  (x,2r,),    -ry;.,y;.,  =  cos (ai.Ä:,) 

t  i 

und  die  analogen  Relationen  für  die  /'.  Der  Vorausseteung  nach  sind  die  liaupt- 
dilatationen  i^  =  /i^  —  1  und  die  Differenzen  fiu^fiu—  ^fik  »c  klein,  dass  ihre  zwciteu 
Dimensionen  vernachlässigt  werden  können.    Folglich  ist: 

rf*.  =  f  (/•*  +  ^MUi\  +  K)  =  f  (/i*/u  +fikfiHK+fiH^fik)' 

Nun  ist  nach  (7): 

^{fxi^fki  +fki^fM)  =  0,  2:ifiH^fik  +fik^fiH)  =  0, 

also  fiir  h  =  k: 

und  wenn  h  von  Ä;  verschieden  ist: 

dnk^^ifikfikK+fik^fiH) 

X 

^kh  =  ^ifihfik^i  -fik^fih) 


so  dass: 


^^  ==AnAkh  +/,i./.*A.  +/.^/3*V 


Benutzt  man  wieder  die  Bezeichnung  jj^'  —  J*  =  Jj^,  so  geht  jetzt  (6)  über  in: 

^h  «  (<^ii  -  l)Ji  +  <^i«Ji  +  <^iaJs 

n,  Jf,  =  (i,i y,  +  (rf„  - 1) jj  +  <i,8r, 

^JS  =  ^31  Jl   +  ^8»&   +  (^38  -  1)J8- 

i>»^*  w^  der  zweite  Ausdruck  des  Gesetzes  für  die  Verschiebung  der  Theilchen  s  die  Ver- 
änderungen der  ursprünglichen  Coordinaten  sind  ausgedrückt  durch  diese  Coordina^en 
selbst,  die  gesuchten  Richtungswinkel  der  Haujptaxen  und  die  gesuchten  Wertke  der 
Hauptdilatationen. 


Triküne  Krystalk. 
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ai.  Aas  I  und  II  folgt: 


-4,a    =  rf., 


(10) 


Jgg 


+  -4^,  =  (Ä,,  —  1, 


Ja, 


-^18  =  ^It 
+  -^88  =  ^8  —  1. 


Diese  Gleichungen  enthalten  die  Quadrate  und  Producte  der  fj^^^y  können  also  nicht 
direet  zur  Berechnung  dieser  Grössen  benutzt  werden.  Nun  ergiebt  sich  aber  aus  (8) 
and  (9)  mit  Rficksicht  auf  (7): 


(^1  -  1)/«  + 


"2  2        •'** 


yis  —  *.va 


^^fn  +  ('^.  -  l)/.  +  ^1^/..  =  i,/. 


2 


/a  + 


2 


/i.  +  K.  - 1)/..  =  i/,., 


oder  nach  (10): 


(11) 


wonn: 
(12) 


(Ai-Ä*)/a  + 


Ali  +  ulj, 
2 


/ii  + 


^8   +  4 


(»-1,2,3). 


^fiijfiiifiM  nicht  gleichzeitig  verschwinden  können,  weil  nach  (7)  die  Summe  ihrer 
Quadrate  der  Einheit  gleich  ist,  so  erfordert  das  gleichzeitige  Bestehen  dieser  Gleichungen, 
daas  die  Determinante: 

Ai  +  -^i        At  +  Ai 


(13) 


All  —  Bi 

Ai  +  A% 
2 

-^81  +  -^18 


2 


-4j8  +  A 


-8« 


2 

88  —  -ßf 


=  0 


ist;  d.  h.  i?„  -B,,  -Bj  M»^  cZte  Wurzeln  der  Gleichung  dritten  Grades  (13).  JFur  jede 
Wwrzel  JSi  bestimmen  die  Gleichungen  (11)  die  Verhältnisse  der  Richtu/ngscosinus 
L\*fiitfi%  derjenigen  Sauptaxe  X^^  welche  der  HauptdUatation  Xi  entspricht.  Be- 
zeichnet man  die  Determinante  (13)  mit  91^  ihre  Unterdeterminanten  mit  9i'„^,  so  ist: 

(H)  /n:y;«:/*8=9**«i:9i'a.:9l^a8. 

worin  fllr  den  Stellenzeiger  a  irgend  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  zu  setzen  ist  Man  findet 
die  RichtungBCoeinasse  selbst  bis  auf  das  Vorzeichen  eines  von  ihnen  durch  Hinzu- 
%ang  der  Belation  (7): 

welche  den  Proportionalitätsfactor  bestunmt.  Wählt  man  das  Vorzeichen  dieses  Factors 
jedeaimd  00,  dasa^s  positiv  wird,  d.  h.  dass  der  Winkel  zwischen  der  Hauptaxe  X^ 
uud  der  positiven  Richtung  der  Axe  3£,  oder  der  krystallographischen  Aze  n^  ein 
BpitKr  ist,  BO  sind  die  bei  den  f^f,  willkürlich  bleibenden  drei  Vorzeichen  durch  diese 
Festsetzung  bestinimt 
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Nachdem  auf  diese  Weise  die  Lage  der  Hauptazen  in  dem  Hülfsaxeiuystem  für 
die  reine  Deformation  ermittelt  ist,  erhält  man  die  Winkel  zwiichen  den  SauptarcTf 
und  den  hrystaUographischen  Aren  aus: 

(Iß)  cos  (-T^TlJ  =/fci  «41    +/fc,«jbJ   +/Ä8ffl8- 

22.  Ist  noch  die  räumliche  Dilatation  des  Krjstalls  gemessen,  so  tritt  sn  den 
drei  Gleichungen  (12)  hinzu: 

.Ja, 


(17) 


T  =  Zi  +  Z,  +  ^8  =  -Kl  +  Ä,  +  Äg  +  S  - 


Aus  (12)  und  (17)   erhält  man   durch  Elimination   von  Ja,/ag  sofort  die  numerischen 
Werthe  der  MauptdUatationen  Xi,  il,,  ig. 

23.  Nach  C.  Neumann  findet  man  also  bei  einem  triklinen  Krystall  die  Richtungen 
der  Hauptazen  einer  reinen  Deformation  imd  die  Werthe  der  Hanptdilatationen  auf 
folgendem  Wege.    Man  berechne  aus  den  krystallographischen  Elementen: 

aj  :  a,  :  Oj ,     (tt,  tt,),    (n,  ttj),    (tTi  tt,) 

ai':a,':ag',    (wj^g'),  (ttj'^i'),  (tt/tt,') 
zunächst: 

a,'— ai  =  Jai,    Oj'— «2  =  ^0,,    ög' — Og  =  Jog 

Joi       Jag  _  Ja        Jgg  _  Jag  _  Jb 
«1  «8    ""    «  flg         ag  b 

und  darauf  der  Reihe  nach  die  Richtungscosinus  von  tti,  tt^,  vrg  und  tt/,  tt«',  vrg'  in  Bezug 
auf  das  Hülfsaxcnsystem: 

I         t         t  t         I         t  I         t         I 

«11  >    «U  >    «18  ?       «41  >    «42  )    «48  1       «31  >    «84  >    «83  > 


die  Differenzen: 

die  Werthe  der  Deteiininante: 


«h*''~  «h*—   ^«liH 


Ä  = 


«11  «14  «18 
«41  «44  «48 
«81  «8«  «88 


ihrer  Unterdeterminanten  Aj,r  und  der  Grössen: 


hk=  ;^Mlfc^«lft  +  ^4ik^«4Ä  +  ^8t^«8Ä+  aifc^lJt-^  +  «4fc^4t-y^ 


Demnächst  löse  man  die  Gleichung  dritten  Grades: 

-^18   +  ^1  -^18   +  -^81 

2  2 

Al _+  -^14^  >!       _   »  -^48  +  -^84 

2 


91  = 


J,i  -  R 


Äi^  —  B 


-^81   +  -4ig 


2 


2 


=  0, 


deren  Wurzeln  Ä,,  Äg,  Ä,  sind,  auf  und  berechne  die  Unterdeterminanten  von  SR, 
wenn  darin  der  Reihe  nach  für  E  jene  Wurzeln  eingetragen  werden: 

af..t\  K,\  SH«8*;    Ki'y  K.'.  SR,g^    %^  9?„g»,  9i„g», 

worin  a  irgend  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  bedeutet.    Man  ermittele  die  Proportionalitäts- 
factoren ^f  aus: 

m'al)'  +  (5R'„.)»  +  m'az)'  =  ~r»  (»  =  1»  2,  8) 
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und  die  Riohtangscosinus  fj^^  aus: 
eikdlich  die  gebuchten  Winkel  {Xj^it])  ans: 

cos  (XfcTIj)  =fHtakl   +/Ä««*i    +/Ä8«Jfc8- 

Wenn  nun  noch  die  räumliche  Dilatation  r  gemessen  ist,  findet  man  aus: 
die  Werike  der  Hauptdilatationen, 

24.  Wenden  wir  uns  nun  zn  den  Messungen  J.  Beckenkamp's  am 

Anorthit  vom  Vesuv.^ 

Der  gemessene  Krystall  war  ziemlich  frei  von 
Stomngen  des  Zonenverbandes  seiner  Flächen  nnd 
gab  gute  Reflexe.  Für  die  Winkel  zwischen  den 
Flächen  (Fig.  66): 


Jf=010, 

P=001,      / 

0  =  111 

=  110,      r  = 

=  HO,            \ 

4 

Fig.  66. 

wurde  gefunden: 

e 

20« 

SO» 

140» 

200° 

{TD 

59»  32' 38,1" 

33' 56,3" 

35' 25,5" 

37' 37,0" 

{IM) 

57  61  39,5 

60  52,6 

60  00,9 

57  52,7 

{MP) 

85  54  13,1 

54  16,3 

54  17,6 

53  44,7 

{TP) 

69  19  57.3 

21  02,4 

22  26,0 

24  49,3 

{To) 

98  33  00,7 

32  27,6 

32  12,5 

32  15,9 

(oM) 

115  11  59,1 

12  04,8 

12  17,1 

12  49,5 

{oP) 

57  49  59,1 

48  48,6 

47  55,9 

46  51,3 

(Pi) 

65  58  09,0 

59  16,3 

60  38,8 

62  47,2. 

Darans  ergel 

len  sich  folgende  Werthe  für  die  Axenelemente  in  den  Oktantei 

?orn-rechts-oben: 

«1 

0,635319 

0,635499 

0,635689 

0,635949 

o> 

1 

1 

1 

1 

Os 

0,550427 

0,550380 

0,550425 

0,550445 

(«»%) 

93»  08' 06,6" 

93»  07' 58,6" 

93»  07' 53,2 

93»  07' 51,6' 

(«3«,)      115  53  08,4 

115  52  00,1 

115  50  32,9 

115  48  06,4 

(»iffj) 

91  15  17,1 

91  15  36,6 

91  15  56,1 

91  17  25,1. 

Alsdann  erhält  man  nach  der  Methode  von  C.  Nbumann  für  die  Winkel, 
welche  die,  den  Temperaturintervallen  20«— SO^,  20°— 140^,  20°— 200°  ent- 
sprechenden thermischen  Axen  X^X^X^,  X^X^'X^,  X^' X^*  X^'  mit  dem 
in  [19]  beschriebenen  rechtwinkligen  Hülfsaxeusystem  S^Xa  3^3  einschliessen, 
die  Werthe: 


^  J.  Bbckbhkahp,  Ueber  die  Ausdehnung  monosymmetrischer  und  asymmetrischer 
KiystaUe  durch  die  Wärme.    Zeitschr.  f.  Kiyst.  5,  486,  1881. 

6* 
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X, 

20«-80» 
8«  9' 40" 

91  56  10 

82  4  20 

3E.1 
X3I 

^a 

89  35  10 
13  38  0 
76  22  20 

3Ei 

A', 

98  9  50 

103  11  10 

15  35  20 

20«— 200« 

16»  15' 10" 

96  5  50 

75  29    0 

94  33  50 

38  26  20 

51  56  20 

105  35  10 

127  44  50 

41  57  20. 


20«— 140» 

13«    4' 20" 
X/     91   22  40    \X," 

77     0    0 

95  33  30 
Xa'     30  37    0    [V 

60     0  10 

101   49  50 

X^'   120  51  30 

33  31  30 

Weiterhin  hat  J.  Beokenkamp  noch  die  linearen  Hauptausdehnungsco^ffi- 
cienten  für  das  Temperatarinteryall  20^ — 80^  unter  der  Annahme  berechnet, 
dass  der  cubische  Ausdehnungsco^fficient  des  Anorthit  gleich  jenem  des 
Adular,  also  für  PC.  0,0000215  sei.  Dann  ergiebt  sich  ans  den  Formeln 
C.  NEUMAim's: 

;ii  =  0,000879,    Aa=  0,000427,    A,  ==- 0,000016. 

Es  interessirt  uns  vor  Allem  das  Resultat,   wonach  die  Riehhmgm  der 

thermischen  Axen  im  Anorthit  für  die 
Temperaturintervaüe  2(fi—8(fi,  2(JP—14(P, 
2(p — 20(P  keineswegs  xtisammenfaüen,  soti-- 
dem  sehr  erhebliche  Riohiungsunterschiede 
aufweisen,  welche  durch  Fig.  67  zur  An- 
schauung gebracht  werden.  Am  stärksten 
sind  die  Richtungsänderungen  bei  den 
Axen  der  mittleren  und  der  kleinsten 
Ausdehung  X^  und  ^3. 


Fig.  67. 


25,  Die  Richtigkeit  dieses  Ergebnisses 
wurde  von  L.  Fletoheb  in  Zweifel  ge- 
zogen^, der  die  Vermuthung  aussprach, 
dass  es  die  Yemachlässigung  der  Quad- 
rate kleiner  Grössen  in  den  Formeln  von 
C.  Neumann  sei,  welche  zu  der  Annahme 
so  überraschend  grosser  Richtungsänderungen  der  thermischen  Axen  geführt 
habe.  Der  Versuch  L.  Fletcheb's,  die  Bestimmung  der  Lage  der  thermi- 
schen Axen  in  triklinen  Ivrystallen  durch  eine  von  der  Methode  C.  Neümann's 
abweichende  Betrachtung  durchzuführen,  gelang  indessen  nicht,  da  die  Ver- 
nachlässigung kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung  nicht  vermieden  werden 
konnte.    Es  blieb  daher  die  Aufgabe  bestehen,  für  eine  beliebig  grosse  fiomo- 


'  L.  Flxtohbb,  The  Dilatation  of  Ciystals   on  Change  of  Temperature.    II. 
PliU.  Mag.  16,  275,  844,  412,  1883.    Zeitschr.  f.  Kryst.  S,  456,  1888. 


Anorihit  vom  Vesuv, 


85 


ffcne  Deformation  eines  trikUnen  Krystaüs  die  Lage  der  Hauptaxen  vor  und 
ncu^  der  Deformation  und  die  Werthe  der  Hauptdüatationen  x/ii  bestimmen. 
Diese  Aufgabe  ist  Yon  B.  Hecht  gelöst  worden.^  Ich  werde  mich  hier  damit 
begnügen,  die  Endformeln  und  das  Ergebniss  der  numerischen  Bechnuug 
für  den  Anorthit  mitzutheilen,  zumal  sich  gezeigt  hat,  dass  die  von  C.  Neu- 
mann eingeführte  Annäherung,  deren  Berechtigung  von  L.  Fletgheb  be- 
anstandet worden  war,  in  der  Natur  der  thermischen  Dilatationen  wohl  be- 
gründet ist. 

• 

Grieben  seien  vor  und  nach  der  Deformation  die  aus  gemessenen  FlAchenwinkeln 
zvL  berechnenden  Axenelemente-.  die  Winkel  zwischen  den  kiystallographischen  Azen 
TT,,  ^9,  fCg   und   ni,  n^\  n^'    und   die  Verhältnisse  der  Azeneinheitcn  Oyia^ia^  und 

Gresncht  sind  zunächst  die  Werthe,  welche  vor  der  Deformation  die  neun  RichtuDgs- 
cosmus  der  Hauptaxen  X^j  JC^j  X^  gegen  die  schiefwinkligen  Azen  n,,  n,,  tt,  be- 
sitzen, o;^^  =:  cos  (X|,9iJ,  und  die  Werthe  der  Verhältnisse  fitt  fi^  (Hj  ^  denen  sich 
die  jenen  Hauptaxen  parallelen  Längen  ändern. 

Das  Besultat  ist  folgendes.    Bezeichnet  man: 

cos  («,Wjk)  mit  c,.jk  =  Cjkf,    cos  (n/n*')  mit  c^^'  =»  <?4j', 
die  Detenninante : 

C3I  Cg2  (?gg 

ihre  Unterdeterminanten: 


die  Verhältnisse: 

«'i+itik  +  i^'i  +  iJi  +  i 

=  ^i*» 

und  die  Summen: 

a,'                   o,'                   a,' 
~=ei,         -  =  <?..         -  =  93, 

5.*, 

M  können  die  bierdarch  eingefittirten  Grössen  aus  den  gegebenen  Axenelementen  be- 
rechnet werden. 

Alsdann  ergeben  eich  durch  Auflitsnng  der  Gleichung  dritten  Grades: 

Sil  —  ^  -f      Sjt  S,, 

-^1  ^.-^S      S,, 


^1 


^. 


^.-^^ 


=  0 


drei  Werthe  fii^Q^  fh^lQ^»  f^s^Q^  worin  g  einen  vorläufig  unbestimmt  bleibenden  und 
aus  Messungen  von  FlächenwiiÜLeln  überhaupt  nicht  zu  ermittelnden  Factor  bedeutet. 
Der  absolute  Werth  von  q  ergiebt  sich,  wenn  man  das  Volumen  des  Krystalls  vor  der 
Deformation  (F)  und  nach  derselben  (V)  bestimmt;  denn  es  ist: 


*  B.  Hecht,  Ueber  die  Berechnung  der  Hauptaxen  bei  endlichen  homogenen 
Deformationen  krystallinischer  Körper.  Zeitschr.  f.  Kiyst  11,  531,  1886.  Ueber  eine 
Methode,  die  Hauptaxen  bei  endlichen  Deformationen  krystallinischer  Körper  direct 
aas  den  Winkelbeobachtungen  zu  berechnen,    ibid.  14,  883,  1888. 
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folglich: 


wonn: 


V 


■■•  ~~     •     9      •  "* 

r  r  r 


^11      ^H     ^18 

S|i    Ä„    Ä,a 

^1      ^S      ^3 


:  J» 


Demnächst  bestehen  zur  Bei-echoung  der  WerÜie   von   aj^j,  neun  Qleichungen   Ton 
folgender  Form  {p  =  1,  2,  3): 


Will  man  schliesslich  noch  die  Lage  bestimmen,  welche  na^^h  der  Deformation 
die  Uauptaxen  ^Tj ,  X^,  X^  gegen  die  kiystallographischen  Azen  ttj',  n^y  n^  besitzen, 
so  dienen  hierzu  die  Gleichungen: 


cos(Z,n;)  =  i^ 


a*f 


9Qk 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  hat  B.  Hecht  aus  den  in  [24]  angegebenen 
Axenelementen  des  Anorthit  vom  Vesuv  die  Winkel  zwischen  den  thermi- 
schen Axen  und  den  krystallographischen  Axen  für  drei  Temperaturintervalle 
berechnet. 


n. 


n. 


n^ 


r»3> 


20»— 80» 

20«-140» 

20»-200» 

33»  52' 

38"  58' (57') 

41»  20' (170 

A'i  95  17 

X,'  94  56  (57) 

X;'   99  45  (46) 

82  4 

76  56(55)j 

75  1  (74»  590 

95  39    ^ 

107  48 

109  51 

X^     16  40 

x;    33  32 

.  X^'   41  13 

76  45(150 

59  45 

52  0 

123  16 

123  21  (19) 

124  30(27) 

A'g  105  45 

X^  122  3 

X,"129  34 

15  31 

33  29 

41  55  (56). 

Die  in  Klammern  eingeschlossenen  Zahlen  beziehen  sich  auf  die  Winkel, 
welche  nach  der  Erwärmung  die  thermischen  Axen  mit  den  Axen  w^',  n^^  n^ 
bilden. 

Hierin  sind  direct  vergleichbar  mit  den  von  J.  Beckenkamp  berech- 
neten Werthen  nur  die  von  den  thermischen  Axen  mit  der  Axe  n^  =  Sj 
eingeschlossenen  Winkel.     Man  ersieht,   dass  die  Uebereinstimmung  eine 
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befriedigende  ist.  Die  geringen  Abweichungen  müssen  eine  Folge  der  Ver- 
nachlässigung von  Grössen  zweiter  Ordnung  in  den  C.  NBUMANN'schen 
Formeln  sein. 

Die  BeobacMungen  von  H.  Fizeau  über  die  thermisclie 
Ausdehnung  der  Krystalle. 

26.  Das  Dilatometer  von  H.  Fizeaü  beruht  auf  dem  Princip,  dass  sehr  geringe 
Dickenänderungen  planparallcler  Platten  an  den  Aenderungen  gemessen  werden 
können,  welche  sie  in  einer  InterferenzerschcinuDg  hervorrufen.^  Wenn  man  die  an 
den  beiden  Grenzflächen  einer  durchsichtigen  Platte  reflectirten  Strahlen  interferircn 
Iflast,  so  hängen  die  Interferenzstreifen  von  den  Dickenunterschieden  zwischen  den 
verschiedenen  Theilen  dieser  Platte  ab.  Alle  Punkte  einer  Curve  gleichen  Gangunter- 
scbiedes  drücken  die  Entfernung  der  beiden  Grenzflächen  als  Function  einer  besonderen 
Längeneinheit,  nämlich  einer  halben  WeUenlänge  der  angewandten  Lichtsorte,  aus. 
Im  Natriumlicht  entsprechen  zwei  aufeinanderfolgende  helle  Curven  einem  Dicken- 
unterschiede  von  0,0002944  mm.  Sind  die  Streifen  hinreichend  breit,  so  vermag  das 
Auge  leicht  den  zehnten  Theil  eines  ganzen  Streifens,  also  eine  Dickenänderung  der 
beiden  Grenzflächen  von  0,00002944  mm,  zu  schätzen.  Wird  eine  Grenzfläche  in  Bezug 
auf  die  andere  langsam  und  continuirlich  verschoben,  so  tritt  eine  Verschiebung  der 
Interferenzstreifen  ein,  derart,  dass  eine  Verschiebung  um  l/n  Streifen  einer  Dicken- 
änderung  der  Platte  um  (!/») .  0,0002944  mm  entspricht  Die  Beobachtung  der  Inter- 
ferenzstreifen  liefert  also  ein  ausserordentlich  feines  Hilfsmittel  zur  Abschätzung  von 
sehr  geringen,  nach  den  gewöhnlichen  Messungsmethoden  nicht  wahrnehmbaren  Längen- 
änderungen. 

Um  dieses  Princip  zur  Messung  thermischer  Dilatationen  anzuwenden,  hat 
H.  FizBAQ  einen  Apparat  angegeben,  dessen  Haupttheil  ein  Dreifuss  ist,  bestehend  aus 
einer  kleinen  dicken  Metallscheibe  G,  welche  in  drei  äquidistanten  Punkten  ihres 
Umfanges  drei  Schrauben  K  mit  sehr  geringer  Ganghöhe  trägt.  Auf  die  Scheibe 
wird  die  zu  untersuchende  planparallele  Platte  0  von  0,010  bis  0,015  m  Dicke  gelegt, 
während  die  fiber  diese  Platte  hervorragenden  Enden  der  Schrauben  eine  planconvexc 
liinse  A  tragen,  deren  plane  Fläche  M  der  oberen  Fläche  N  der  Platte  zugewendet  ist, 
so  dass  eine  dünne  Luftschicht  zwischen  M  und  N  eingeschlossen  bleibt  In  dieser 
Luftschicht  werden  die  Gangxmterschiede  erzeugt,  welche  zu  den  Interferenzstreifen 
Anlass  geben. 

Die  planconvexc  Linse  hat  ca.  0,40  m  Brennweite.  Es  befinde  sich  in  ihrer 
oberen  Brennebene  ^ (Fig.  68)  eine  Lichtquelle  ah.  Die  von  ah  ausgehenden  Strahlen 
werden  nach  der  Brechung  an  der  convexen  Fläche  der  Linse  normal  oder  doch  sehr 
nahe  normal  auf  die  einander  parallelen  Flächen  MN  fallen  und  nach  der  Beflexion 
wieder  gegen  die  Brennebene  convergiren.    Sie  geben  dort  ein  reelles  Bild  ah'  von  ah, 

^  H.  Fizeau,  Kecherches  sur  la  dilatation  et  la  double  r^fraction  du  cristal  de 
röche  Schaufle.  Compt  rend.  58,  923,  1864.  Ann.  chim.  phjs.  (4)  2, 143,  1864.  Pogg. 
Ann.  123,  515,  1864.  Memoire  sur  la  dilatation  des  corps  solides  par  la  chaleur. 
Compt  rend.  62,  1138,  1866.  Ann.  chim.  phys.  (4)  8,  335,  1866.  Pogg.  Ann.  128, 
564,  1866.  —  J.  R.  Benoit,  ]^tudes  sur  Tappareil  de  M.  Fizeaü  pour  la  mesure  des 
dilatations.  Trav.  et  M^m.  du  bur.  Internat  des  poids  et  mes.  Paris  1,  C.  1,  1881. 
Nouvelles  ^tudes  et  mesures  de  dilatations  par  la  m^thode  de  Fizeaü.   ibid.  6,  1,  1888. 

Diese  optische  Methode  ist  später  von  A.  Coenü  (Compt  rend.  69,  333, 1869)  zum 
Studium  der  Deformationen  der  Oberflächen  fester  elastischer  Körper  vorgeschlagen 
und  von  K.  R.  Koch  (Ann.  d.  Phys.  N.  F.  5,  521,  1878;  8,  325,  1888)  durchgeführt 
worden;  vgl  das  Kapitel  Ober  die  elastischen  Eigenschaften  der  Krystalle. 
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welches  man  mit  einer  Lupe  sehen  kann  und  dessen  Beobachtung  ein  bequemes 
Hülfsmittel  zur  genauen  Einstellung  der  Entfernung  FA  liefert.  Als  Lichtquelle  wird 
die  Hypothenusenfläche  eines  kleinen  Beflezionspnsmas  S  benutzt,  welche  nach  Ein- 
schaltung einer  Sammellinse  durch  eine  monochromatische  Lampe  erleuchtet  wird. 
Bringt  man  das  Auge  in  die  Ebene  F,  seitlich  von  dem  Prisma,  so  sieht  man  die 
ganze  Oberfläche  der  Linse  A  erleuchtet  und,   falls  der  Apparat  eingestellt  ist,  mit 


t 


Fig.  68. 


Fig.  69. 


Interferenzstreifen  oder  -Ringen  bedeckt.*  Auf  der  unteren  Planfläche  der  Linse  A 
sind  etwa  20  Punkte  regelmässig  in  Ftinfform  eingravirt,  welche  gleichzeitig  mit  den 
Interferenzstreifen  gesehen  werden  und  zur  Bestimmung  der  Lage  dieser  Streifen 
dienen  (Fig.  69). 

Nachdem  der  Apparat  in  dieser  Weise  hergerichtet  ist,  wird  eine  Temperatur- 
änderung bewirken,  dass  die  Flächen  M  und  iV  eine  gegenseitige  Verschiebung  infolge 
der  combinirten  Dilatationen  der  Schraube  und  der  zu  untersuchenden  Platte  er&hren. 
Die  ersterc  Ursache  wird  bei  einer  Temperaturerhöhung  den  Abstand  der  beiden 
Flächen  yergrössem,  da  die  Linse  gehoben  wird;  die  letztere  wird  jenen  Abstand  yer- 
mindern.  Je  nachdem  nun  die  Platte  sich  weniger  oder  mehr  ausdehnt  als  das  Metall 
der  Schrauben,  wird  die  erste  oder  die  zweite  Wirkung  vorwiegen.  Ist  die  trennende 
Luftschicht  im  Cientrum  weniger  dick  als  an  den  Rändern  (was  im  allgemeinen  zu- 
trefien  wird,  da  die  Oberflächen  fast  immer  ein  wenig  convez  sind),  so  sieht  man  die 
Interferenzstreifen  in  dem  ersten  Falle  sich  dem  Centrum  nähern,  im  zweiten  von 
demselben  sich  entfernen.  Nachdem  die  Temperatur  wieder  stationär  geworden  ist, 
nehmen  die  Interferenzstreifen  eine  neue  feste  Lage  ein.  Vergleicht  man  nun  ihre 
Position  vor  und  nach  dem  Versuche  in  Bezug  auf  die  festen  Marken  der  Linse,  so 
bestimmt  man  die  Zahl /der  Streifen,   welche  an  jedem  Punkte  vorbeigegangen  ist 


*  lieber  die  Gesetze  dieser  Interferenzerscheinung  vgl.  E.Mascabt,  Sur  la  theoric 
de  quelques  ph^nomSnes  d'interf^rence.  Ann.  chim.  phys.  (4)  23,  116,  1871.  BsMoiT, 
a.  a.  0.  I9  C.  47—52.  Eine  zusammenfassende  Darstellung  der  durch  isotrope  Platten 
hervorgerufenen  Interferenzerscheinungen  imd  ihrei*  Anwendungen  findet  man  in: 
E.  Masoart,  Trait^  d*optique.  Paris.  1,  416,  1889;  namentlich  S.  502f.  Vgl.  femer 
0.  LuKMBB,  Ann.  d.  Phys.    N.  F.    23,  49,  518,  1884.  24,  417,  1885. 
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Demnacli  ist  die  gegenseitige  Yerschiebang  der  Flächen  M  und  N  gleich  /A/2,  wo  l 
die  Wdlenlftnge  des  angewendeten  Lichtes  bedeatet 

Beseichnet  man  jetst  mit  E  die  Dicke  der  Platte,  mit  e  die  Dicke  der  Luftschicht, 
mix  E-{-€^  L  die  Länge  einer  der  drei  Schrauben ,  mit  a  den  mittleren  Dilatations- 
coeffidenten  der  Platte  und  mit  a  den  Dilatationsco^fficienten  des  Metalls  der  Schrauben 
zwischen  den  Elndtemperatnren  S  und  &,  so  ist  der  Grangunterschied: 

/A«±(^«-x«)(ö'-ö), 

je  nachdem  sich  die  Platte  stärker  oder  schwächer  ausdehnt  als  die  Schrauben.  Dem- 
Dsch  ist  der  DilatationscoSf&cient: 

falls  eine  Verschiebung  der  Interferenzstreifen  in  der  Anzahl  /  nach  dem  Centrum  hin 
negativ  gerechnet  wird.    Hieraus  kann  a  berechnet  werden,  wenn  a   bekannt  ist. 

Bevor  man  die  Zahl/  in  die  Formel  (1)  cinfElhrt,  ist  an  ihr  eine  von  der  Aende- 
nmg  des  Brechungsindez  der  Luft,  also  auch  der  Wellenlänge  l  abhängige  Correction 
anzabriogen.  Steigt  die  Temperatur,  so  nimmt  jener  Brechungsindex  ab;  demnach 
wichst  die  Wellenlänge,  und  die  hierdurch  herbeigeführte  Verminderung  des  Gaug- 
imteraehiedes  hat  dieselbe  Wirkung,  wie  eine  Verkleinerung  des  Abstandes  der  Flächen 
M  tmd  N,  Demnach  wird,  falls  unter  dem  Einfluss  der  combinirten  Dilatationen  der 
Platte  und  der  Schrauben  eine  gegenseitige  Annäherung  der  Flächen  M  und  N  statt- 
findet, die  Wirkung  der  Aenderung  des  Brechungsindex  der  Luft  zu  dieser  Annäherung 
Imuntreten;  sie  muss  also  von  der  beobachteten  Annäherung  abgezogen  werden.  Das 
Gegentheil  tritt  ein,  wenn  der  Abstand  der  Flächen  M  und  JV  durch  die  Temperatur- 
eriiohnng  yeigrdssert  wird.^    Der  numerische  Werth  dieser  Correction  ist  angenähert: 

(2)  i^-^/Ty  (»-»'), 

«orin  0  die  Dicke  der  Luftschicht,  F  die  Zahl  der  Interferenzstreifen,  welche  an  einer 
Marke  vorbeigeschritten  wären,  wenn  sich  der  Brechungsindex  nicht  geändert  hätte, 
A,  ii'  die  Brechungsindices  vor  und  nach  jener  Temperaturerhöhung  bedeuten. 

Die  FizEAu'sche  Methode  liefert  direct  nur  relative  Werthe:  um  absolute  Aus- 
d^hnungsco^fficienten  mit  Hülfe  dieses  Dilatometers  zu  bestimmen,  muss  man  zuvörderst 
die  Dilatation  a'  der  Schrauben  kennen.  Man  findet  dieselbe,  indem  man  Interferenz- 
Btreifcn  mit  grossen  Grangunterschieden  unmittelbar  zwischen  der  Scheibe  des  Drei- 
fosses  und  der  Linse  A  erzeugt.  Zu  diesem  Zweck  ist  eine  Fläche  der  Scheibe  polirt 
Wie  H.  FizEAu  und  L.  Foüoaült'  gezeigt  haben,  können  noch  bei  einem  Abstand 
von  ca.  10  mm  zwischen  den  spiegelnden  Flächen  Interferenzstreifen  gebildet  werden, 
welche  hinreichend  scharf  sind,  um  ohne  Schwierigkeit  eine  Einstellung  zu  gestatten. 
Alsdann  eigiebt  sich: 

(3)  '  ^' 


2i(Ö'-ö) 


*  J.  R.  BsxoiT  hat  auch  noch  den  allerdings  geringeren  Einfluss  berücksichtigt, 
welchen  Aenderungen  des  Luftdruckes  ausüben. 

*  H.  FizBAU  et  L.  FoüCAULT,  Sur  le  ph^nom^ne  des  interförences  entrc  dcux 
rayona  de  huniöre  dans  le  cas  de  grandes  diffSrences  de  marche.  Ann.  chim.  phys.  (3) 
2C,  138, 1849;  30, 146, 1850.  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  2,  855, 1848.  H.  Fizeaü,  Bccherches 
^or  les  modifications  que  subit  la  vitesse  de  la  lumiere  dans  le  verre  et  plurieurs 
uitres  corpa  solides,  sous  Tinfluence  de  la  chaleur.  Ann.  chim.  phys.  (3)  66,  429, 
1862.    Pogg.  Ann.  119,  87,  297,  1868.    Vgl.  BsNoiT,  a.  a.  0.  1,  C.  51. 
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In  diesem  Falle  ist  die  aus  der  Aenderung  des  Brechungsindex  der  Luft  entspringendp, 
der  Dicke  e  proportionale  Correction  recht  beträchtlich;  sie  kann  ein  Zehntel  der 
Anzahl  der  verschobenen  Streifen  übersteigen  und  muss  offenbar  dieser  Anzahl  hinzu- 
gefügt werden,  da  sich  die  spiegelnden  Flächen  bei  steigender  Temperatur  von  ein- 
ander entfernen. 

27.   Das  von  J.  R.  Benoit   benutzte  Dilatometer   dos  Bureau   international  des 
poids  et  mesures  ist  von  Laubent  construirt  (Fig.  70. 71).   Der  ganze  Dreifiiss  beskht 


Fig.  70. 

aus  Platin-Iridium  im  Verhältniss  1 :  10  (von  Mattust  in  London).    Die  Scheibe  G  ist 
0,010  m  dick  und  misst  0,038  m  im  Durchmesser.    Eine   ihrer  Flächen   ist  spiegelnd 

polirt,  in  die  andere  sind  mit  einem  Stichel 
kleine  stumpfe  Zacken  geschlagen,  welche 
nach  drei  concentrischen  gleichseitigen  Drei- 
ecken angeordnet  sind,  derart,  dass  die  nie- 
drigsten Zacken  sich  im  Innern  befinden.  Die 
zu  untersuchende  Platte  wird  dann  je  nach 
ihren  Dimensionen  auf  eine  dieser  Zacken- 
gruppen gelegt  Soll  der  AusdehnungscoSffi- 
eient  der  Schrauben  gemessen  werden,  so  ist 
der  Dreifuss  so  aufzustellen,  dass  die  spiegelnde 
Fläche  oben  liegt 

Der  Dreifuss  wird  nun  in  einen  cylindri- 
schen  Doppelkasten  BC  aus  dickem  Kupfer 
gestellt,  um  hier  verschiedenen  Temperaturen 
ausgesetzt  zu  werden.    Das  von  einer  seitlich 
aufgestellten    Natriumflamme    S    ausgehende 
Licht  wird   durch  eine  SammeUinse  auf  ein 
kleines  Beflezionsprisma  H  geworfen  und  ge- 
langt darauf  durch  das  Fenster  E  des  äusseren 
Kastens  C  nach  emem  über  einer  quadratischen  Oefihung  in  dem  Deckel  des  inneren 
Kastens  B  angebrachten  Reflezionsprisma  2>,   von  wo  es  nach  der  Linse  Ä  und  der 
Platte  0  hin  gelenkt  wird.    Die  von  dem  zurückgeworfenen  Lichte   erzeugten  Inter* 


Fig.  71. 
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ferenzstFdfen  werden  mit  dem  Femrohr  L'  beobachtet.  Der  Doppelkaeten  wird  yon 
drei  PorzellanfÜssen  P  getragen,  welche  auf  einer  dicken  schweren  Marmorplatte  M 
stehen.  Mit  Hälfe  der  Schrauben  V  kann  das  Dilatometer  horizontal  gestellt  werden. 
In  den  inneren  Kasten  B  tauchen  die  Reservoire  yon  zwei  kleinen  Thermometern, 
deren  Rohren  sich  Aber  dem  Deckel  yon  B  horizontal  umlegen.  Man  beobachtet  diese 
Thermometer  mit  einem  zweiten  Femrohr  L,  welches  an  einer  horizontalen  Schiene 
des  isoUrten  Steinpfeilers,  auf  welchem  sich  der  ganze  Apparat  erhebt,  parallel  mit 
sich  yerschoben  werden  kann. 

Die  Hauptschwierigkeit,  welche  sich  der  Durchfühmng  dieser  Methode  entgegen- 
stellt, besteht  darin,  in  dem  Apparat  so  lange  eine  constante  Temperatur  zu  erhalten, 
dass  thermisches  Gleichgewicht  eintritt  und  die  Thermometerangaben  den  thermischen 
Zustand  der  zu  untersuchenden  Platte  wirklich  darstellen.  In  dieser  Hinsicht  ist  es 
J.  R.  BkkoiX  neuerdings  gelungen,  Hülüsyorrichtungen  anzubringen,  welche  den  Erfolg 
des  Verfahrens  sichern. 

Wie  sich  aus  den  Relationen  (1)  und  (2)  ergiebt,  erfordert  die  Bestimmung  linearer 
AosdehnungscoSfficienten  mit  Hülfe  des  Dilatometers  yon  H.  Fizeaü:  1)  die  Längen- 
messongen  X,  £,  e;  2)  die  Temperaturmessungen  (9,  (9';  3)  die  Messung  der  Verschie- 
bang/.  Dazu  tritt  die  Messung  des  Luftdrackes,  um  die  von  der  Aenderung  des 
Brediongsindez  der  Luft  abhängige  Correction  anzubringen.  Man  findet  eine  ausführ- 
liche Bttchreibung  aUer  Einzelheiten  des  Verfahrens  in  den  wiederholt  citirten  Unter- 
sacboogen  yon  J.  R.  Benoit. 

28.  Die  lineare  Ausdehnung  eines  festen  Körpers  ist  durch  zwei  Grössen 
ToUständig  charakterisirt:  durch  den  AusdehnungscoCfficienten  bei  der  Tem- 
perator 0  und  durch  den  Zuwachs  dieses  CoCfficienten,  welcher  einer  Er- 
b'khung  der  Temperatur  0  um  1®  entspricht.  In  der  That  hat  die  Erfahrung 
gezeigt,  dass  sich  der  lineare  Ausdehnungsco(?fficient  ae  mit  der  Temperatur 
ändert,  dass  aber  der  Zuwachs  desselben  für  einen  Grad,  also  AujAQ^ 
nahezu  constant  bleibt.  Demnach  wird,  falls  L^  die  Länge  eines  festen 
Körpers  bei  0®,  L  die  Länge  desselben  bei  ©^  bedeuten,  mit  hinreichender 
Genauigkeit: 

L  =  Lo(l+a0  +  60«) 

zu  setzen  sein.    Die  Constanten  a,  h  stehen  hiernach  mit  as  und  AajAQ 
in  den  Beziehungen: 

0Aa  1         M  Aa 

Die  Angaben  von  H.  Fizeau^  beziehen  sich  auf  die  mittlere  Tem- 
peratur 0  =  40^  C.  Um  daraus  die  Ausdehnung  für  eine  Temperaturerhöhung 
von  0j  auf  ©3  zu  entnehmen,  hat  man  zu  beachten,  dass  die  mittlere 
Temperatur  alsdann  0  =  (0j  +  0a)/2  ist;  je  nachdem  dieselbe  unter  oder 
über  40®  liegt,  muss  man  das  Product  von  AufAB  und  der  Differenz 
40^— (01  +  02)/2  von  dem  Werthe  des  Ausdehnungscoöfficienten  für  40*^ 
abziehen  oder  zu  diesem  Werthe  hinzufügen: 

*  Eine  Sammlong  dieser  Angaben  ist  enthalten  in  dem  Annuairc  publik  par  le 
borcaa  des  longitudes.  Paris.  16^  Die  im  Text  citirten  Werthe  sind  dem  Annnaire 
poor  Tan  1888  entnommen. 
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««-««.Tfj(40«-^) 


Mit  Hülfe  dieses  Ausdehnungsco^fficienten  für  die  mittlere  Temperatur  © 
erhält  man  jetzt  für  die  Ausdehnung  einer  Länge  l  in  Folge  jener  Tempe-  • 
raturerhöhung: 

Haben  a  oder  J  ajA  0  negatives  Vorzeichen,  so  gehen  sie  mit  demselben  in 
diese  Rechnung  ein. 

Zur  Bestimmung  der  beiden  charakteristischen  Grössen  ist  die  Beob- 
achtung der  Lage  der  Interferenzstreifen  bei  drei  verschiedenen  stationären 
Temperaturen  0^,  0^,  0^  erforderlich.  Daraus  erhält  man  nach  (1)  zwei 
Werthe  «,  a*,  welche  zwei  bestimmten  mittleren  Temperaturen  0,  0*  ent- 
sprechen.   Alsdann  ist 

Ja   a  —  «• 

und  mit  Hülfe  dieser  Constanten  findet  man  den  Werth  von  a  für  40^. 

29.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Aufzahlung  der  von  H.  Fizbau  erhal- 
tenen Resultate. 

Reguläres  System. 


«40P 

Ja 

Aß 

a 

b 

Diamant 

0,0,0118 

0,0.0144» 

0,0,0060 

0,0.0072 

Kwpfer  (Lake  eupcrior)  .    . 

1690 

0183* 

1617 

0091 

1095 

0175* 

1025 

0087 

Zinkblende 

0670 

0128* 

0619 

0064 

Manganblende  (Nagyag) .    . 

1519 

0217 

1482 

0106 

Kobaltnirkelkie^      .... 

1037 

0159 

0973 

0079 

Eisenkies 

0913 

0178* 

0842 

0089 

Hauerit 

Uli 

0889 

0755 

0444 

Kobaltglanz 

0919 

0170* 

0851 

0085 

üllmannit 

1112 

—  0015 

1118 

-  0007 

Speiskobalt 

0919 

0164 

0858 

0082 

Bleiglanz 

2014 

0054» 

1992 

0027 

Fahlerz  (Alaia) 

0922 

0207 

0839 

0108 

„        (Schwatz).    .    .    . 

0871 

0225 

0781 

0112 

„        (Dauphin^)    .    .    . 

0788 

0234 

0689 

0117 

Senarmontit  (Conatantine)   . 

1963 

0057 

1940 

0028 

Arsenige  Säure  (künstL) 

4126 

0679 

3854 

0339 

Periklas  (künatl.)   .... 

1048 

0267 

0986 

0138 

Rothhififrrrrs  (Cliessy)  .    . 

0093 

0210  ♦ 

0009 

0105 

SMhmU 

4089 

0449 

8859 

0224 

SffhfH    . 

3803 

0515 

8597 

0257 

SttimM 

6255 

2975 

5065 

1487 

Hromlolittm 

4201 

0978 

8810 

0489 

Jtidkathm 

4265 

1676 

8595 

0838 

Ckhrsilber 

3294 

1223 

2805 

0611 
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«400 

Ja 

je 

a 

h 

Bromsilber 

0,043469 

0,0.0388  • 

0288  • 

0,043316 
1796 

0.0^0191 

J^MSUptUh        .... 

1911 

0144 

Spinell  (roiher,  Ceylon) 

0598 

0195 

0515 

0097 

PUanast  (Warwick)    . 

0608 

0197 

0524 

0098 

KreiUonU  (BodenmaiB) 

0596 

0194 

0518 

0097 

Gaknü  (Fahlon)     .    . 

0595 

0183 

0522 

0091 

Moffneüt    ... 

0846 

0289 

0730 

0144 

F^rmkünii , 

0806 
0891 
0827 

0094 
0169 
0210 

0768 
0323 
0743 

0047 

BoracU 

0084 

Granat  (Pjnrop,  Böhmen)   . 

0105 

„    (Almandin,  Indien)   . 

0887 

0180* 

0765 

0090 

„    (edler,  Grönland)  .    . 

0882 

0131 

0780 

0065 

„    (Spessartin,  Haddam) 

0824 

0214 

0738 

0107 

„    (Melanit,  Frascati)     . 

0734 

0143* 

0677 

0071 

„    (Melanit,MagnetGove) 

0736 

0174* 

0666 

0087 

„    (Aplom,  Sachsen) .    • 

0743 

0070 

0715 

0035 

„    (Oraoya) 

0745 
0693 

0178 
0187* 

0674 
0618 

0089 

„    (Heaaonit,  Cteylon)     . 

0093 

„    (GrosBular,  Wüui)     . 

0693 

0160* 

0629 

0080 

„    (Groestdar,  Oravic 

ai) 

0684 

0160 

0620 

0080 

Die  mit  *  bezeichneten  Substanzen  lieferten  die  genauesten  Bestimmungen. 

Unter  den  im  regulären  System  krystallisirenden  Körpern  zeigen  Dia^ 
mant  und  Rothki^fererz  eine  so  geringe  Ausdehnung  bei  niederen  Tempera- 
turen, dass  es  besonderer  Sorgfalt  bedurfte,  um  genaue  Messungen  zu 
gewinnen.  Ueberdies  hat,  während  a  sehr  klein  ist,  J  alJ  0  einen  beträcht- 
lichen Werth,  so  dass  die  Ausdehnung  für  je  einen  Grad  mit  sinkender 
Temperatur  rasch  abnimmt,  ganz  wie  bei  Wasser  in  der  Nähe  seines  Dich- 
tigkeitsmaximums. Man  wird  daher  auch  bei  diesen  Körpern  ein  Dichtig- 
keitsmaximum erwarten  müssen,  d.  h.  ihre  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
positiven  Ausdehnungsco^fficienten  werden  mit  sinkender  Temperatur  ab- 
nehmen, bei  einer  gewissen  Temperatur  Null  und  darauf  negativ  werden. 
Die  Werthe  für  a^a  +  2b0  sind: 

Diamant  0,0^0060  +  0,0^0144  0, 

Rothkupfererz       0,0^0009  +  0,0^0210  0. 

Daraus  folgt,  dass  Diamant  bei  —  41,7®  und  Rothkupfererz  bei  —  4,3®  ein 

Maximum  der  Dichte  erreichen;  bei  noch  niedrigeren  Temperaturen  würden 

sie  sich  während  der  Erwärmung  zusammenziehen.^ 

Durch  hohe  Werthe  der  thermischen  Ausdehnungscoöfficienten  zeichnen 
sich  aus:  arsenige  Säure,  die  Chloride  von  Natrium,  Kalium,  Ammonium 
und  Silber,  die  Bromide  von  Kalium  und  Silber,   das  Jodid  von  Kalium.^ 

1  H.  FizBAU,  Compt  rend.  60,  1161,  1865;  62,  1101,  1866;  Pogg.  Ann.  126,  611, 
1865;  128,  583,  1866. 

«  H.  Fkäaü,  Compt.  rend.  64,  314,  771,  1867;  Pogg.  Ann.  132,  292,  18G7. 
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Zur  Vergleichung  mögen  aus  der  Reihe  der  Metalle  nach  H.  Fizeau  ange- 


führt werden: 

Ja 

«        je 

Indium  (geschmolzen)         0,0^4170  0,0e4238 
Selen  (geschmolzen)  3680        1115 

~  ■  0326 

1141 

J 


3680 
3069 
8021 


Cadmium  (gepresstes  Palver) 
Thallium  (geschmolzen) 

Nach  den  Messungen  von 
coöfficienten  von 

Platin  (rein) 
Iridium  (rein) 

Stahl  (gehärtet) 


Aa 

Je 

Blei  (geschmolzen)  0,042924  0,0«0239 

Silber  (geschmolzen)  1921        0147 

Platin  (geschmolzen)  0905        0106 

Silicium  (krjstallinisch)       0276        0146 

R.  BbnoIt  (1888)  sind  die  Ausdehnungs- 


a     =  10-«  (8840,5  +  3,78  ö) 

a     =10-»  (6314,5+  7,36  0) 

1=  10-»  (10283  +  12,00  0) 

"  \  =  10-»  (10387  +  11,90  S). 


Hexagonales  System. 


Aa 
Aß 

a 

5 

Wismuth 

+  1  V- 
1  a  .  . 

.  0,0^1621 
1208 

0,0j0209 
0311 

0,0^1537 
1084 

0,0,0104 
0155 

Antimon 

1  a  .  • 

1692 

0882 

-  0094 
0184 

1730 
0828 

—  0047 
0067 

Magnethiex 

\  a.  . 

0235 
3120 

0864 
-  0165 

—  Olli 
3186 

0432 
-  0082 

Zinnober    

-(:■:: 

2147 
1791 

0151* 
0063* 

2087 
1766 

0075 
0031 

Fyrargyrit 

—    «  .  . 

\  a\  . 

0091 
2012 

1052 
-  0231 

-  0330 
2104 

0526 
0115 

Quarz 

_  1  «  •  • 
1  «'. . 

0781 
1419 

0205* 
0238* 

0699 
1324 

0102 
0119 

Rothzinheiz  (Spartalit)  .  . 

0316 
0539 

0186 
0128 

0242 
0490 

0093 
0061 

Korund  (blau,  Indien)  .  . 

+ 1  ".•  • 

1  ce  .  . 

0619 
0543 

0205 
0225 

0537 
0453 

0102 
0112 

Eisenglanz  (Elba)  .... 

l  a.  . 

0829 
0836 

0119 
0262 

0781 
0781 

0059 
0131 

Jodsilher 

1  a  .  . 

l  a'. . 

.—  0397 
0065 

-  0427 
0138 

-  0226 
0010 

-  0213 
0069 

KaUupath  (Island) .... 

2621 
.  -  0540 

0160 
0087 

2557 
-^  0575 

0080 
0043 

Dolomit  (Traversella)   .  . 

+  1  ";• 

\   a  .  . 

2060 
0415 

0368 
0193 

1913 
0338 

0184 
0096 

Magnesit  (Brück)  .... 

2130 
0599 

0339 
0243 

1994 
0502 

0169 
0121 

Eisenspath  (Sideroplcsit)   . 

*!:•:: 

1918 
0605 

0255 
0173 

1816 
0536 

0127 
0086 

lurmalin   (grün,  Brasilien) 

-!:•:: 

0905 
0379 

0320 
0183 

0777 
0306 

0160 
0091 

Beryü  (Sibirien)  .... 

-(:■:: 

.  —  0106 
0137 

0114* 
0133* 

-  0152 

0084 

0057 
0066 
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Tetragonales  System. 


je 

a 

b 

Anat€U 

Ruta  (UmogeB) 

Zinjierz  (Sachsen)  .... 

Zirkon 

Tenttian  (Wilui)    .... 

+  {":- 

1  a  .  .  . 

l  a.  . 
—  i  «  •  •  • 

.  0,040819 
0468 
0919 
0714 
0392 
0821 
0443 
0233 
0740 
0839 

0,0,0311 
0295 
0225 
0110 
0119 
0076 
0141 
0191 
0174* 
0167  • 

0,040695 
0850 
0829 
0670 
0344 
0291 
0387 
0157 
0670 
0772 

0,0,0155 
0147 
0112 
0055 
0059 
0038 
0070 
0095 
0087 
0083 

In  di^en  Tabellen  bedeuten  a  und  a  die  Ausdehnungscoöfficienten  in 
der  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  und  in  den  dazu  senkrechten  Richtungen. 
Der  cubische  Ausdehnungscoöfficient  ist  gegeben  durch  a  +  2ct\  Je  nach- 
dem die  Differenz  a  —  cc  positiv  oder  negativ  ist,  wurde  dem  Namen  des 
Körpers  ein  +  oder  —  Zeichen  hinzugefügt. 

Für  die   Hauptausdehnungsco^fficienten  des  Qttarz\   der  sich  in  den 
Richtungen  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  fast  zwei  Mal  so  stark  ausdehnt 
als  parallel  zu  jener  Axe,  hat  J.  K.  BenoIt  folgende  Werthe  erhalten*: 
a  =10-»  (7110,7  +  17,120) 
a'  =  10-»  (13162,7  +  25,26  0). 

Ein  ausserordentliches  Interesse  gewähren  die  Untersuchungen  über  die 
thermischen  Eigenschaften  des  JodsHber.  Nach  den  Beobachtungen  von 
H.  FiZBAu'  über  die  thermische  Ausdehnung  der  hexagondUn  Modification, 
welche  sich  auf  das  Temperaturintervall  von  —  10**  bis  +  70^  C.  erstrecken, 
wird  durch  eine  Erwärmung  in  der  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  eine 
bedeutende  und  mit  der  Erhöhung  der  Temperatur  beständig  zunehmende 
Contraction,  in  den  dazu  senkrechten  Richtungen  eine  schwache  Ausdehnung, 
im  Ganzen  eine  mit  steigender  Temperatur  stetig  zunehmende  Verringerung  des 
Volumens  betairkt.  Es  ist  nämlich: 
cf  =  -  0,0^0397, 


^=-0,0e0427. 


«'=  +  0,0^0065, 


^-+0,0e0138, 


«  +  2«  =  -  0,0,0267,      ^^  +  2^  =  -  0,0«0151. 

^  H.  FizEAu,  Bech.  snr  ]a  dilat  et  la  double  r6fract.  du  cristal  de  röche  ^chauff6. 
(ximpt  rend.  58, 923, 1864.   Ann.  chim.  phys.  (4)  2, 143, 1864.  Pogg.  Ann.  123,  515, 1864. 

'  J.R.  Bktoit,  Trav.  et  M^m.  bnr.  intern,  e,  119,  121,  1888. 

'  H.  Fbbau,  Snr  la  propri^t^  que  posB^de  Tiodure  d'argent  de  se  contracter  par 
la  chaleur  et  de  se  dUater  par  le  froid.  Compt.  rend.  64,  314,  771, 1867.  Pogg.  Ann. 
1*12,  292,  1867.  H.  Saiktb-Clairb  Dbville,  Sur  les  propri^t^  de  Tiodure  d'argent 
Compt  rend.  64,  323,  1867.    Pogg.  Ann.  132,  307,  1867. 
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Dem  Vorgange  der  Contraction  folgt  unter  gewöhnlichem  Druck  bei 
einer  Temperatur,  welche  von  W.  Wesnickb  zu  138 — 138,5**,  von  Rodwell 
zu  142 — 145,5®,  von  W.  Kohlbausch  zu  145®,  von  E.  Mallabd  und  Le 
Chateleeb  zu  146®  bestimmt  wurde,  eine  Zustandsänderung ,  indem  das  Jod- 
silber alsdann  unter  Wärmeabsorption  in  eine  reguläre  Modification  übei^eht. 
Diese  Transformation  ist  umkehrbar. 

Was  die  sich  hieran  anschliessenden  Untersuchungen  (von  E.  MatjiArp 
über  die  Beziehungen  zwischen  den  Erystallformen  der  hexagonalen  und  der 
regulären  Modification^  von  E.  MiJLLABD  und  Le  Chatelieb  über  den 
Einfluss  des  Druckes  auf  die  TJmwandlungstemperatur,  von  M.  Bellati  und 
R.  RoMANBSB  über  die  specifischen  Wärmen  jener  beiden  Modificationen) 
angeht,  so  muss  ich  mich  an  dieser  Stelle  damit  begnügen,  auf  die  unten 
citirte  Litteratur  zu  verweisen.^ 

Die  Hauptausdehnungscoefficienten  des  KdOcspath  sind  nach  den  Messun- 
gen von  J.  R.  BenoIt  (1888): 

a  =  10-»    (24963,3  +  27,34  0) 

a'=  10-»  (-5541,5+    1,940). 

Bemerkenswerth  ist,  dass  die  mit  dem  Ealkspath  isomorphen  Carbonate  auch 

in  den  Richtungen  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  positive  Ausdehnungs- 

coöfiBcienten  besitzen. 

Im  Beryll  findet  in  der  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  eine  deutliche 

Zusammenziehung,   in   den  dazu  senkrechten  Richtungen  aber  eine  sehr 

schwache  Ausdehung  statt.    Noch  geringer  ist  der  cubische  Ausdehnungs- 

coßfficient:  ,  ^  /       ,  AAAißQ 

a  +  2«  =  +  0,0^0168, 

dessen  Werth  ziemlich  rasch  abnimmt,  da: 


^^  +  2^  =  3,80 


AS^     AS 
ist.    Aus: 


*  H.  P.  Talbot,  On  a  new  properly  of  the  Jodide  of  Silver.  PhU.  Mag.  (3)  12, 
258,  1838.  Pogg.  Ann.  46,  326,  1889.  —  W.  Webnicke,  Brechung  und  Dispersion  des 
Lichtes  in  Jod-,  Brom-  und  Chlorsilber.  Pogg.  Ann.  142,  560, 1871.  —  G.  T.  Rodwell, 
On  the  effects  of  heat  on  Jodide  of  Silver.  Proc.  Roy.  Soe.  23,  97,  1875.  On  tho 
effect  of  heat  on  the  Chloride,  Bromide  and  Jodide  of  SUver.  ibid.  25,  280,  1877  ; 
31,  291,  1881.  On  the  effect  of  heat  on  the  Di-iodide  of  Mercury.  ibid.  28,  284, 
1879.  On  the  coefficients  of  Expansion  of  the  Di-iodide  of  Lead,  PbJ,,  and  of  an 
AUoy  of  Jodide  of  Lead  with  Jodide  of  Silver,  PbJ^.AgJ.  ibid.  32,  540, 1881.  Ou 
the  effects  of  heat  on  certain  Haloid  Compounds  of  Silver,  Mercury,  Lead  and  Copper. 
Phil.  Trans.  173,  1125,  1882.  —  M.  Bellati  and  R.  Rohamese,  On  the  specific  heat 
and  hoat  of  transformation  of  the  Jodide  of  Silver,  AgJ,  and  of  the  AUoysCUfJg.AgJ, 
Cu,J^.2AgJ,  CujJ,.3AgJ,  Cu,J2.4AgJ,  Cu2J,.12AgJ,  PbJ,.AgJ.  Proc.  Roy.  See. 
34,  104,  1882.  Phil.  Trans.  173,  1169,  1882.  --  £.  Mallard  et  Le  Chateubk,  Sur  le 
dlmorphlume  de  l'iodure  d'argent  Compt  rend.  97, 102,  1888.  Bull.  soc.  min.  de  France. 
0,  181,  1888.  Sur  la  Variation,  avec  la  pression,  de  la  temp^rature  k  laquelle  se  produit 
la  triuwformation  de  l'iodure  d'argent  Compt.  rend.  99,  157,  1884.  Bull.  7,  478,  1884. 
Joum.  de  phys.  (2)  4,  306,  1885.  —  W.  Kohlrausch,  Das  elektr.  Leitungsvermögen 
von  Chlorsilber,  Bromsilber  und  Jodsilber.    Ann.  d.  Phys.    N.  P.    17,  642,  1882. 
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a  +  2a  =  a  +  2a  +  2(fc  +  26')0  =  0,0^0016  +  0,0fl0378  0 

ergiebt  sich  für  Beryll  ein  Dichtigkeitsmaximum  bei  —  4,2^  C,  so  dass  dieser 
Körper  ein  ähnliches  Verhalten  zeigt  wie  Diamant  und  Rothkupferez.^  — 
Nach  J.  R.  BenoIt  (1888)  ist: 

a  ^  10-»(-  1340,3  +  8,06  0) 

a'=10-»        (994,2  +  9,30  0). 

Auch  diese  überaus  sorgfaltigen,  von  den  FiZEAu'schen  nur  sehr  wenig  ab- 
weichenden Messungen  lassen  auf  ein  Maximum  der  Dichte  schliessen;  das- 
selbe würde  aber,  wie  aus 

a  +  2«'=  10-»  (648,1  +  26,66  0) 
hervoi^eht,  erst  bei  —  24,8**  zu  erwarten  sein. 


E^.  72. 


Fig.  73. 


Fig.  74. 


Rhombische  Krystalle. 


Aa 
AS 

a 

b 

Aragonit    .... 
(Pig.  72.) 

0,0^3460 
1719 

0,0,0837 
03C8 

0,048325 
1572 

0,0,0168 
0184 

\a"  [a] 

1016 

0064 

0990 

0032 

Ckrygoberyü    .  .  . 
(Fig.  73.) 

«'  M 

0602 
0516 

0220 
0122 

0514 
0467 

0110 
0061 

a"  [6] 

0601 

0101 

0561 

0050 

Tbpas     

(Flg.  74.) 

r«  W 

0592 

0183* 

0519 

0091 

U  [a] 

0484 

0153* 

0423 

0076 

U"  [6] 

0414 

0168* 

0347 

0084 

Nach  A.  SoHBAUT*  sind  die  HauptausdehnimgscoSfficienten  im: 


*  H.  FiZEAü,  Compt.  rend.  62,  1144,  1866.  Ann.  chim.  phys.  (4)  8y  356,  1866. 
Pogg.  Ann.  12s,  584,  1866. 

*  A.  ScHRADF,  Ueber  die  AuBdehnungscoSflScienten  des  Schwefels.  Ann.  d.  Phys. 
N.  F.  27,  315,  1886.  Die  thermischen  Constanten  des  Schwefels.  £in  Beitrag  zur 
Lehre  der  Aosdehnungscoefiicienten.  Zeitschr.  f.  Kryst  12,  321,  1887.  Ueber  die 
Trimorphie  und  die  Ausdehnungsco^fficienten  von  Titandioxid.  Zeitschr.  f.  Kryst.  % 
483,  1884. 

LiDucE,  PbjB.  KiTitollogr.  7 
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0,042144 
T138 
8604 


Brookii   . 
(Fig.  76.) 


Um 


0,0«1449 
1920 
2205 


Schwefel  .    .   r«    [c] 
(0  =  21,250)  \a   M 

(Fig.  75.)  U"ra 

Nach  Fb.  Pfaff^  ist  die  lineare  Ausdehnung  von  0^  bis  100^  C.  im: 

M  ra  H 

Baryt  (Fig.  77)  .     .    0,001481  0,002252  0,001490 

Coelestin     ....    0,001920  0,001851  0,001490. 

In  dieser  Tabelle  beziehen  sich  die  Hauptausdehnungscoöfficienten  a  und 
a  auf  die  Sichtungen  der  Halbirungsgeraden  des  spitzen  und  des  stumpfen 
Winkels  der  optischen  Axen,  a"  auf  die  Normale  der  Ebene  dieser  Axen. 
Die  darauf  folgende  Beihe  enthält  die  Bezeichnungen  der   entsprechenden 

krjstallographischen  Axeu, 
welche  auch  in  den  Fig. 
72 — 77  eingetragen  sind. 
An  comprimirtem  Pul- 
ver von  Sckicefel  aus  Sici- 
lien  wurde  von  H.  Fizeau 
die  mittlere  lineare  Dila- 
tation nach  einer  unter 
54044'  gegen  die  drei  ther- 
mischen Axen  geneigten 
Richtung  (S.  102)  bestimmt 
und  dafür  der  hohe  Werth: 
Ä*=  0,0^6413, 


Fig.  75. 


Fig.  76. 


-r^ ^ 


Fig.  77. 


^*  =  0,0,3348 

gefunden.*  Aus  diesem 
für  40°  C.  geltenden  Be- 
trj^e  ergiebt  sich  für 
21,25® :  «*=  0,045785,  nahezu  übereinstimmend  mit  dem  aus  den  Angaben 
von  A.  SciiBAUF  fliessenden  Werthe  {a  +  a  +  a)l%  =  0,0^5962. 

Die  von  A.  Soheauf  gewonnenen  Hauptausdehnungscoßfficienten  wurden 
durch  Messungen  von  Flächenwinkeln  eines  Schwefelbrystalls  von  Truska- 
wice  in  Oalizien  und  eines  künstlichen  aus  Schwefelkohlenstoff  ausgeschie- 
denen Krystalls,  in  Verbindung  mit  einer  directen  mikroskopischen  Messung 
des  Ausdehnungscoefficienten  in  der  Richtung  der  Verticalaxe,  bestimmt. 

Die  Untersuchungen  von  A.  Schkaüf'  verfolgen  das  Ziel,  einen  Zu- 
sammenhang xvmchen  den  Hauptatisdehnimgsco'efficienten  und  den  VerkäUnissen 
der  krystaüographiscken  Axeneinheiien  aufzusuchen.  Von  der  Ueberlegung 
ausgehend,  dass  ein  solcher  Zusammenhang  nur  dann  erkennbar  sein  würde, 

'  F.  Pfaff,  Unters,  üb.  d.  Ausdehnung  der  Krjstalle  durch  die  Wärme.  Pogg. 
Ann.  107,  148,  1859. 

•  H.  Fizeau,  Compt  rend.  68,  1128,  1869.    Pogg.  Ann.  188,  80,  1869. 

'  Vgl.  ausser  den  soeben  citirtcn  Abhandlungen:  Ueber  Ausdelmung8co6fiGicienten, 
axiale  Dichte  u.ParameterverhältnisstrimetrischerKiyst.  Ann.d.Phy8.  N.F.  28,488,1886. 


Beobachittngen  von  H.  Ficceau, 


99 


wenn  der  „Einfluss,  den  etwa  eine  intramolekulare  DifFerenzirung  der  Sub- 
stanz hervorbringen  könnte",  vollständig  ausgeschlossen  ist,  betrachtete  er 
zuvörderst  krystallisirte  Orundstoffe.  Am  rhombischen  Schwefel  ergab  sich, 
dass  die  Hauptausdehnungscoßfficienten  mit  den  Längen  der  Krystallaxen 
oommensurabel  sind,  da  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler: 

cca :  ahicCc^SaiSb:  e. 
Giebt  man  also  der  gewöhnlich  zur  Grundform  gewählten  Pyramide  des 
Schwefel  das  Symbol  (881),  so  sind  die  Verhältnisse  der  Hauptausdehnungs- 
co^fficienten  identisch  mit  den  Verhältnissen  der  Axeneinheiten.  Aehnliche 
eiü&che  Beziehungen  lassen  sich  für  Antimon  und  Wismuth  ableiten.  „Bei 
Grundstoffen  ist  jene  Ursache,  welche  die  Dimensionen  der  Krystallgestalt 
hervorruft,  auch  massgebend  für  die  axial  ungleichen  Dilatationscoefficienten." 


'<3!*»tf' 


Ix?^^?' 


Fig.  78. 


Pig.  79. 


Monokline  Erystalle. 


Ja 

je 


Ofpt  (Montmartre)      \^  ", 
Pig.  62,  S.  75        |J«„ 

Jinpferlasur  (Chessy)  \X^  a 

Orüoklas  iX^a 

(Adokr,  St  Gotthard)  \  X^  a 

Pig.  64,  8.  77.        IXj« 

JE/)iA><  (Brasilien)    j-^", 
Pig.  78.  ^l.. 

wiiiyi/ (Weaterwald)     f-?»", 
Pig.  79.  j-±?«, 


0,044163 

0,0^0936 

0,043789  0,0,0468 

0157 

0109 

0113 

0054  (2r,a)  = 

+  47044' 

2933 

0843 

2796 

0171 

1259 

0203 

1178 

0101 

2081 

(X,a)  = 

-290  3' 

-  0098 

-  0203 

0128 

-  0254 

0064 

1905 

0106 

1863 

0058  (JT,  a)  =r 

+  18048' 

-  0151 

0146 

~  0209 

0073 

0918 

0256 

0811 

0127 

0334 

0206 

0252 

0103  {Xj,a)  = 

+  340  8' 

1086 

0305 

0964 

0152 

1386 

0076 

1356 

0038 

0272 

0076 

0242 

0038  (Xj,a)  = 

+  53037' 

0791 

0208 

0708 

0104 

7* 
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Ein  monokliner  Erystall  ist  hinsichtlich  seiner  thermischen  Ausdehnung 
durch  8  Gonstanten  charakterisirt:  es  müssen  für  eine  gegebene  Temperatur 
die  Werthe  der  drei  Hauptausdehnungscoöfficienten  und  des  Winkels  x^  den 
eine  der  beiden  in  der  Symmetrieebene  gelegenen  thermischen  Axen  mit 
einer  gegebenen  krystallographischen  Richtung  einschliesst,  ermittelt  werden; 
ausserdem  sind  die  Zuwachse  zu  bestimmen,  welche  diese  Grössen  durch 
eine  Erhöhung  der  Temperatur  um  1**  erfahren. 

Zur  Ermittelung  dieser  Constanten  hat  H.  Fizeau  die  Dickenänderungen 
von  Tier  Platten  gemessen,  welche  in  folgender  Weise  gewonnen  wurden.^ 
Aus  dem  Krystall  sei  ein  Würfel  geschnitten,  an  welchem  ein  Plächenpaar 
zur  Symmetrieebene  parallel  ist,  während  die  beiden  anderen  Flächenpaare 
eine  beliebige,  aber  bekannte  Orientirung  haben.  Wir  bezeichnen  (ohne 
Rücksicht  auf  die  relativen  Werthe  der  Ausdehnungscoefficienten)  mit  X^,X^,  X^ 
die  thermischen  Axen,  mit  a,  b,  c  die  Kantenrichtungen  des  Würfels.  ^  =  6 
sei  die  Symmetrieaxe.  Ferner  sei  der  Winkel  (X^a)  =  (XjC)  =/.  Die  über 
dem  positiven  und  dem  negativen  Oktanten  des  Würfels  gelegenen  Ecken 
seien  gerade  abgestumpft  durch  ein  Flächenpaar  mit  der  Normale  b.  Als- 
dann können  an  dem  in  solcher  Weise  hergerichteten  Krystall  die  Dicken- 
änderungen von  vier  Platten  mit  den  Normalen  a,  b,  c,  b  gemessen  werden. 
Die  Verhältnisse  der  Dicken  d^lda  =  ma, . .,  dtjä^  ==  wt  sind  die  vier  ge- 
gebenen Grössen.  Demnach  erhalten  wir  nach  [8]  S.  57  vier  Gleichungen  zur 
Berechnung  der  vier  gesuchten  Grössen  "i  =  1  +  A,,  jm^  =  1  +  il^,  /li,  =  1  +A3,  /■. 
Die  Richtungscosinus  jener  Normalen  in  Bezug  auf  die  thermischen  Axen 
sind: 


a 

b 

c 

b 

^1 

cos  X 

0 

sm;U 

Vi(cos;if  +  8in;ir 

X, 

0 

1 

0 

VJ 

Xs 

-änx 

0 

cos;^ 

Vi^cmx-ainx) 

Folglich  ist: 


9        cos*y    ,    sm*y  l 


.       sin'y    ,    cos'y 


-^'=iL?+^'+^'"2^(ii^-ii-')  +  ^J' 


Eliminirt  man  ju^,  fi^j  u^,  so  ergiebt  sich  eine  Relation  zur  Berechnung 
von  X' 

.2 


ITla 


tan  2x  = 


«»a*  —  *^c* 


*  H.  Fizeau,  Compt.  rend.  66,  1005,  1072,  1868.    Pogg.  Ann.  135,  372,  1868. 
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Werden  hierin  wieder  nur  die  ersten  Potenzen  der  Ausdehnungscoöfficienten 
beibehalten,  so  ist  rf'/cT*  =z  m^  :==  1  —  X^  folglich: 

sx^  -  a^  +  Aj,  +  A,) 


tan  2  ;^  = 


K-h 


Nachdem  z  ^^  den  gegebenen  Ausdehnungsco^fficienten  in  den  Richtungen 
der  Normalen  a,  b,  c,  b  gefunden  ist,  erhält  man  die  Hauptausdehnungs- 
coefficienten  aus: 

1  1  f      2    .         2    .    ^a* ""  ^c'  \         1  1  ,  ,        ,        1 

oder  aus  den  angenähert  geltenden  Formeln: 

^-i{^+^+~^),      ^-h.      As  =  ^  +  ^-^. 

In  der  Tabelle  auf  S.  99  bezieht  sich  der  erste  Ausdehnungscoöffi- 
cient  a  auf  die  Richtung  der  Symmetrieaxe,  der  zweite  gilt  für  jene  ther- 
mische Axe,  welche  der  Normale  zum  Orthopinakoid  (100)  am  nächsten 
liegt  Die  Orientirung  dieser  Axe  ist  in  der  letzten  Reihe  noch  genauer 
angegeben  durch  den  Winkel,  welchen  sie  mit  der  Klinoaxe  a  einschliesst; 
dieser  Winkel  ist  positiv  gerechnet,  wenn  er  von  a  aus  gegen  die  Vertical- 
axe  e  im  stumpfen  Winkel  (ae)  genommen  werden  soll.  Ferner  bedeuten 
in  der  Tabelle  -X^,  X^,  X^  die  Richtungen  der  grössten,  mittleren,  kleinsten 
thermischen  Ausdehnung.  Bemerkenswerth  sind  die  negativen  Ausdehnungs- 
co€f3ßcienten  in  den  Richtungen  A'g,  X^  des  Orthoklas  und  X^  bei  Kupfer- 
lasur. 

30.  Berücksichtigt  man,  dass  die  thermischen  Dilatationen  erfahrungs- 
gemäss  sehr  kleine  Grössen  sind,  deren  Quadrate  gegen  sie  selbst  vernach- 
lässigt werden  können,  so  geht  die  Relation  (3)  auf  S.  55,  welche  nach  Ein- 
führung der  HauptdUatationen  A^,  Aj,  A3  und  der  Dilatation  A  in  der 
Richtung  r  lautet: 

(1  +  ;ii)«cos«rXi  +  (1  +  A2)*cosVX3  +  (1  +  X^yaos^rX^  =  (1  +  't)^ 
über  in: 

(1)  AiCOsVXj  +  l^cos^rX^  +  X^cos^rX^  =  X. 
Mit  derselben  Annäherung  erhalten  wir  aus  (14)  auf  S.  59: 

(2)  ^  +  ^  +  ^3-^; 

die  räumliche  Dilatation  ist  also  gegeben  durch  die  Summe  der  drei  Haupt- 
dilatationen. Sie  ist  aber  auch  angenähert  gleich  der  Sunune  der  linearen 
Dilatationen  X,  X\  X'  in  irgend  drei  Richtungen  r,  r ,  r ',  die  vor  der  De- 
formation auf  einander  senkrecht  stehen;  denn  die  Addition  der  für  diese 
Richtungen  geltenden  Gleichungen  (1)  ergiebt  mit  Rücksicht  darauf,   dass: 

cos  VXi  -h  cos  V^i  +  cos  V'Zi  =  1 
(.=  1,2,  3)  ist, 

(3)  ii  +  Aa  +  A3  =  A  +  r-h  r=  T. 


102  Homogene  DeformoHonen, 


TJebrigens  bedarf  man,  wie  H.  Fizeait  bemerkt  hat,  bei  kleinen  Deformationen 
zur  Ermittelung  der  raumlichen  Dilatation  nur  der  Messung  der  y,mittleren^' 
linearen  Dilatation  in  der  Richtung,  welche  eine  von  den  Hauptaxen  gebil- 
dete Ecke  halbirt ;  denn  für  (rX^)  =  (rX^)  =  (rX^),  cos  ^rXi  =  1/3,  {rXi)  =  54H4' 
ergiebt  sich  aus  (1)  und  (2): 
(4)  A^  +  i3  +  A3  =  8A*=r. 

Die  räumliche  Dilatation  ist  also  das  Dreifache  der  mittleren  linearen  Dila- 
tation. 

Um  zu  prüfen  ob  die  der  Relation  (4)  zu  Grunde  liegende  Vernach- 
lässigung berechtigt  ist,  hat  H.  Fizeaü  an  einigen  hexagonalen,  tetrs^onalen 
und  rhombischen  KrystaÜen  die  aus  den  Hauptdilatationen  berechneten 
Werthe  der  mittleren  linearen  Dilatation  k*  mit  den  direct  gemessenen 
Werthen  derselben  verglichen.^  Die  Unsicherheit  in  dem  Schnitt  der 
Krystallplatten  betrug  6'  bis  10'. 

Wismuth 

Quarz 

KalkBpath 

BeiyU     . 

Zirkon 

Aragonit 

Topas     . 

Am  Wismuth  wurde  X*  an  einer  Platte  parallel  einer  Fläche  des  Grund- 
rhomboeders,  deren  Normale  unter  56^  24'  gegen  die  Axe  y  geneigt  ist»  ge- 
messen und  demgemäss  k*  berechnet  aus: 

0,0^621  cos  2  66«  54'  +  0,0^1208  sin  «  56054'. 

31.  Nach  dem  Beobachtungsverfahren  von  H.  Fizeau  wird  die  Dicken- 
änderung einer  Erystallplatte  direct  der  Längenänderung  ihrer  anfanglichen 
Normale  gleichgesetzt.  Genau  genommen  trifft  dies  nur  zu,  wenn  die  Platte 
auf  einer  thermischen  Sjmmetrieaxe  senkrecht  steht.  Die  Vernachlässigung 
des  Unterschiedes  der  beiden  Aenderungen  in  allen  Fällen  kommt  darauf 
hinaus,  den  auf  S.  57  berechneten  Winkel  gleich  Null  zu  setzen,  welchen  die 
aus  der  ursprünglichen  Plattennormale  N  hervorgegangene  Richtung  N'  mit 
der  neuen  Plattennormale  N  einschliesst  Werden  nur  die  ersten  Potenzen 
der  Ausdehnungscoöfficienten  beibehalten,  so  ist  dieser  Winkel  in  der  That 
stets  der  Null  gleich,  da  alsdann  mfA^^l  wird.  Um  nun  eine  Vorstellung 
über  den  Betrag  zu  gewinnen,  welchen  der  Winkel  (N'N)  erreichen  kann, 
sind  für  die  von  R  Fizeau  untersuchten  krystallisirten  Körper  die  absoluten 
oder  relativen  Maxima  desselben  nach  Formel  (13)  S.  59  für  das  Temperatur- 
intervall von  0®  bis  100®  C.  berechnet  worden. 


berechnet 

gemessen 

0,0«1834 

0,0J3d8 . 

1206 

1206 

0514 

0507 

0056 

0057 

0308 

0304 

2065 

2031 

0497 

0497 

H.  FizBAü,  Compt.  rend.  66,  1012,  1074,  1868.    Pogg.  Ann.  135,  372,  1868. 
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^  =  1  +  100. «500 

/*'  =  l  +  100-.o'5«o 

Wismuth    .    .     . 

1,001641 

1,001239 

1'  23,0" 

Antimon 

1,001683 

1,000895 

2  42,4 

Magnetkies 

!        1,000321 

1,003104 

9  33,0 

Zinnober 

1        1,002162 

1,001797 

1  15,B 

Pyrargyrit. 

1,000196 

1,002219 

6  56,7 

Quarz     .     . 

1,000801 

1,001443 

2  12,3 

Rothzinkerz 

1,000335 

1,000551 

0  44,8 

Korund .     . 

1,000639 

1,000565 

0  13,2 

Eisenglanz . 

1,100840 

1,000862         j          0    4,5 

JodsUber    . 

0,999561 

1,000079         I          1  47,0 

Kalkspath. 

1,002637 

0,999468                 10  43,4 

Dolomit 

1,002097 

1,000434                  5  42,7 

Magnesit    . 

1,002163 

1,000623        i         5  17,2 

EäBenapath 

1,001943 

1,000622                  4.32,2 

Tormalin    . 

1,000987 

1,000397                  2    3,8 

Beryll    .    . 

0,999905 

1,000150 

0  50,4 

Anatas  .    . 

1,000850 

1,000497 

1  13,0 

Rutil      .    . 

1,000941 

1.000725                  0  44,8 

Zinnerz  .     . 

1,000403 

1,000329                  0  16,1 

Zirkon    .    . 

1,000457 

1,000252        ,         0  42,5 

Vesnvian    . 

1,000757 

1,000855        1         0  20,3 

Ebene 

1  +  100. Oftoo 

l  +  lOO.a'jo» 

l  +  lOO.a'öo» 

bc 

ca 

ab 

Aragonit    .    . 

1,003494 

1,001756 

1,001022 

5'ö7,6" 

8'28,7" 

2'3I,2" 

ChiyBoberyll . 

1,000624 

1,000528 

1,000611 

0   2,6 

019,8 

017,2 

Topas   .    .    . 

1,000610 

1,000499 

1,000431 

0  36,9 

0  22,9 

014,0 

0,999810 

1,001916 

0,999864 

Ebene 

2;2r, 

X,X, 

X,X, 

Orthoklas  .    . 

011,1"    ri4,i" 

r  2,9" 

Gyps     .    .    . 

1,0( 

942 

57 

1 

1,000168 

1 

,002967 

9  36,5 

U    1,5 

4  25,1 

Sehr  erhebliche  Werthe  erreichen  die  Winkel  (N'N)  in  den  Symmetrie- 
ebenen des  rhombischen  Schwefel.  Für  eine  Temperaturerhöhung  um  einen 
Grad  C.  (bei  21,25«)  ist: 

Ebene 


1+« 


1  +  a 


1  +  «" 


bc 


ab 


1,0^2144 


1,0^7138 


1,0^8604 


13,3" 


10,3' 


3,0" 
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EinfEkohe  Sohiebimgen  naoh  Gleitfläohen«^ 

32.  Homogene  Deformationen  von  der  Natur  der  einfachen  Schiebungen, 
deren  charakteristische  Eigenschaften  auf  S.  60  dargelegt  wurden,  können  au 
Körpern,  welche  durch  QleUfiächm  ausgezeichnet  sind,  hervorgerufen  werden. 
Erstrecken  sich  Deformationen  dieser  besonderen  Art  nur  auf  einen  Theil 
eines  einfachen  KrystaUs,  so  erhalten  wir  „einen  mechanisch  erzeugten 
Krystallzwilling.'^  Indessen  bedarf  diese  Bezeichnung  einer  präciseren  Fassung. 

Um  die  Vorstellungen  zu  fixiren,  betrachten  wir  zunächst  die  einfachen 
Schiebungen  am  Kalkspath  nach  den  Flächen  des  KhomboSders  —  |jß. 

Dass  im  isländischen  Kalkspath  dünne,  zuweilen  in  lebhaften  Farben 
reflectirende  Lamellen  nach  diesem  RhomboSder  auftreten,  war  schon 
Chb.  Huyohens  bekannt'  Schiebungen  nach  den  Flächen  von  ~  |  i?  wurden 
zuerst  von  D.  Bbewstbb  beobachtet.'  Später  hat  Fb.  Ppapf  bei  seinen 
Untersuchungen  über  den  Einfluss  eines  einseitigen  Druckes  auf  die  optischen 
Eigenschaften  der  Krvstalle  an  basischen  Platten  von  Kalkspath  augen- 
scheinlich Zwillingslamellen  nach  —  J  i?  dargestellt,  ohne  sie  indessen  zu 
bemerken.*  Darauf  hat  H.  W.  Dove  aus  der  TJebereinstimmung  der  Ab- 
bildungen Pfaff's  mit  denen,  welche  D.  Bbewsteb  für  die  von  einer 
Zwillingslamelle  durchzogenen  Kalkspathplatten  mitgetheilt  hatte  ^,  geschlos- 
sen, dass  es  vielleicht  gelingen  möchte,  solche  Lamellen  durch  Druck  hervor- 
zubringen; er  unternahm  es  jedoch  nicht,  diese  Vermuthung  durch  Versuche 
zu  prüfen.®  Erst  E.  Keusch  gelang  es,  einfache  Methoden  zur  Darstellung 
von  Zwillingslamellen  im  Kalkspath  aufzufinden.^ 

Zu  den  Versuchen  von  E.  Bjbusch  bereitet  man  ein  Kalkspathspaltungs- 
stück  dadurch  vor,  dass  man  an  zwei  gegenüberliegenden  Mittelecken  Flächen 
abfeilt,  welche  ungefähr  auf  zwei  Spaltungsflächen  senkrecht  stehen,  oder  d£u>s 
man  zwei  gegenüberliegende  Mittelkanten  abstumpft.    Alsdann  spannt  mau 


^  Th.  LiEBiBCH,  Ueber  eine  besondere  Art  von  homogenen  Deformationen  kiy- 
stallisirter  Körper.  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen  1887,  435.  N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd. 
e,  105,  1888. 

'  Ghb.  Hutohbns,  Traitö  de  la  lumiöre  etc.    Leide  1690.    Ghap.  V. 

'  D.  Bbewsteb,  On  the  moltiplication  of  Images  and  the  colours  which  accompauy 
them  in  some  specimens  of  Galcareous  Spar.  Pbil.  Trans,  f.  1815,  270.  Gn  a  new  op- 
tical  and  mineralogical  property  of  Galcareous  Spar.  Trans.  Edinb.  Soc  S,  165, 1818. 
On  the  form  of  the  integrant  Moiecule  of  Garbonate  of  Lime.  Trans.  GeoL  Soc.  5, 
b3,  1821.  On  a  new  cleavage  in  Galcareous  Spar,  with  a  notice  of  a  method  of  de- 
tecting  Secondary  Gleavages  in  Minerals.  Edinb.  Joum.  of  Sc.  No.  18,  311—314,  lb28. 
Art.  Optics.  Edinburgh  Encyclopaedia.  15,  611,  1830. 

*  Fr.  Pfapf,  Versuche  üb.  d.  Einfluss  des  Drucks  auf  die  optischen  Eigenschaften 
doppekbrechender  Krystalle.    Pogg.  Ann.  107,  333,  1859. 

^  D.  Brewsteb,  A  Treatise  on  Optics,  new  edit   London  1853,  254. 

•  H.  W.  DovB,  Optische  Notizen.    Pogg.  Ann.  110,  286,  1860. 

'  E.  Keusch,  Ueber  eine  besondere  Gattung  von  Durchgängen  im  Steinsalz  und 
Kalkspath.  Monatsber.  Berlin.  Akad.  1867,  220.  Pogg.  Ann.  132,  441,  1867  (mit  Zu- 
satz). Weitere  Bemerkungen  über  die  durch  Druck  im  Kalkspath  hervorgebrachten 
Erscheinungen.    Monatsber.  Berlin.  Akad.  1872,  248.    Pogg.  Ann.  147,  307,  1872. 
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das  Stüek  mit  den  Feilflächen  in  eine  Presse  mit  parallelen  Backen  oder  in 
einen  Schraubstock  nnd  setzt  es  darin  einem  langsam  gesteigerten  Drucke 
aus.  Man  sieht  dann  dünne  Lamellen  parallel  den  Flächen  des  Rhombo- 
^ders  —  iR  den  ganzen  Erystall  oder  auch  nur  einen  Theil  desselben  durch- 
setzen (Fig.  80).  Zuweüen  sind  die  Lamellen  hinreichend  dick,  um  die 
Orientirung  der  Spaltbarkeit  in  ihnen  constatiren  zu  können.  Oft  lösen 
sich  die  Lamellen  von  dem  benachbarten  unverändert  gebliebenen  Theile  des 
Kiystalls  mit  glatten  Begrenzungsebenen  ab.  An  dem  Durchschnitt  zweier 
Lamellen  beobachtet  man  hohle  Kanäle.  Es 
gelingt  demnach,  alle  Erscheinungen  hervor- 
zubringen, welche  an  natürlichen  Ealkspath- 
kiystallen  bekannt  sind.^ 

Zwillingslamellen  erhält  man  auch,  wenn 
man  die  Schlagfigur  auf  einer  Fläche  des 
Spaltungsrhomboeders  darstellt  oder  wenn  man 
diese  Fläche  nach  ihrer  Symmetiielinie  von 
der  Mittelecke  zur  Endecke  hin  ritzt.' 

Nach  E.  Reüsch  kann  man  an  1,5  bis 
2  mm  dicken  Spaltungsplättchen  durch  blossen 
Druck  mit  einem  abgerundeten  Stahlstift 
Zwillingslamellen  hervorbringen.' 

Von  H.  Baumhaueb  rührt  eine  seitdem  vielfach  benutzte  Modification 
der  soeben  beschriebenen  Versuche  her,  welche  gestattet,  die  Deformation 
des  Kalkspath  nach  einer  Gleitfläche  in  grösserem  Umfange  auszuführen.* 
l^  man  ein  nach  einer  Kantenrichtung  vorwiegend  ausgedehntes  Spaltungs- 
stück mit  einer  vorherrschenden  Endkante  horizontal  auf  einen  Tisch  und 
drückt  man  auf  die  gegenüberliegende  Endkante  senkrecht  zu  derselben  die 
Schneide  eines  Messers,  so  dringt 
die  Klinge  allmählich  in  den  Erystall 
ein  und  bewirkt  gleichzeitig  eine 
Verschiebung  desjenigen  Theiles  des 
Kiystalls,  welcher  sich  zwischen  ihr 
und  der  oberen  Endecke  A  beflndet, 
nach  der  Fläche  von  —  |  i?^  welche 
die  obere  Endkante  gerade  abstumpfen 

würde  (Fig.  81).  Die  an  dem  einspringenden  Winkel  auftretende  Begrenzungs- 
ebene des  verschobenen  Theiles  ist  vollkommen  eben  und   glänzend,    wenn 


Fig.  80. 


Fig.  81. 


^  Vgl.  G.  £o8B,  lieber  die  im  Kalkspath  vorkommenden  hohlen  Canäle.  Abb. 
Berlin,  Akad.  £  d.  Jahr  1868,  57. 

•  V^  G.  Eo6E,  a.  a.  0.  Fig.  12,  13. 

'  Sie  entstehen  anch  bei  der  Herstellung  von  Dönnschliffen ;  vgl.  G.  Linck, 
Kontüiehe  vielfache  Zwillingsstreifung  am  Calcit    N.  Jahrb.  f.  Min.  1888,  1,  208. 

^  H.  Baumhaueb,  Ueber  künstliche  Kalkspathzwillinge  nach  —  ^  jS.  Zeitschr.  f. 
%Bt  3,  588,  1879. 
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es  die  ursprüngliche  Fläche  r  war,  und  die  Halbirungsebene  des  Winkels 
hat  genau  die  Richtung  der  Gleitfläche.^ 

Während  das  Verfahren  von  H.  Baumhaüeb  nur  einen  Schnitt  bis  zu 
den  Mittelkanten  des  Spaltungsrhomboöders  (Fig.  81),  also  auch  nur  die 
Deformation  eines  Theiles  des  Krystalls  erlaubt,  erreicht  man  nach  0.  Mügge 
zuweilen  eine  Deformation  des  ganzen  Rhomboeders,  indem  man  dasselbe  mit 
zwei  gegenüberliegenden  Mittelecken  B,  ^  in  eine  Presse  mit  parallelen 
Backen  spannt  und  einem  allmählich  gesteigerten  Druck  aussetzt  (Fig.  82). 
Die  Deformation  beginnt  an  beiden  Ecken  in  dem  durch  Fig.  83  erläuterten 
Sinne.  Allerdings  sind  Präparate  dieser  Art  meist  stark  von  Sprüngen 
durchsetzt.* 


33.  Um  die  charakteristischen  Eigenschaften  dieser  Deformation  scharf 
aufzufassen,  ist  es  zweckmässig,  von  der  Betrachtung  einer  voüständigm 
Deformation  auszugehen.  Die  Flächen  des  Spaltungsrhomboöders  R  seien, 
bezogen  auf  das  WEiss'sche  Axensystem: 

r  =  0111,     ri=.1101,     rg^lOll 
r  =  0111,     ri  =  lTOl,     ra^lOll. 

Die  Endecken  seien  bezeichnet  mit  Ä,  A\  die  Mittelecken  mit  B,  B^,  B^, 
F,  5/,  B^\  Die  zur  Deformation  benutzte  Gleitfläche  x^  gehöre  der  Zone 
[rj,  rg]  an,  ;ij  =  0112;  es  ist  dies  in  Fig.  84  die  Richtung  der  Verbindungs- 
ebene von  ^j,  B2,  B^\  B^, 

Durch  eine  vollständige  Deformation  geht  nun  das  Rhomboöder  R  in 
das  durch  Fig.  85  dargestellte  Rhomboöder  Ä,  das  Spiegelbild  von  R  in 
Bezug  auf  x^  über.  Die  Flächen  von  R  sind  wieder  die  Spaltrichtungen 
des  deformirten  Krystalls,  also  wieder  gleichberechtigte  Flächen,  allein  in 
ihrem  Verhalten  während  der  Deformation  findet  ein  wesentlicher  Unter- 
schied statt:  in  den  zu  r  parallelen  Richtungen  tritt  ebenso  wenig  wie  in  den 


^  A.  Brezina,  Ueber  künstliche  Kalkspathzwillinge.  Veriiandl.  geoL  Beicbamst 
Wien  1880,  45. 

'  O.  MüGOE,  Beiträge  zur  Kcuntniss  der  Structurfiächen  des  Kalkspathes  und 
über  die  Beziehungen  derselben  untereinander  und  zur  ZwiUingsbilduDg  am  Kaikspatb 
und  ßinigcn  anderen  Mineralien.    N.  Jahrb.  f.  Min.  1883,  1,  32,  81.    1889,  1,  247. 
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Zur  Gleitfläche  parallelen  Ebenen  eine  Verzerrung  ein;  dagegen  erleiden  die 
zu  rj  und  Tj  parallelen  Ebenen  eine  Verzerrung,  indem  die  zu  den  Khom- 
bo^derkanten  parallelen  Geraden  dieser  Ebenen,  welche  vor  der  Deformation 
einen  stumpfen  Winkel  von  109^8' 12"  bilden,  nach  der  Deformation  einen 
spitzen  Winkel  von  70**  51' 48"  einsohliessen ,  und  umgekehrt. 

Die  Mittelecken  B,  ß  sind  in  Endecken,  die  Endecken  A,  Ä  in  Mittel- 
ecken umgewandelt;  nur  B^,  B^  und  B^,  B^  sind  Mittelecken  geblieben. 
Von  den  vier  Symmetrieaxen  «i,  ^a,  c^g,  /  hat  nur  die  zur  Gleitfläche 
parallele  zweizählige  Axe  a^  ihre  Bedeutung  bewahrt  und  von  den  drei 
SvTnmetrieebenen,  welche  durch  y  hindurchgehen  und  auf  den  a  senkrecht 


stehen,  ist  nur  die  zur  Gleitfläche  senkrecht  stehende,  die  Ebene  AB  AB! 
(Fig.  84),  erhalten;  aber  auch  in  dieser  Ebene  hat  eine  Verzerrung  statt- 
gefanden. 

Unterwirft  man  dieser  Deformation  einen  Ealkspathkrystall,  der  nicht 
von  den  Flächen  des  Spaltungsrhomboöders  begrenzt  wird,  so  beobachtet 
man,  dass  die  krystaüographische  Bedeutung  der  Begremungsebenen  nach  der 
Deformation  im  Allgemeinen  von  der  ursprünglichen  verschieden  ist.  Insbe- 
sondere findet  man  ausser  dem  Spaltungsrhombo6der  keine  zweite  einfache 
Kijstallfonn ,  deren  Flächen  auch  nach  der  Deformation  noch  gleich- 
berechtigt sind. 

Da  der  2^nenv€rband  erhalten  bleibt  (S.  52),  so  ist  die  neue  Bedeutung  der  Flächen 
in  vielen  FftUen  sogleich  aus  der  Anschauung  zu  entnehmen.  SteUen  wir  uns  an  dem 
Bhomboeder  Ji  in  Fig.  84  das  basische  Flächenpaar  OB  vor,  so  ist  ersichtlich,  dass 
ans  demselben  ein  Flächenpaar  des  Bhombo^ders  —  2  JS  hervorgeht,  und  dass  auch 
umgekehrt  ein  Flftchenpaar  des  ursprünglichen  Bhombo^ders  —  2JK  in   das  basische 
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Flächeupaar  des  deformii-ten  Krystalls  übergeführt  wird.    Die  beiden  anderen  Flächoi- 
paare  von  —2B  behalten  ihre  Bedeutung. 

Eine  ähnliche  Beziehung  besteht  zwischen  dem  BhomboSder  —  {B  und  dem 
zweiten  hexagonalen   Prisma  ooP2;    es  bewahren   von  jenem   das  zur  Gleitrichtung 

parallele,  von  diesem  das  zur  Gleitfl&che 
senkrechte  Flächenpaar  die  ursprungtiche 
Bedeutung,  während  die  beiden  anderen 
Flächenpaare  dieser  Formen  ihre  Bedeu- 
tung vertauschen.  —  Man  gewinnt  ein 
Präparat  zur  Veranschaulichung  dieser 
Beziehung  nach  0.  Mtfcas  auf  folgende 
Weise  (Fig.  86).  Zunächst  bewirkt  man 
nach  der  Methode  von  H.  Baümhaubb  an 
einer  Kante  eines  SpaltungsrhomboSders 
eine  Deformation,  idsdann  legt  man  die 
Gleitfläche  e  derselben  frei,  indem  man 
ein  scharfes  Messer  in  den  einspringen- 
Fig.  86.  den  Winkel  mit  ziemlich  starkem  Druck 

einpresst  oder  durch  einen  kurzen  Schlag 
eintreibt.  Dieses  Verfahrei}  wiederholt  man  au  einer  zweiten,  mit  der  ersten  in  der- 
selben Endecke  zusammenstossenden  Kante.  Wenn  man  darauf  den  Schnitt  S  senk- 
recht zur  dritten  Kante  der  Eudecke  ausführt,  so  deformirt  man  die  Gleitflächen  e^  c 
gleichzeitig  in  die  Flächen  h,  h  des  zweiten  hexagonalen  Prismas. 

Man  ersieht,  das  aus  einer  unvollständigen  Deformation  hervorgegangene 
Gebilde,  der  „mechanisch  erzeugte  Zwilling",  unterscheidet  sich  von  einem 
gewöhnlichen,  nach  der  Zwillingsebene  symmetrischen  Zwilling  von  ursprung- 
licher Bildung  sofort  dadurch,  dass  an  der  Ebene,  welche  den  unveränderten 
Theil  des  Krystalls  von  dem  deformirten  Theile  trennt,  im  Allgemeinen 
keine  Sj-mmetrie  zu  dieser  Ebene  stattfindet.  Wohl  aber  liegt  in  der 
Structur  des  deformirten  Theiles  die  Beziehung  zu  dem  unverändert  geblie- 
benen Theile  vor,  dass  correspondirende  Richtungen,  insbesondere  also  auch 
die  durch  das  krystallographische  Axensystem  gegebenen  Biohtungen,  sym- 
metrisch zur  Gleitfläche  liegen.  Dabei  ist  wieder  festzuhalten,  dass  einer 
Geraden  oder  einer  Ebene  des  ursprünglichen  Krystalls  bezüglich  der  Gleit- 
fläche in  dem  deformirten  Krystall  Richtungen  entsprechen,  deren  anfang- 
liche krystallographische  Bedeutung  im  Allgemeinen  verschieden  ist  von  der 
späteren  Bedeutung.  Es  unterscheidet  sich  eben  die  hier  betrachtete  Defor- 
mation von  jenen  homogenen  Deformationen,  welche,  wie  die  thermische 
Ausdehnung,  dem  Symmetriegesetz  des  Krystalls  gehorchen,  wesentlich  da- 
durch, dass  anfanglich  gleichberechtigte  Sichtungen  verschiedene  Richtungs- 
änderungen und  Dilatationen  erfahren  können. 

34.  Die  krystallisirten  Körper,  an  denen  die  mechanische  Bildung  von 
Zwillingen  nach  Gleitflächen  mit  Sicherheit  nachgewiesen  wurde  —  Kalkspath 
und  Natriummitrat,  Eisenglanz  und  Korund,  Antimon  und  Wismuth  —  Anhydrit 
—  Diopsid,  Chorbaryum  und  Brombaryum,  Aethylmalonamid  —  sind  dadurch 

1  0.  MüooE,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1883,  1,  11;  Fig.  5. 


Einfache  Schiebungen  nach  Oleäflächen.  109 


charakterisirt,  dass  die  Oleiifläche  auf  einer  Symmeirieebene  senkreckt  steht  und 
gkickzeiiig  einer  Symmetrieaxe  paraUel  läufO  Diese  Eigenschaft  gestattet  uns 
jetzt,  die  Natur  der  homc^enen  Deformationen,  welche  in  jenen  Körpern 
durch  mechanische  Einwirkungen  in  Folge  des  Vorhandenseins  von  Gleit- 
flächen hervorgerufen  werden  können,  vollständig  zu  bestimmen.  Wir  gehen 
<labei  wieder  von  dem  Beispiel  des  Kalkspath  aus.  Die  xur  Oleitfläcke 
i-lBjB^Bj'B^]  in  Fig.  84  parallelen  Ebenen  legen  Wege  xurück,  welche 
ihren  Abständen  von  der  Gleit/lache  proportional  sind.  Es  handelt  sich  also 
nm  eine  einfache  Schiebung,  und  die  Richtung  der  Verschiebung  der  Theil- 
chen  ist  bestimmt  durch  die  Schnittgerade  der  Gleitfliäche  mit  der  zu  ihr 
senkrechten  Symmetrieebene  ÄBÄB,  der  Ebene  der  Schiebung.  Was  die 
Richtungen  der  Hauptaxen  der  Deformation  angeht,  so  ist  die  Axe,  in 
welcher  keine  Dilatation  stattfindet,  gegeben  durch  die  zu  jener  Symmetrie- 
ebene  senkrechte  Symmetrieaxe  a^.  Die  beiden  anderen  Hauptaxen  halbiren 
die  Winkel  zwischen  den  beiden  Ebenen,  in  denen  keine  Verzerrung  statt- 
findet, nämlich  der  Gleitfläche  x^  und  der  Fläche  r  des  Spaltungsrhomboöders. 
Gleichzeitig  werden  durch  den  Winkel  (x^r)  die  Dilatationen  in  den  Rich- 
tungen dieser  Axen  bestimmt,  x^  und  r  sind  die  Kreisschnittebenen  des 
Defonnationsellipsoids  (vgl.  S.  60—62). 

35.  Nach  der  DefonnaHon  besitzt  der  Krystaü  in  seiner  Structur  dieselben 
^metrieeigensehaften  tvie  in  dem  anfänglichen  Zustande,  Im  Allgemeinen 
bleiben  aber  nur  die  zur  Gleitfläche  x^  senkrechte  Synunetrieebene  X^X^ 
und  die  zu  ihr  parallele  Symmetrieaxe  -Xg  erhalten.  Sind  in  dem  Krystall 
ansser  diesen  noch  andere  Symmetrieelemente  vorhanden,  so  liegen  die  dem 

*  Id  dieser  Hinsicht  ist  das  Verhalten  des  mit  Kalkspath  isomorphen  Dolomit 
besoDdera  lehrreich.  Da  Dolomit  hezagonal,  rhomboMrisch-tetartoädrisch  krystallisirt, 
90  sind  die  drei  yerticalen  anf  den  Flächen  der  Rhombo€der  erster  Ordnung  senkrecht 
stehenden  Ebenen  nicht  Symmetrieebenen.  Als  nun  G.  Tschermak  Spaltungsstücko 
von  Dolomit  nach  dem  Verfahren  von  E.  Rbubch  einer  Pressung  unterwarf,  wurden 
keine  Zwillingslamellen  nach  —  ^B  erzeugt,  und  als  die  Richtung  des  Druckes  ver- 
indert  wurde  in  der  Absicht,  Lamellen  parallel  —  2  JS,  wie  sie  zuerst  von  W.  Haidinoeb 
w  Dolomit  ans  dem  Zillerthal  [Neue  Art  von  regelm.  Zusammensetzung  am  D.  Pogg. 
Ann.  6S,  153,  1844]  und  spftter  von  G.  Tschermak  an  sehr  vielen  Dolomiten  beob- 
^bM  worden  waren,  zu  erhalten,  gaben  die  Versuche  durchaus  kein  günstiges  Resultat. 
Ebensowenig  gelang  es,  nach  dem  Verfahren  von  H.  Baumhaübr  eine  Verschiebung 
bervonunifen ,  welche  zur  Bildung  eines  Zwillings  nach  —  ^  R  geführt  hätte. 
(0.  TscBBRMAK,  Ucber  d.  Isomorphie  d.  rhomboMr.  Carbonate  u.  d.  Natriumsalpcters. 
Min.  petr.  Mitth.    N.  F.  4,  111,  1882.) 

Angaben  über  die  mechanische  Erzeugung  von  Zwillingslamellen,  welche  der  im 
T<'xt  g^bencn  Charakteristik  zu  widersprechen  scheinen,  wie  jene  von  M.  Bauer 
ilieitrag  zur  Renntnlss  der  krystallogr.  Verhältnisse  des  Cyanits.  Zeitschr.  deutsch. 
pt-oL  Öca.  SO,  283,  1878;  31,  244,  1879;  32,  717,  1880)  und  von  G.  H.  Williams 
'^^«Me  of  the  apparently  perfect  cleavage  in  American  Sphene  (Titanite).  Amer.  J. 
"f  Sc.  29, 486,  1885)  beruhen  auf  unzureichenden  Beobachtungen  und  bedürfen  wieder- 
hi>iter  Prüfling.  Ebensowenig  befriedigen  die  Mittheilungen  von  G.  vom  Rath  über 
ZwUfingriamellen  im  Disthcn  nach  (001)  (Zeitschr.  f.  Kryst  3,  8,  1879). 
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deformirten  Zustande  angehörenden  synunetrisch  zu  den  ursprünglichen  in 
Bezug  auf  die  Gleitfläche.  Dieselbe  Lage  hat  das  krystallographische  Aien- 
system  des  deformirten  Krystalls  zu  dem  Axensystem  des  ursprünglichen 
Krystalls. 

Wir  bezeichnen  die  Axen  vor  der  Deformation  mit 

;r,  =  [100],  ^,  =  [010],  TT,  =  [001]. 
X^  falle  zusammen  mit  n^\  alsdann  sind  n^  und  %  im  Allgemeinen 
irgend  zwei,  in  der  Symmetrieebene  X^  X^  gelegene  Kantenrichtungen.  Nach 
der  Deformation  liegen  die  Axen  n^  und  it^  symmetrisch  zu  n^  und  n^  in 
Bezug  auf  %y ,  also  ihre  negativen  Richtungen  —  n^  und  —  n^  symimetrisch 
zu  71^  und  n^  in  Bezug  auf  die  Normale  tj  von  %^.  Behält  man  die  ur- 
sprüngliche Reihenfolge  der  positiven  Axenrichtungen  bei,  so  fallt  n^  mit 
—  9^2  zusammen. 

Durch  die  Deformation  wird  die  krystallographische  Bedeutung  der  den 
Erystall  begrenzenden  Flächen  und  Kanten  im  Allgemeinen  geändert  Sind 
die  Indices  einer  Fläche  h  vor  der  Deformation  gegeben,  h^\hyk^hj{^  so 
fragen  wir  nach  den  Werthen,  welche  die  Indices  jener  Fläche  in  Folge  der 
Deformation  annehmen. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  die  Kenntniss  der  Ebenen  x^,  %^^  isi 

denen  keine  Verzerrung  eintritt,  erfor- 
derlich und  ausreichend.  In  der  That, 
bestimmt  man  die  Richtung  von  h  durch 
ihre  Schnittgeraden  1^,  |,  mit  diesen 
Ebenen  {Fig.  87),  so  werden  «j,  %,,  ä,  |i,  |, 
durch  die  Deformation  übergeführt  m  %^. 
^y  ^7  ti>  Ij»  derart,  dass  die  Wmkd, 
welche  die  Geraden  |i,  |j  in  den  Ebenen 
«j,  ^  mit  der  Symmetrieebene'  X^X^ 
einschliessen,  ungeändert  bleiben.  Be- 
zeichnet man  die  Schnittgeraden  von  z^ 
und  «2  mit  der  Ebene  X^  X^  durch  x^ 


und  X2,  so  ist  hiemach: 


Fig.  87. 


Die  Fläche  h  ist  also  in  ihrer  neuen 
Lage  als  Verbindungsebene  der  bekannten  Geraden  |i,  |a  gegeben. 

Die  Indices  der  Kreisschnittebenen  seien: 
dann  sind  die  Indices  der  Geraden  ^^  und  ^^z 

^«1  •  ^M  •  ^2»  =   —  «88^8  :  »48*1    —  Ä,i  A3  :  «,1  Ä,. 

Während  der  Deformation  bleibt  die  Richtung  von  ^i  in  der  Ebene  z^  ungeändert; 
allein  gegen  das  Axensystem  n^y  tt«,  n^  hat  ^|  die  Lage,  welche  vor  der  Defonnation 
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die  za  f,  in  Bezug  auf  die  Axe  n^  =  [010]  symmetrische  Gerade  gegen  das  Axensystem 
^i^  ^1  «t  hatte.    Demnach  ergeben  sich  die  Indices  von  ^^  aus  der  Bedingung: 

oder: 

Dag^en  ist  die  Richtung  von  |,  gegen  n^,  tt,,  tt,  dieselbe,  welche  ^,  gegen 
jij,  «2,  ffj  besass;  folglich: 

Wir  erhalten  also  für  die  Indices  der  Verbinduugsebene  &: 

Äi:Ä2^&3  =  (li|2)i:(lil2)2:(lilA 
aas  2.,  3.  und  1.  die  Werthe: 

I      Qbi  =  (^]l«28  +  ^13^21)^1  —  2^1^21^^ 
I-  eis  ="  (*11^3  —  ^13«2l)^ 

I      Qbi  ==  2«18«2S^  -  (^1^3  +«I3^l)^» 

wurin  (>  einen  Proportionalitatsfactor  bedeutet 

Da  die  Axenebene  {n^ ,  n^]  Symmetrieebene  und  die  Axe  n^  Symmetrie- 
aie  von  der  Periode  2  is^  so  sind  vier  Flächen  mit  den  Indices: 

ÄjÄjÄg,         ÄjÄgÄ»?         ÄjÄgÄg,  ÄjÄgÄj, 

welche  ein  vierseitiges  Prisma  bilden,  dessen  Kanten  der  Symmetrieebene 
parallel  gehen,  gleichberechtigt,  d.  h.  sie  gehören  derselben  einfachen  Krystall- 
form  an.  Aus  I  folgt,  dass  die  Indices  dieser  Flächen  nach  der  Deformation 
die  Werthe  haben: 

bib2bs9    äiSsisj    5i52i3>    iibi^i 
demnach  bleiben  vier  Flächen  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  auch  im 
deformirten  Zustande  gleichbereehtigt]  ihre  krystallographische  Bedeutung  ist 
aber  im  Allgemeinen  geändert  worden. 

Eiystallflächen,  welche  durch  die  Deformation  keine  Aenderung  der 
Werthe  und  der  Vorzeichen  ihrer  Indices  erfahren,  müssen  die  aus  I 
fliessenden  Bedingungen  befriedigen: 

^:Äa:Ä3  = 

d.  h.  die  Indices  h^j  h^j  k^  müssen  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen 
genügen: 

^(^3^-«iiA)  =  0 

(«28*1  -  ^1  A3)  («13  K  -  «11  A3)  =  0. 

Dieser  FaQ  tritt  ein: 

a)  wenn  A,  einen  beliebigen  Werth  hat  und  A,  :A,  s  js^,  i^j,  ist;  die  Flächen, 
velche  diese  Bedingungen  erfüllen,  gehören  der  durch  die  Gleit^äche  z^  und  die  zu 
ibr  senkrechte  Symmetrieebene  bestimmten  Zone  an; 

b)  wenn  ä,  =  0  und  ^  :  ^  =  2^1 :  ««s  l^*?  dieser  Forderung  genögt  nur  die  Kreis- 
Khnittebene  c,. 
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5. 


Femer  ergeben  sich  aus  I  für  jene  KrystaUftftchen ,  deren  Indices  sich  vor  und 
nach  der  Deformation  nicht  in  ihren  absoluten  Werthen,  sondern  nur  in  dem  Vor- 
zeichen des  mittleren  Index  unterscheiden,  so  dass: 

ist,  die  Bedingungen: 

(«18^— »llÄs)  («s,Äi  -  ÄjiÄ,)  =  0. 

Dieser  Fall  tritt  demnach  ein, 

a)  wenn  h^  beliebig  und  h^  '^=s:^\  t^»  ist,  d.  h.  für  die  Flächen,  welche  der 
durch  die  Rreisschnittebene  z^  und  die  zu  ihr  senkrechte  Symmetrieebene  bestimmten 
Zone  angehören; 

b)  wenn  A,  =  0  und  Kih^^  z^^iz^^  ist;  dieser  Forderung  genügt  nur  die  Gleit- 
fl&che  z^. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  vier  Flächen  mit  den  Indices  A^A^A,,  Ai2,A,,  \W^ 
Ai  A,  ^3  gleichberechtigt  sind,  so  kann  man  folgenden  Satz  aussprechen : 

Bezeichnend  für  die  in  Rede  stellenden  hom^ygenen  DeforniatUnmi  shui 
ausser  den  beiden  aiisgexeickneten  Richtungen  von  Ebenen,  in  denen  kerne  Ver- 
xerrung  erfolgt,  zwei  ausgex^eichnete  Zonen  von  der  Beschaff enJteit ,  dass  jedf 
ihrer  FJäe^ien  dwrch  die  Deformation  in  eine  gleichberechtigte  Fläche  übergeführt 
wirdy  nämlich  in  eine  Fläche  derselben  einfachen  Krystaüform,  der  sie  itn  ur- 
sprünglichen Zustande  des  Krystaüs  angehörte;  diese  Zonen  sind  bestimmt  dure^t 
jene  beiden  Ebenen  und  die  zu  ihnen  senkrechte  Symmeirieebene ;  alle  übrigen 
KrystaUfläctien  ändern  in  Folge  der  Deformation  iltre  krystaUographische  Be- 
deutung. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  I  ergiebt: 

qh^  =  («ii%8  +  ^s^i)4i  -  2«ii«2lÄ3 

QK  =(«11«23-*13«2i)Ä2 

Qh^  =  2»i3«j3Äi  -  («,i«2s  +  ^s^2l)43> 

d.  h.  erhält  eine  Fläche,  welche  im  ursprünglichen  Zustande  des  Krystaüs  di^ 
Indices  h^:h^:h^  fuUte,  das  Symbol  biib^ih^,  so  wird  eine  Fläc^ie,  tcelelif 
anfänglich  die  Indices  i^ :  ig :  ^  besass ,  nach  der  Deformation  das  Syvibol 
h^ih^ih^  führen. 

Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 

«ii-^i3=^i>    ^21-^3  =^>     Äi:Ä3  =  Ä,    h^ibz^b, 

so  folgt  aus  der  ersten  und  der  dritten  Gleichung  I: 

6.  2z^x^  -  («1  4-  «j)  (Ä  +  4)  +  2hb  =  0. 

Mit  Hülfe  dieser  Relation  kann  man  das  Yerhältniss  der  Indices  einer 
der  beiden  Ereisschnittebenen  berechnen,  wenn  das  Symbol  der  anderen 
Kreisschnittebene  und  ausserdem  die  Symbole  einer  beliebigen  Fläche  h  vor 
und  nach  der  Deformation  bekannt  sind.  Die  Verhältnisse  der  Indices  der 
beiden  Kreisschnittebenen  findet  man  aus  zwei  Gleichungen  von  der  Form 
6.,  wenn  die  Symbole  zweier  Flächen  h  und  ä'  vor  und  nach  der  Defor- 
mation gegeben  sind. 


IL 
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I*. 


Mit  den  vorausgeeetiten  Symmetrieeigenschaften  ist  noch  ein  zweites  krystallo- 
grai^biBehes  Axensystem  vereinbar,  in  welchem  jr,  sich  in  der  zur  Gleitfl&che  senk- 
rechten Sjmmetrieebene  befindet,  wfihrend  n^  und  n,  vi  dieser  Ebene  symmetrisch 
liegen.    Wir  erhalten  unter  dieser  Annahme  folgende  Symbole: 

{2;X,}  =  {1I0J,    2;  =[110], 
und  daraus: 

Die  Indices  von  ||  ergeben  sich  aus  der  Bedingung: 

^n  +  In:  ^12  +  |„ :  sSa  +  fi,  =  1:1:0, 
oder: 

2*'  fn  :  In  :  I18 '^  ^1«:  ^11 :  ^18*  * 

Dagegen  ist: 
3*.  |»i :  |jj  :  |j8  =  ^jt :  ^21 :  ^ss  • 

Demnach  sind  die  Indices  einer  Flftche  h  nach  der  Deformation  gegeben  durch: 
qix  =  «ii»i8*i  +  ^18««^,  —  ^^\\Snh 

qi%  «  »13««  *i  +  2^ll«»8Ä,  —  2«,i«,iÄj 

qh  ^  «18«« (Äi  +  Ä,)  -  («n2f,8  +  «1S«8i)Äb. 

Hieraus  folgen  für  jene  Erystallflächen,  deren  Indices  durch  die  Deformation 
keine  Aenderung  erleiden,  die  Bedingungen: 

(«88*1  -  «21  h)  [«18(^1  +  Ä,)  -  2«n  Ä,]  =  0, 

welchen  genügt  wird: 

a)  durch  A^  +  A, :  ^3  »  2zji :  «18»  ^-  h-  durch  die  mit  der  Gleitfläche  z^  und  der  zu 
ihr  senkrechten  Symmetrieebene  in  einer  Zone  liegenden  Flächen; 

b)  durch  die  Kreisschnittebene  z^, 

Demnftchst  folgt  aus  I*,  dass  die  beiden  ersten  Indices  jener  Fläche  h  in  Folge 
der  Deformation  ihre  Werthe  vertauschen: 

Ai :  ^  :  A3  =  A| :  7f| :  A3 , 
wenn  gleichzeitig: 

(Äi  -  Ä,)  [;s„  (Ä,  +  A,)  -  2i.,,  A3]  =  0 
(«18 Ä,  -  «11  A3)  [»„  (Aj  +  AJ  -  22r„  A3]  =  0; 
dieser  Forderung  entsprechen: 

a)  die  mit  der  Rreisschnittebene  z^  und  der  zu  ihr  senkrechten  Symmetrieebene 
«ner  Zone  angehörenden  Flächen,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  A^  +  A, :  A3 
«««:««  irt; 

b)  die  Gleitfläche  z^, 

S6.  Wenden  wir  nun  diese  Ergebnisse  auf  die  in  [34]  genannten  Bei- 
spiele an. 

Monokline  Krystalle. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  holoedrischen  Krystalle  des  monoklinen 
Systems^  bei  denen  eine  Fläche  aus  der  Zone  der  Symmetrieaxe  Gleitfläche 
ist,  den  allgemeinsten  hierher  gehörigen  Fall  bilden.  Die  an  ihnen  auf- 
tretenden einfachen  Formen,  die  monoklinen  Prismen  {h^^h^h^),  die  Flächen- 
paare  aus  der  Zone  der  Symmetrieaxe  (^0^)  und  das  zur  Symmetrieebene 

hoMmc*,  Pbji.  KiTiUDofr.  8 
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parallele  Flächenpaar  (010),  haben  ohne  Ausnahme  die  Eigenschaft,  dass 
ihre  Flächen  auch  nach  der  Deformation  zn  einfachen  Formen  verbunden 
bleiben. 

Aus  den  Beobachtungen  von  G.  vom  Rath*  und  den  Versudien  toü 
0.  MüGGE^  ergiebt  sich,  dass  am  Diopsid  c  =  (001)  Gleitfläche  und  a  » (100) 
die  zweite  Ereisschnittebene  des  Deformationsellipsoids  ist.  Die  beiden  aus- 
gezeichneten Zonen  sind  jene  der  Klinoaxe  ^r^  und  der  Yerticalaxe  n^\  die 
Elinodomen  und  die  vertikalen  Prismen  führen  demnach  vor  und  nach  der 
Deformation  dieselben  Symbole.  Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  die  Flachen 
des  Spaltungsprisma  m  =  (110)  auch  nach  der  Deformation  wieder  Spait- 
fiüchen  sind.    Die  Transformationsgleichungen  lauten  nach  I: 

4] :  42  •  ^3  ==  ^1 :  —  ^2 :  —  Äg. 

Chlorbaryum  =  BaCl^ .  2H^0,  Brombaryum  «  BaBr^ .  2H^0  und  Äeäiyt- 
malonamid  ^  C^H^qN^O^  gewähren  ein  besonderes  Interesse  dadurch,  dass 
sie  x/wei  Gleitflächen  a  ==  (100)  und  c  » (001)  besitzen  und  demnach  zur 
mechanischen  Erzeugung  zweier  Schaaren  von  Zwillingslamellen  Veranlassung 
geben.'  Findet  die  Schiebung  nach  a  statt,  so  ist  c  die  zweite  Ereisschnitt- 
ebene des  Deformationsellipsoids  und  umgekehrt. 

Einen  nach  der  Gleitfläche  a  deformirten  Erystall  von  Brombaijum 
mit  den  Formen  a  (100),  c  (001),  p  (110),  u  (111),  o  (111)  stellt  Fig.  88 


n^ 


Fig.  88. 


Fig.  89. 


Fig.  90. 


dar;  während  a,  c,  p  ihre  Bedeutung  bewahrt  haben,  sind  aus  den  beiden 
oberen  Flächen  u  die  Flächen  o  des  deformirten  Theiles  des  Erystalls  her- 
vorgegangen, deren  Symbole  nach  den  für  den  Diopsid  angegebenen  Trans- 
formationsgleichungen zu  bilden  sind. 

^  G.  VOM  Rath,  Lamellare  Z>\illing8verwachsung  des  Augit  nach  der  Basis. 
Zeitschr.  f.  Kryat  6,  495,  1881;  8,  47,  1888. 

*  0.  MüQOE,  Ueber  künstliche  Zwillingsbildimg  durch  Druck  am  Antimon,  Wis- 
muih  und  Diopsid.    N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  1,  185;  1889,  1,  238. 

^  0.  MüQOE,  Ueber  Umlagerungen  in  Zwillingsstellung  am  ChlorbarTom,  BaCli 
+  2HjO.  N.  Jahrb.  f.  Min.  1888,  1,  131.  Ueber  die  Krystallform  des  Brombaiyurns, 
Baßr, .  2H40,  und  verwandter  Salze  und  über  Deformationen  derselben.  N.  Jahrb. 
f.  Min.  1889,  1, 180.  —  W.  Keith,  Krystallogr.-optische  Untersuchungen.  Inang.-Dissert. 
Göttingen  1889.    N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  6,  177,  1889.  (Aethyhnalonamid). 
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Der  Verlauf  der  Zwillingslamellen  n  nach  a  =«  (100)  und  m  nach  e  « (001) 
im  Aefliyhnalonainid  wird  durch  Pigg.  89,  90  veranschaulicht.  Wenn  durch 
eine  bei  M  eingedrückte  Messerspitze  LameDen  der  ersten  Art  hervorgerufen 
werden,  welche  den  nach  b  =  (010)  tafelförmigen  Krystall  nicht  vollständig 
durchsetzen,  so  bildet  sich  gleichzeitig  ein  Spaltriss  nach  u  =  (101).  Werden 
Lamellen  der  zweiten  Art  erzeugt,  so  entstehen  Spaltrisse  oder  Verwerfungen 
nach  o. 

Rhombische  Krystalle. 
Holoedrische  Krystalle  des  rhombischen  Systems  können  den  Fall  dar- 
bieten, dass  die  Kreisschnittebenen  des  Deformationsellipsoids  durch  die 
beiden  gleichberechtigten  Flächenrichtungen  eines  Prismas  gegeben  sind. 
Dann  haben  die  Hauptaxen  und  Symmetrieebenen  des  Ellipsoids  die  Eich- 
togen der  krystallographischen  Symmetrieaxen  und  Symmetrieebenen. 
Demnach  bleiben  in  diesem  wie  in  dem  vorigen  Falle  alle  Symmetrieelemente 
dfö  Kiystalls  bei  der  Deformation  erhalten.  Bezeichnet  man  die  den  Haupt- 
aien  Zj,  Xj,  -X3  entsprechenden  krj'stallo- 
graphischen  Axen  mit  n^,  n^^  sTj,  die  Axen- 
einheiten  mit  «i,  «a,  «3,  die  Indices  der 
Kieissehnittehenen  mit: 

80  werden  die  Abschnitte  von  x^  auf  n-^  und 
'"^3,  «lAii  und  Oj/^Cij,  durch  die  Deformation 
Tertauscht:  der  rhombische  Querschnitt 
ABCD  jenes  Prismas  geht  in  den  Rhombus 
ABCD  über. 

Das  Yerhältniss  der  Schiebung  ist  also: 

CT  =  cot  Ä  =  ^?^*  . 

Aus  I  ergiebt  sich: 

In  die  beiden  ausgezeichneten  Zonen  der  Schnittgeraden  von  z^  und  ^ 
mit  der  zu  ihnen  senkrechten  Symmetrieebene  fallen  die  rhombischen  Pyra- 
miden von  dem  Symbol  [^uP^q-x^^p).  Die  Flächen  dieser  Formen  haben 
also  die  Eigenschaft  nach  der  Deformation  dieselben  rhombischen  Pyra- 
miden zu  bilden. 

Ist  insbesondere  x^  =  {101},  so  tritt  in  Folge  der  Deformation  in  dem 
Symbol  einer  Fläche  h=^\h^h^h^\  nur  eine  Vertauschung  des  ersten  und 
des  dritten  Index  ein. 

Ein  Beispiel  gewährt  nach   den  Beobachtungen  von  0.  Mügge   der 

^  0.  MüQOB,  lieber  künstliche  Zwillingsbildung  am  Anhydrit.  N.  Jahrb.  f.  Min. 
1883,  2,  258;  vgl  1885,  2,  48. 
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Fig.  92. 


Hexagonale  Erystalle. 
Bedienen   wir  uns  znr  Beschreibung  der  einfachen  Schiebungen  im 
KaOcspath^  nach  —^R  der  auf  S.  106  erläuterten  Bezeichnung^  so  ist: 

^,-{112},    ^,  =  {111} 
zu  setzen.    Die  durch  diese  Flachen  und  die  auf  ihnen  senkrechte  Sjm- 

metrieebene  bestimmten  Zonen  sind 
in  Fig.  92  eingetragen.  Eine  Fläche 
h^lxh^h^h^],  a:  =  Äi— Ä,,  führt 
nach  der  Deformation  das  Symbol 
i  =  {xÄi4j^},  ?  =  Äi  — 4,,  worin, 
wie  aus  I*  folgt: 

Qb,  =  Äi  -  2/*,  +  2Ä3 
^4j=-2/»i+  ÄJ  +  2Ä3 
eis-  2k,  +  2h^+  V 
Hiemach  bleibt  das  Spaltungs- 
rhomboMer  B  des  Ealkspath  bei 
dieser  Deformation  erhalten.  Eines 
seiner  Flächenpaare  hat  die  Richtung 
der  Ebene  »g,  in  der  keine  Verzer- 
rung erfolgt,  und  die  beiden  anderen  Fläohenpaare,  welche  eine  Verzerrung 
erleiden,  gehören  einer  Zone  an,  deren  Flachen  in  gleichberechtigte  über- 
gehen. Da  nun  diese  Eigenschaften  nicht  gleichzeitig  noch  den  Flächen 
einer  anderen  Form  zukommen  können,  so  ergiebt  sich:  das  SpaUungsrhom- 
hoeder  ist  die  emxige  einfache  Krystaüform,  welche  durch  die  Deformation  kern 
Aenderung  der  krystaüographischen  Bedeutung  ihrer  Flächen  erfäkrU 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  femer  ersichtlich,  dass  auch  die 
Flächen  der  übrigen,  durch  Cohäsionseigenschaften  ausgezeicfmeten  Formen  dc^s 
KaOcspaih,  —  \B  und  ooP2,  —  2B  und  OB,  tvieder  in  Flächen  dieser  Formen 
übergeführt  werden. 

Von  dem  Rhomboeder  —  |  i?  behält  das  der  Gleitrichtimg  parallele 
Flächenpaar  seine  Bedeutung;  die  beiden  anderen  Flächenpaare  1 1012 1  und 
1 1102 1  gehen  in  die  zur  Gleitfläche  nicht  senkrecht  stehenden  Flächenpaare 
|1210{  und  {1120|  des  Prismas  ooP2  über.  Umgekehrt  bleibt  von  diesem 
Prisma  das  zur  Gleitfläche  senkrechte  Flächenpaar  |2110|  erhalten,  die 
beiden  anderen  Flächenpaare  werden  in  Fla<5hen  des  Rhomboöders  —1^ 
übergeführt. 

Aus  dem  basischen  Flächenpaar  1 0001  {  entsteht  das  Flächenpaar  { 0221 
des  Rhomboeders  —  2Ä,  welches  in  die  Zone  [z^j  z^"]  fallt,  und  umgekehrt. 
Die  beiden  anderen,  mit  z^  in  einer  der  ausgezeichneten  Zonen  li^enden 


^  Die  folgenden  Darlegungen  gelten  auch  für  Natriumnitrat  (G.  Tbohebicae;  Min. 
petr.  MitÜL  N.  F.  4,  111,  1882),  Antimon  und  Wismuth  (0.  Müqoe,  N.  Jahrfo.  f.  Min. 
1884,  2,  40;  1886,  1,  188). 
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ITachenpaare  1 2021 1  und  1 2201 1  von  —  2B  gehen  in  Flächen  derselben 
Form  über- 

Ans  dem  Winkel  zwischen  einer  Gleitfläche  und  der  gegenüberliegenden 
Fläche  des  Spaltungsrhomboßders  («^r)  =  70®5r48"  ergiebt  sich  für  das 
VerhäUims  dxr  Schiebung 

<T«cot^-^=  1,40549. 
Die  0rÖ886  der  Schiebung  ist: 

^  =  (T  ^  1 «  0,693395. 

Da  die  Verticalaxe  y  gegen  die  Gleitfläche  »^  unter  63®  44' 46"  und  gegen 
die  Spaltfläche  r  unter  45^23' 26"  geneigt  ist,  so  betragen  die  Winkel 
zwischen  y  und  den  Hauptaxen  der  grössten  Elongation  X^  und  der  grössten 
Contraction  -X3: 

{yX{j  =  90»  -  }  (;^r)  -  (yr)  =  9n0'40",     {yX,)  =  80<^49'20". 
Die  Schiebung  bewirkt  eine  Drehung  der  Hauptaxen  um 
^=90<^-(;5ir)-19«8'12". 

Das  Spaltungsrhomboeder  des  Ealkspath  ist  trefflich  geeignet,  die 
Sclmittcurven  seiner  Flachen  mit  dem  Deformationsellipsoid  darzustellen. 
Zu  diesem  Zwecke  ritzt  man  in 
eine  Spaltfläche  einen  Kreis  und 
deformirt  das  Bhomboeder  als- 
dann nach  dem  Verfahren  von 
EBaukhaueb  oderO.MüOGE, 
derart,  dass  die  geritzte  Fläche 
nicht  der  Gleitfläche  gegenüber- 
li^  Dabei  geht  der  Kreis  in 
eine  Ellipse  über,  deren  Halb-  Fig.  98. 

aien  nach  den  Diagonalen  der 

RbomboMerfläche  gerichtet  sind.^  In  Fig.  93  bedeuten  F^  und  Y^  die  Axen 
der  grössten  Elongation  und  der  grössten  Contraction.  Aus  dem  Winkel 
Ton  101^55'  zwischen  den  Kanten  der  ßhomboCderfläche  ergiebt  sich  für 
das  Yerhältniss  der  Ellipsenhalbaxen: 

tan  50«>57}' :  cot  50<>57}'  =  1,233 : 0,811. 

Ffir  die  Zwillinge  des  Eisenglanz  und  des  Korund  nach  einer  Fläche 

des  Bhombo^ders  R  folgt  aus  den  Beobachtungen  von  M.  Batteb*   und 

O.MÜGGE',  dass  die  Ebenen,  in  denen  keine  Verzerrung  eintritt,  1101  und 

1102  sind;  die  erstere  ist  Gleitfläche. 

-     ^ • 

^  Diesen  Venach  hat  H.  Baumhaübb  (Zeitschr.  f.  Kryst  8,  588, 1879)  angegeben, 
obne  daraus  anf  das  Gresetz  zu  schfiessen,  welches  der  Deformation  zn  Ghrunde  Uegt 

'  H  Batjbb,  lieber  eine  eigenthümlidie  Zwillingsstreifüng  am  Eisenglanz.  Zeitschr. 
d.  deotsch.  geol.  Gesellsch.  26,  191,  1874. 

'  0.  Müees,  Bemerkungen  über  die  Zwillingsbildang  einiger  Mineralien.  N.  Jahrb. 
i-  lfm.  1884,  1,  216.     Ueber    secnndäre  Zwilli^bildang  am  Eisenglanz.    N.  Jahrb. 
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Demgenuifls  ist  in  1*  zu  setzen: 

^,-{111},    ^,  =  {112} 
und  von  den  Indices  der  Flächen  h  ==  {xÄj  h^h^],  x^h^—h^,  und  4 = {?4i  h^  A3}, 
?  =  Äi  —  Äi,  sind  der  erste,  zweite  und  vierte  zur  Berechnung  zu  benutzen. 
Wir  finden: 

qx  ^      2x-    h^  +  2Ä3 

^4i=-    a;-2Äi+2Ä3 
^08«      2rr  +  2/*i-    A3. 

Atich  hier  ist  das  Rhotnboeder  R  die  einzige  einfache  Form,  welcJie  erhalten 
bleibt;  xwiachen  —  \R  und  cx>P2^  ~  2R  und  QR  bestehen  dieselben  Bexiehungen 
tvie  beim  KaUcspath, 

f.  MiD.  1886,  2,  85;    1889,  1,  287.     Zur   Keuntniss    der  Flächenvcränderungen  durch 
secundäre  ZwiUingsbilduiig.    N.  Jahrb.  f.  Min.  1^86,  1,  146  (Korund). 

J.  StbOvisb  (Sülle  leggi  di  geminazione  e  le  superfide  di  scorrimento  nella  ematite 
deirElba.  Bendiconti  R.  acad.  dei  Lincei.  (4*)  4  (2),  347, 1888)  hat  darauf  hingewiesen, 
daas  Zwillingslamellen  nach  B  im  Eisenglanz  von  Elba  schon  von  W.  Haiddi&br 
(Treatise  on  Mineralogy.    Edinburgh  1825,  2,  406)  beschrieben  worden  sind. 


2.  Eigenschaften  physikalischer  Vorgänge, 
die  unter  dem  Bilde  einer  Strömung  beschrieben 

werden  können. 

!•  Die  physikalischen  Vorgänge,  mit  denen  wir  nns  in  den  nächst- 
folgenden Kapiteln  zn  beschäftigen  haben  —  Leitung  der  Wärme,  Strömung 
der  Elektricität,  dielektrische  Polarisation,  magnetische  Induction  —  bieten 
unter  bestimmten  Voraussetzungen  in  der  Form  ihrer  Elementargesetze  so 
Tollständige  Analogien  dar,  dass  es  zur  Erleichterung  der  Uebersicht  dienen 
wird,  wenn  zuvörderst  die  mit  jener  Gestalt  des  Elementargesetzes  ver- 
knüpften gemeinsamen  Eigenschaften  dargelegt  werden.^ 

Es  handelt  sich  jedesmal  um  Beziehungen  zwischen  zwei  Vectorgrössen, 
von  denen  die  eine  mit  Bezug  auf  eine  Linie  definirt  und  als  Kraft  be- 
zeichnet wird,  während  die  andere  in  Bezug  auf  ein  Flächenstück  gemessen 
und  Strömung  genannt  wird.*  Obwohl  dieser  letztere  Ausdruck  an  die  un- 
haltbare Vorstellung  erinnert,  dass  jene  Vorgänge  in  der  durch  eine  Kraft 
hervorgerufenen  relativen  Bewegung  einer  strömenden  Materie  im  Innern 
eines  ponderablen  Körpers  bestehen,  erfüllt  er  den  Zweck,  als  Hülfsmittel 
der  Beschreibung  in  Fällen  zu  dienen,  in  denen  von  der  besonderen  physi- 
kalischen Natur  des  Vorganges  einstweilen  abgesehen  werden  mag. 

2.  Zur  Bestimmung  der  Richtung  und  Grösse  von  Kraft  und  Strömung 
in  einem  homogenen  krystallisirten  Körper  sei  ein  rechtwinkliges,  mit  dem 
Krystall  starr  verbundenes  Aiensystem -STj ,  Xg,  X,  gewählt,  nach  welchem 
die  Componenten  der  beiden  Vectorgrössen  genommen  werden  sollen.  Dann 
genügt  es  erfahrungsgemäss  in  vielen  Fällen  zur  Beschreibung  der  in  Bede 
stehenden  Vorgänge  von  der  Annahme  auszugehen,  dass  die  Componenten 
der  Strömung  homogene  und  lineare  Funktionen  der  Kraftoomponenten  sind. 

Unter  dieser  Voraussetzung  liefert  der  allgemeinste  Ansatz  Ausdrücke  für 
die  Strömungscomponenten,  in  denen  neun  von  einander  unabhängige  Coi^fli- 

^  Die  Analogien  der  mathematischen  Gesetze  jener  Vorgänge  sind  namentlich 
Yon  W.  Thom BOH  aufgedeckt  worden  (Beprint  of  Papers  on  Electrostatics  and  Magnetism. 
London  1872.  Section  1—10,  36—50,  628,  700,  751—759).  Vgl  J.  Cl.  Maxwell, 
On  Faraday's  Lines  of  Force.  Trans.  Cambridge  Phil.  Soc.  10,  27,  1864  (Read 
10.  Dec.  1855,  11.  Febr.  1856).    An  Elementaiy  Treatise  on  Electricity.    Oxford  1881, 

101  61-«Ö]- 

*  J.  Gl.  Maxwbll,  A  Treatise  on  Electricit^  and  Magnetism.   Oxford  1873,  1, 12]. 
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cienten  auftreten  (S.  122,  125);  die  hierdnrch  dargestellten  Vorgänge  be- 
sitzen ein  Cenirum  der  Symmetrie  (S.  124,  189),  aber  weder  Symmetrieaxen, 
noch  Sjmmetrieebenen. 

Wenn  man  nnn  anf  O^ind  dieser*  allgemeinsten  Gestalt  des  Elementar- 
gesetzes die  von  einem  Qnellpunkte  in  einem  homogenen  krystallisirten 
Körper  ausgehende  Strömung  des  Näheren  untersucht,  so  gelangt  man,  wie 
6.  G.  Stoess  im  Jahre  1851  an  dem  Beispiel  der  Wärmeleitung  nachge- 
wiesen hat\  zu  rotcUorisckm  BewegungsTorgängen  (S.  188),  für  die  sich  zu 
jener  Zeit  noch  kein  Analogon  darbot  Daher  vermuthete  Stokes,  dass 
StrömungsYorgänge  in  Erystallen,  wie  sie  bei  der  Leitung  der  Wärme  statt- 
finden, in  keinem  Falle  nur  centrische  Symmetrie,  sondern  darüber  hinaus 
stets  noch  einen  höheren  Grad  der  Symmetrie  besitzen  möchten.'  In  dem- 
selben Sinne  äusserte  sich  im  Jahre  1878  J.  Cl.  Maxwell  bei  der  Auf- 
stellung der  Relationen,  die  in  homogenen  Krystallen  zwischen  der  elektro- 
motorischen Kraft  und  dem  elektrischen  Strom  nach  dem  OHM'schen  Gesetz 
bestehen.' 

Inzwischen  hatte  im  Jahre  1854  W.  Thomson  in  einer  grundlegenden 
Ahandlung  über  die  Wärmeeffecte  und  die  thermoelektrische  Erregung  elek- 
trischer Ströme  in  homogenen  Krystallen  die  Annahme  jener  allgemeinsten 
Form  des  Elementargesetzes  zu  begründen  versucht.*  Er  zeigte,  wie  eine 
metallische  Struktur  künstlich  herzustellen  sei,  die,  in  grossem  Massstabe 
betrachtet,  als  ein  continuirlicher  Körper  angesehen  werden  könne  und 
gerade  jene  thermischen  und  elektrischen  Eigenschaften  besitze,  welche  durch 
den  Ansatz  mit  neun  von  einander  unabhängen  Coefücienten  ausgedrückt 
werden.  Daraus  zog  er  den  Schluss,  dass  es  Ery  staue  geben  müsse,  bei 
denen  die  Beziehung  zwischen  dem  elektrischen  Strom  und  der  elektromoto- 
rischen Kraft  nicht  ohne  eine  besondere  Hypothese  durch  eine  geringere 
Zahl  von  Coöffioienten  darzustellen  seL* 

W&rmeleitung  in  Erystallen. 

8.  Um  die  Vorstellungen  mehr  zu  fixiren,  b^innen  wir  mit  der  Be- 
trachtung der  Bewegung  der  Wanne  im  Innern  eines  homogenen  KrystaMs, 
dessen  Temperatur  6  an  verschiedenen  Stellen  verschieden  ist    Die  Erfah- 


^  G.  G.  Stokeb,  On  the  Condaction  of  Heat  in  Crystals.  Gambr.  and  DuUia 
Math.  Journ.  6,  215,  1851. 

*  G.  G.  Stokbs,  p.  236. 

*  J.  Gl.  MAxwell,  A  Treatuse  on  Electr.  and  Magn.  1873,  1,  297]. 

^  W.  Thomson,  On  the  Dynamical  Theory  of  Heat.  Trans.  R.  Soc.  Edinburgh. 
21,  159—167,  1857.  (Read  1.  Mai  1854).  Math,  and  Phjs.  Papers.  Gambridge  1882, 
1,  278—291. 

*  Dem  Wiederabdruck  dieser  Abhandlung  fägte  er  im  Jahre  1882  die  Bemerkung 
hinzu:  „Hall's  recent  great  discovery  shows  that  the  hypothesia  which  28  yean  ago 
1  refiised  to  admit,  was  incorrect,  and  proves  the  rotatory  quality  to  ezist  för  electri- 
ca! conduction  through  metals  in  the  magnetie  field.^^   (Math,  and  Phys.  Papers.  1,  281.) 
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nmg  lehrt»  dass  durch  jedes  Flächenelement  in  diesem  Körper  ein  Wärme- 
Strom  fliesst,  der  von  der  Temperaturvertheilung  in  der  nächsten  Umgebung 
dieses  Elementes  abhängig  ist. 

Es  sei  dS^  ein  ebenes  Flächenelement  an  der  Stelle  PixijX^jX^)  senk- 
recht zu  der  Richtnng  u  der  zur  Zeit  t  in  P  stattfindenden  Wärmebewegung. 
Die  durch  dS^  im  Zeitelement  dt  fliessende  Wärmemenge  ist  proportional 
dS^dt]  bezeichnet  man  sie  mit: 

üdSJt, 

so  wird  ü"  die  im  Punkte  P  zur  Zeit  t  vorhandene  Strömung  genannt.  Es 
ist  U  diejenige  Wärmemenge,  welche  durch  ein  gegen  ihre  Bewegungsrich- 
tung u  senkrechtes  Flächenelement  von  der  Grösse  Eins  während  der  Zeit- 
einheit hindurchfliesst. 

Stellt  man  jetzt  die  Vectorgrösse  U  durch  eine  von  P  in  der  Richtung 
u  ausgehende  Strecke  dar,  so  repräsentiren  die  senkrechten  Frojectionen 
derselben  auf  die  Coordinatenaxen  die  Sirömungseomponmtm  ZJ^,  U^,  U^. 
Demnach  ist,  wenn  die  Bichtungscosinus  von  u  mit  Uj^  ^  cos  (uXj),  (h  =«  1,2,8), 
bezeichnet  werden, 

U.^üu,,     U,:=^Uu,,     Ü.^Uu,, 

Betrachten  wir  nun  ein  beliebiges  durch  den  Punkt  P  gelegtes  Flächen- 
element dS^  mit  der  Normale  r.  Durch  die  Begrenzung  von  dS^  sei  ein 
Cylinder  parallel  zur  Strömungsrichtung  u  gelegt,  welcher 
aus  der  zu  r  senkrechten  Ebene  jenes  Element  dS^  aus- 
schneidet (Fig.  94).  Kach  dem  Princip  der  Stetigkeit 
der  natürlichen  Functionen  müssen  Richtung  und  Stärke 
der  Wärmeströmung  in  einem  unendlich  kleinen  Yolumen- 
element  um  P  für  ein  unendlich  kleines  Zeitelement  dt 
als  constant  angesehen  werden.  Mithin  sind  die  während 
der  Zeit  dt  durch  dS^  und  dS^  fliessenden  Wärmemengen 
gleich  gross  {dQ);  bezeichnet  man  die  Bichtungscosinus  ^*  ^*- 

von  r  mit  r^ «  cos(rXJ,  ä  =  i,  2, 3,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf: 

dS^  =  dS^  cos  (wr) 
für  diese  Wärmemenge: 

dQ^  UdSJt  =  [7  cos  {ur)  dS^dt 

^^  ^{U,r,  +  U,r^+ü^r,)dS^dt 

Der  Factor  von  dS^dt: 

(8)  U^ «  f7cos(Mr)  «  ü^r,  +  U^r^  +  ü^r^, 

welcher  die  Stärke  des  Wärmestromes  an  der  Stelle  P  nach  der  Bichtung 
r  genannt  wird,  lässt  sich  demnach  geometrisch  darstellen,  einmal  direct 
durch  die  senkrechte  Projection  des  Strömungsvectors  ü  auf  die  Gerade  r, 
andererseits  als  Summe  der  senkrechten  Projectionen  der  Strömungscompo- 
nenten  17^,  U^j  U^  auf  dieselbe  Oerade.    Für  jede  zu  der  Strömungsrichtung 
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u  senkrechte  Gerade  r  verschwindet  der  Wärmestrom  U/^  die  Strömung  r 
ist  der  Maximalwerth  von  U^. 

Wie  die  Erfahrung  zeigt,  ist  die  Wärmeströmung  nicht  von  dem  abso- 
luten Werthe  der  Temperatur  9  in  P,  sondern  nur  von  der  Amdenmg  der- 
selben in  der  Mhe  von  P  abhängig.  Stellen  wir  uns  vor,  dass  der  zur 
Zeit  t  vorhandenen  Temperaturvertheilung  in  der  ganzen  Ausdehnung  des 
Körpers  eine  gleichförmig  vertheilte  und  der  Temperatur  von  P  entgegen- 
gesetzt gleiche  Temperatur  hinzugefügt  werde,  so  ist  ersichtlich,  dass  die 
Wärmeströmung  dadurch  keine  Aenderung  erfahren  kann.  Nur  wenn  die 
Temperatur  in  der  Umgehung  des  Punktes  P  constant  wird,  verschwindet 
an  dieser  Stelle  die  Wärmeströmung.  Die  Strömung  U  und  ihre  Compo- 
nenten  müssen  daher  stetige  homogene  Functionen  der  partiellen  Differential- 
quotienten ö  9 /öiCj,  dB/dx^,  dSjdx^  sein.  Da  die  Superposition  verschie- 
dener Temperatursysteme  ohne  gegenseitige  Störung  erfolgen  kann,  so  ergiebt 
sich  weiter,  dass  sich  U^,  U^,  U^  als  homogene  und  lineare  Funktionen 
jener  Derivirten  darstellen  lassen,  mit  CoCfficienten,  die  von  der  Temperatiu 
9  unabhängig  sind.  Wir  setzen  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Strömung 
von  den  wärmeren  nach  den  kälteren  Stellen  hin  gerichtet  ist: 


W 


Dies  ist  das  Elemmiargesetx  der  Wärnieleitnng  in  homogenen  Krystaüen. 

Stellen  wir  jetzt  die  Werthe  von  —dS/dx^,  —öQ/dx^^  —  ö0/öj^ 
geometrisch  durch  Strecken  dar,  die  von  P  in  den  Richtungen  der  Coordi- 
natenaxen  ausgehen,  so  können  wir  den  Vector  E  construiren,  dessen  Com- 
ponenten  diese  Strecken  sind.  Indem  wir  die  Richtung  dieses  Vectors  mit 
I  bezächnen,  erhalten  wir: 

(5)  SCOS  (I^J  -  -  H  -  S„  (Ä=.l,2,3) 

(6)  cos(|X,):cos(|X3):cos  (l^s)  =||  'H  :^. 

Da  nach  (6)  die  Richtungscosinus  von  |  den  partiellen  Derivirten  der 
Temperatur  9  nach  den  Coordinaten  des  Punktes  P  proportional  sind,  so 
ergiebt  sich  eine  einfache  Beziehung  des  Vectors  E  zu  der  durch  den  Punkt 
P  hindurchgehenden  isothermischen  Fläche  9  =  const.:  Der  Vector  S  hai  dir 
Riohhmg  der  Normale  dieser  Fläche  im  Punkte  P.  Ist  die  Temperaturrer- 
theilung  stationär,  so  werden  demnach  die  rechtwinkligen  Trajectorien  der 
durch  die  Gleichung  9  =«  const.  dargestellten   isothermischen  Flächen  in 


^l=-lläl 

de 

^.=-««lll 

TT                          *« 
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jedem  ihrer  Fnnkte  die  Richtung  des  an  dieser  Stelle  vorhandenen  Yectors 
E  angeben. 

Die  mit  negativem  Vorzeichen  genommene  Derivirte  der  Funktion  6 
nach  einer  beliebigen  Richtung  r  wird  das  TemperaturgefäU  nach  dieser  Rich- 
timg genannt.    Nun  ist: 


folglich: 

(8) 


rfx^ss  cos  (rXJrfr, 
g  =  H  cos  (rX.)  +  g  COS  (r X,)  +  II  COS  (r  A-,). 


Fällt  die  Richtimg  r  insbesondere  mit  |  zusammen,  so  erhält  man  aus  (5). 
(7)  und  (8): 

Dmmach  steüt  der  Veeior  S  ^tos  TemperaturgefäU  an  der  Sieüe  P  in  der  BicJi- 
iung  der  Normale  der  durch  F  hindurchgehenden  isothermischen  Fläche  dar, 
und  H^=  —dS/dx^  ist  die  Componente  dieses  Temperaturgefalles  nach  der 
Bichtung  der  Coordinatenaxe  X^. 

Das  ElemeniargeseU  der  WärmeleUung  sagt  also  aus,  dass  die  Componenten 
der  Wärmesk'ömung  an  der  Stelle  F  zur  Zeit  t  homogene  und  lineare  Funk- 
tionen der  Componenten  des  Temperakcrgefäües  ^dSjd^  sind,,  welches  in  der 
Biekhmg  der  Nann<üe  |  der  isoihermischen  Fläche  an  derselben  Stelle  vor- 
handen ist. 

Der  Differentialausdruck  (7)  für  das  Quadrat  des  Temperaturgefalles  S 
ist  eme  Differenüalinvariante,  da  er  sich  bei  einer  Transformation  des  Coor- 
dinatensystems  nicht  ändert.^  Führen  wir  nämlich  ein  neues  rechtwinkliges 
Axensystem  X^',  X^',  X^  mit  demselben  Anfangspunkte  ein,  und  bezeichnen 
^Ir  die  Richtungscosinus  der  neuen  Axen  nach  dem  Schema: 


cos(ä;AV)«o,, 


M  bestehen  die  Relationen: 

^  G.  Lak^  bezeichnete  a  ab  den  Differentialparameter   erster   Ordnung   der 
f^ktion  B  (LeQons  sur  les  coordonn^es  currilignes.    Paris  1859,  6). 


Xy 

X, 
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und  die  analogen  Beziehungen: 

d  _        d     ,       _d_,         d 

d    _         d     .  d     .  d 

(Ä)V(Ä)'-(Ä)*-(Ä)'-(Ä)"-^(Ä)" 

Da  die  Gleichungen  (4)  ungeändert  bleiben,  wenn  sie  den  Substitutionen: 
/     a^i,         iCj,         x^\  I     Z7i,         U^,         UA 

\-^i>     -a^T     -ajj/'        \-C7i,     -ü;,     -Di/ 
unterworfen  werden,   so  ergiebt  sich,   dass  homogene  Erysiaüe  in  Beasug  auf 
den  Vorgang  der  WärmeleUung  stets  ein  Gentrum  der  Symmetrie  besOxen;  eine 
Verschiedenheit  der  Wänneleitungsfahigkeit  in  dem  einen  und  dem  entgegen- 
gesetzten Eichtungssinne  derselben  Greraden  kann  in  ihnen  nicht  auftreten.^ 

Die  neun  Co^fficienten  a^^  der  Gleichungen  (4)  werden  die  Cöeffidenten 
der  WärmeleihmgsfähigkeU  des  Krystalls  genannt  Dire  Werthe  sind  abhängig 
?on  der  Substanz  und  von  der  Orientirung  des  Coordinatensystems. 

Es  seien  die  Einheiten  von  Länge,  Zeit  und  Masse  mit  [L],  [T]  und 
[Jf],  femer  die  Einheiten  Yon  Wärme  und  Temperatur  mit  Iff]  und  [6] 
bezeichnet.  Alsdann  sind  die  Dimensionen  der  far  die  Flächeneinheit  und 
die  Zeiteinheit  genonmienen  Wärmeströmung  U  gegeben  durch  [ÄL-'T-^]. 
Wird  nun  als  Wärmeeinheit  die  Wärmemenge  genommen,  welche  im  Stande 
ist,  die  Masseneinheit  einer  Normalsubstanz  um  einen  Temperaturgrad  zu 
erwärmen,  so  sind  ihre  Dimensionen  [Jf  6]  —  [ML^  !Z^*].  Denmach  erhalten 
wir  für  die  Dimensionen  der  Wärmeströmung  und  der  Coeffidenten  der  Lei- 
tungsfähigkeit  in  colorimeirischem  Maass: 

4.  Aus  dieser  Darlegung  entnehmen  wir  folgende  hemerkenswerihe  Ver- 
schiedenheiten in  dem  Verhatten  amorpher  und  krystaUdsirter  Körper, 

Soll  das  durch  die  Gleichungen  (4)  ausgesprochene  Elementargesetz  fSr 
einen  homogenen  amorphen  Körper  gelten,  so  darf  in  den  Relationen  (4) 
keine  Aenderung  eintreten,  welche  Lage  übrigens  auch  dem  Coordinaten- 
system  ertheilt  werden  mag.  Jene  Gleichungen  müssen  demnach  auch  un- 
geändert  bleiben  bei  den  Substitutionen: 

und  bei  den  cyclischen  Vertauschungen  von  {x^,  x^,  x^  und  {U^,  U^y  U^). 
Mithin  müssen  sie  die  Form  annehmen: 


^  Auf  die  experimentellen  Untersachcmgen  über  diesen  Gegenstand  werde  ich  in 
dem  folgenden  Kapitel  näher  eingehen. 
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(10)  f^.--a||,      C^,--<,      ^»'-«H' 

worin  nur  ein  einziger  Co^fficient  der  Leitungsßlhigkeit  auftritt.  Aus  (10) 
folgt  nun,  dass  in  homogenen  amorphen  Körpern  die  Richtung  der  Strömung 
an  einer  Steüe  P{x^,  x,,  x^)  stets  mit  der  Normale  der  durch  diesen  Punkt  hin- 
durt^ehenden  isoihermischen  Fläche  zusammenfällt,  während  in  homogenen 
KrystaUen  diese  beiden  Eichiungen  im  Allgemeinen  keineswegs  übereinstimmen. 
Ferner  begegnen  wir  einem  wesentlichen  Unterschiede  zwischen  amorphen 
und  bystallisirten  Körpern,  wenn  wir  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (3)  und 
(4)  den  Ausdruck  für  die  Starke  des  Wärmestromes  U^  zur  Zeit  t  an  der 
Stelle  P  durch  ein  beliebiges  Flächenelement  dS^  bilden: 

dB 

-  («iB»*!  +  ^22^2  +  «82^3) ^  -  {a^^r^  +  a^^r^  +  a^^r^)  ^ . 

Denn  hieraus  ist  ersichtlich,  dass  ZT.  im  Allgemeinen  nicht  dem  Temperatur- 
geMl  in  der  Richtung  r: 

dB      dB  dB  dB 

dr  ^  dx^  ^1  "^  dx^  ^a  +  öa.^  ^9 

proportional  ist,  sondern  durch  eine  homogene  bilineare  Funktion  der  Tem- 
peraturgefalle nach  den  Coordinatenaxen  und  der  Eichtungscosinus  der  Ge- 
raden r  dargestellt  wird.  Aber  für  amorphe  Körper  ergiebt  sich  in  der 
That  aus  (3)  und  (10)  diese  Proportionalitat: 

(12)  f':--«!?- 

Ist  also  P'  ein  dem  Punkte  P  auf  der  Geraden  r  benachbarter  Punkt, 
so  unrd  der  Wärmestrom  von  P  nach  P'  in  amorphen  Körpern  stets  der  Dif- 
ferer^  der  Temperaturen  an  diesen  beiden  Stellen  proportional  sein;  dagegen 
kann  in  krystallisirten  Körpern  diese  Proportionalität  im  Allgemeinen  nidit 
stattfinden. 


5.  Elementargesetz.  —  Wie  in  dem  eben  betrachteten  Beispiel  der  Lei- 
tung der  Wärme  werden  wir  auch  bei  der  Untersuchung  der  Strömung  der 
Elektricität,  der  dielektrischen  Polarisation  und  der  magnetischen  Induction 
in  homogenen  krystallisirten  Körpern  zu  Elementargesetzen  von  der  Gestalt 
der  Gleichungen  (4)  gelangen.  Wir  knüpfen  daher  die  weiteren,  für  jeden 
dieser  Vorgänge  geltenden  Entwickelungen  an  diese  allgemeinen  Beziehungen 
zwischen  den  Vectorgrössen  E  und  U,  welche  jetzt  als  die  an  der  Stelle  P 
zur  Zeit  t  vorhandene  Kraft  und  die  von  ihr  hervorgerufene  Strömung  be- 
zdchnet  werden  sollen. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen: 

I  17a  «  OaiHi  -f-  a^^a.^  +  a^^'E^ 
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sei: 

Dann  sollen  die  neun  Grössen  a^^^  in  I  als  Coeffieimfm  der  Leüungsfäkigkeü 
und  die  Grössen  «^^  in  II  als  Coefficienten  des  Widerstandes  bezeichnet 
werden.^  Zwischen  diesen  von  der  Substanz  des  Krystalls  und  der  Orien- 
tirung  des  Coordinatensystems  abhängigen  Coefficienten  bestehen  die  Be- 
ziehungen: 

(1)  «"=4-*'  «--¥'  ^^^=1' 

worin  A  und  A  die  Detenninanten  la^^l  und  lof^^l,  -4^^  und  A^^^  die  zwei- 
gliedrigen IJnterdetenninanten  derselben  bedeuten. 

Den  Ausgangspunkt  unserer  Untersuchung  bildet  die  Bemerkung,  dass 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  I  und  II,  in  denen  wir  Oj^^a^j,  und 
^hk^^kh  voraussetzen,  eine  Zerlegung  in  ein  zur  Diagonale  symmetrisches 
und  in  ein  antisymmetrisches  System  gestatten.  Daraus  folgt  sofort,  dass 
die  Strömung  U  als  ResuUante  zweier  Strömungen  V,  W  und  die  Kraft  S  als 
Resultante  zweier  Kräfte  H,  Z  aufgefasst  werden  kann.  Wir  fragen  nach  den 
Beziehungen  zwischen  den  Vectorgrössen  V,  TF,  S  oder  U,  H,  Z.* 

Setzen  wir  in  I: 

,2)  ^3  +  0^82  =  2*1 ,       Oji  +  »13  =  2*3,       ^12  +  %i  ==  2*3, 

«23  -  «32  =  2^j ,        ttji  —  «13  =  2^,       «12  -  «21  =  2^, 

SO  stellen  sich  die  Componenten  der  Strömung  U  als  die  Summen  entspre- 
chender Componenten  zweier  Strömungen  V,  W  folgendermassen  dar: 

I    ^i^^i  +  ^Fi 
j     U^^V,  +  W^ 

I       ^3=f"3  +  ^^3, 


worm: 


Fj  »  Oji  El  +  *3   E2  +  *2    ^3 

V,^b^  Z,  +  a^,E^  +  \  S3       P 

^3  =*  ^2    «^l  +  ^1    "^2  +  «33  »^S  J 


^2  —  ^-^^^  ^-^1 

^3~  ^-1  ""  ^1-2« 


Was  zunächst  die  geometrische  Deutung  der  Gleichungen  P  angeht^ 


^  J.  Gl.  Maxwell,  A  Treatise  on  Electiicity  and  Magnetiam.  Oxford  1873,  1, 
297],  298]. 

'  Diese  2^rlegimg  der  Gleichungen  I  und  II,  welche  fär  die  folgenden  Betrach- 
tungen von  fundamentaler  Bedeutung  ifit,  wurde  von  G.  G.  Stoxbs  (Gonduction  of  Heat 
in  Grystals.  Gambr.  and  Dublin  Math.  Joum.  6,  215, 1851)  eingeführt  Die  auf  S.  127 
abgeleitete  Deutung  der  Gleichungen  (P),  von  denen  der  alsbald  näher  zu  bestim- 
mende rotatorische  £ffect  abhängt,  rührt  von  W.  Thomson  her  (Dyn.  Theory  of  Heat 
Trans.  R.  Soc.  Edinburgh.  21,  165,  1857.  Math,  and  Phys.  Papers,  1882,  1,  282);  vgl. 
J.  Gl.  Maxwell,  A  Treatise  on  Electr.  and  Magn.  1873,  1,  299],  803]. 
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so  eigiebt  sie  sich  aus  dem  Zusammenliange  zwischen  einem  Badinsyector 
des  Ellipsoids: 

und  der  Tangentialebene  im  Endpunkte  desselben.  Denn  die  Gleichung  der 
Tangentialebene  an  das  Ellipsoid  f  in  dem  Punkte  mit  den  Goordinaten 
S,,  Ej,  H3  lautet: 

Andererseits  ist,  wenn  N  den  Abstand  dieser  Ebene  vom  Mittelpunkt  des 
Ellipsoids  und  v^,  v^y  v^  die  Eichtungscosinus  ihrer  Normale  bedeuten: 

so  dass: 

i3j  F,=  Fcos(FX,) « -^r„  (Ä  =  i,2,3). 

Bttraehtet  man  cdso  den  Kraftveotor  S  als  Radittsvector  des  Ellipsoids  f,  so  ist 
die  RiMung  des  Strömungsvectors  V  gegeben  durch  die  Normale  der  Tangen- 
tialebene an  dieses  EUipsoid  im  Endpunkte  von  S,  und  die  Grösse  des  Vectors 
V  ist  gleich  dem  redproken  Werthe  des  Ähstandes  der  Tangentialebene  vom 
Mittelpunkte  des  Ellipsoids. 

In  den  Gleichungen  I^  können  wir  die  nach  (2)  durch  die  Leitungs- 
co^fficienten  ausgedruckten  Grössen  ^i^  ^,  ^  als  Componenten  eines  Yectors 
/  auffassen.  Bezeichnen  wir  die  Richtungscosinus  der  Vectorgrössen  W,  t, 
1  mit: 

cos(TrXJ  =  u;„    cos(^X,)  =  i„    cos(HXJ-|„ 

^u  gehen  die  Gleichungen  (I^)  über  in: 

(4)  Ww,^'Et[l,^^^X,l,) 

Ww.^Ztil^^^^X,^^). 

Wir  beachten  nun,  dass  zwei  von  dem  Anfangspunkt  0  ausgehende  und  den 
Winkel  \p  einschliessende  Strecken  S,  <  ein  Parallelogramm  mit  dem  Flächen- 
inhalt Zt  sin  if)  bestimmen,  und  dass  andererseits  die  Eichtungscosinus  der 
ZOT  Verbindungsebene  von  S  und  t  senkrechten  Geraden,  die  mit  W  be- 
zeichnet werden  soll,  gegeben  sind  durch: 

sini/;.M?i  =  A3 12  —  ^2^3 

'•*)  sim/z-M^a^-^ls-^Si 

sini/;. 1^^3=1  A2I1  —  ^l2' 
Aus  der  Vergleichung  von  (4)  und  (5)  folgt: 
I«  S< (Agga  -  Agig)  «  S^  sin  t// .  tt?, ,  u.  s.  f. 

Demnach  erhalten  wir  den  gesuchten  Strömungsvector  W  der  Richtung  und 
Grösse  nach  aus  dem  gegebenen  Kraftvector  E  und  dem  durch  die  Leüungs- 
'f^'ffidenten  ausgedrüelcten  Vector  t,  indem  loir  auf  der  xur  Verbindungsebene 
^t  ^  senkrechten  Geraden  eine  Strecke  W  abtragen ,   welche  gleich   dem  Inhalte 
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(7) 


«,,  +  a 


*21 
«21  -  « 


2Ä, 


12 

i2=2r,. 


Z3  =^2^1-^1  ^V 


H^  sin  t/;  e2es  e^t^cA  Z  und  i  bestimmten  ParcUielogramms  oder,  loas  auf  dasseJbf 
hinauskommt,  gleich  dem  Prodtsote  des  Veetors  t  in  die  senkrecht  zu  t  gcnommm 
Componente  des  Veetors  S  ist  Dabei  ist  die  Strecke  W  in  dem  Bichtun^s- 
sinne  abzutragen,  der  durch  die  Componente« S  sini/;  nach  einer  Drehung 
um  t  in  dem  positiven  Drehungssinne  um  90^  angezeigt  wird. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  Gleichungen  II,  so  erhalten,  wir  iu  ana- 
loger Weise  nach  Einführung  der  Grössen: 

^82  +  ^23  =  2/9j  ,         «13  +  Cfji  =  2/^2, 
«82  -  «28  =  2ri,       «,8  -  «31  ^  2ra, 
für  die  Componenten  der  Kraft  S  die  Ausdrücke: 

j         Ej    =!    Hg    +    Zg 

I      '='3  =*  "3  +  A? 
Hl=«ll^l  +  Ä    ^2+/?2    ^3 
(II*)        H2  =  Ä    ^1  +  «,2  ^2  +  ßl    ^8  (M**) 

H8  =  A    ^1+/*1    ^2  +  «88^8, 

Betrachten  wir  nun  den  Strömungsvector  Z/als  Badiusvector  des  EUipsoids: 
q>{xi,x^,  x^)  =  a^^Xi^  +  u^^x^  +  a^^x^^-^'lß^x^x^  +  ^ß^x^x^  +  2/93X1X2  =  1. 
80  ist  die  Bichtung  des  Kraftyectors  H  gegeben  durch  die  Normale  der 
Tangentialebene  an  dieses  Ellipsoid  im  Endpunkte  von  TJ^  und  die  Grosse 
des  Veetors  H  ist  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  Abstandes  der  Tangential- 
ebene vom  Mittelpunkte  des  EUipsoids.  Dagegen  erhalten  wir  den  Kraftvector 
Z  aus  Z7  und  dem  nach  (7)  durch  die  Widerstandsco6fficienten  ausgedrückten 
Vector  T,  indem  wir  auf  der  zur  Verbindungsebene  ü",  r  senkrechten  Ge- 
raden eine  Strecke  Z  abtragen,  welche  gleich  dem  Inhalte  Ux  sin/  de> 
durch  JJ  und  r  bestimmten  Parallelogramms  ist. 

6.  Arbeit.  —  Die  zur  Unterhaltung  der  Strömung  in  der  Zeiteinheit 
durch  Ueberwindung  des  Widerstandes  geleistete  Arbeit  S  ist  gegeben  durch 
die  Summe  der  Producte  der  Strömungscomponenten  in  die  Componenten 
der  die  Strömung  erzeugenden  Kraft: 

Demnach  ist: 

S  «  a^iSi«  +  a^^E,«  +  033^3«  +  2\  E,Z,  +  2b,E,E,  +  2b,2,2, 

Da  S  positiv  sein  muss,  so  müssen  die  Co6fücienten  der  Leitungsfahigkeit 
^19  ^29  %8  ^^^  ^^^  Verbindungen: 

«22^8  -  h^      «38  a^  -  6|*,      aii<h%-  ^s' 
positiv  sein.  Analoge  Bedingungen  gelten  für  die  GoSfficienten  des  Widerstandes.^ 

^  J.  Cl.  Maxwell,  A  Treatise  on  Electr.  and  Magn.  I9  299],  800]. 
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7.  Blipsoid  der  linearen  LeitungsOhigkeiten.  —  Von  den  beiden  in  [5] 
eingefohrten  EUipsoiden  f  und  tp  besitzt  das  letztere  eine  wichtige  physika- 
lische Bedentang. 

Wir  setzen  Torans,  dass  die  Kraft  S  ein  Potential  O  habe,  so  dass  die 
Componenten  TOn  H  gegeben  sind  dnrch: 

^^^  -i^^-ö^'   ''«=*^ä5;'   -»""""äi"' 

Di^e  Gleichungen  entsprechen  den  Belationen  (5)  auf  S.  122.  Das  Potential 
4^  ist  das  Analogon  der  Temperatur  6.  Es  gelten  also  namentlich  auch 
die  auf  S.  126  abgeleiteten  Sätze  über  das  abweichende  Verhalten  amorpher 
und  kiystallisirter  Körper. 

Die  Fundamentalgleichungen  I  stellen  die  Componenten  der  Strömung 
an  der  Stelle  P{x^y  ^j  ^)  zur  Zeit  t  als  homogene  und  lineare  Funktionen 
der  Componenten  des  Potentialgefalles  —d<S>ld^  dar,  welches  in  der  Richtung 
der  Normale  £  der  durch  den  Punkt  P  hindurchgehenden  Fläche  gleichen 
Potentials  zu  derselben  Zeit  an  derselben  Stelle  vorhanden  ist.  Bilden  wir 
nun  den  Ausdruck  fui  d€^  in  der  Richtung  der  Strömung  vorhandene  Poten- 
iialgeßä,  der  nach  (8)  auf  S.  123  lautet: 

(20  dO  dO  d<^ 

so  eigiebt  sich  eine  einfache  Beziehung  zwischen  dieser  Grösse  und  der 
Strömung  U.    Denn  nach  n  ist: 

folglich: 


du     <p(«i,w„tt8) 

Hierin  kann  der  Factor  llq>{u^,t^,u^)  als  Coefficient  der  Leitungsfähigkeit 
des  KiystaUs  in  der  Richtung  u  bezeichnet  werden,  denn  er  misst  die 
grossere  oder  geringere  Fähigkeit  des  Krystalls  die  Strömung  U  in  dieser 
Bicktong  hindurchschreiten  zu  lassen.  'Er  soll  hinfort  Coeffident  der  line- 
aren Leitungsfähigkeit  genannt  werden,  da  er  den  Leitungsco^fficienten  eines 
in  der  Richtung  u  aus  dem  Kiystall  geschnittenen  Stabes  repräsentirt. 

Beachten  wir  jetzt,  dass  aus  der  Gleichung  des  EUipsoids  (p  für  das 
Quadrat  das  Radiusvectors  R  in  der  Richtung  u  folgt: 

so  können  wir  den  Satz  aussprechen:  Trägt  man  von  einem  Anfangspunkte 
0  noßk  jeder  RidUung  u  eine  Strecke  R  auf,  welche  gleich  der  Quadratwurxel 
aus  dem  linearen  Jjeitungscoefficienten  nach  dieser  Richtung  ist,  so  erfüllen  dieEnd- 
Tmnkk  dieser  Strecken  das  Ellipsoid  der  linearen  Leitungsfähigkeiten^: 

'  Die  Bedeutang  dieses  EUipsoids  ist  von  J.  BouBsnmsa  erkannt  worden:   Note 
Qn  mmvel  eDipeoide  qui  Jone  an  grand  rdle  dans  la  throne  de  la  chaleur.    Compt, 

PhjiL  KiyiUUogr.  9 

or  1   I  j 
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8.  Hauptaxen  der  Laitiuigsfihigkeit.  —  Wird  an  Stelle  der  Goordinaten- 
axeu  X^,  X^y  X^  ein  neues  rechtwinkliges  Axensystem  X^'y  X^\  X^'  mit 
demselben  Anfangspunkte  nach  dem  auf  S.  183  mitgetheilten  Schema  der 
Bichtungscosinus  eingeführt,  so  mögen  die  neuen  Componenten  der  Strömung 
und  der  Erafb  mit  U^y  U^'y  ü^'  und  £/,  E^',  'S^  und  die  neuen  Coöffidenten 
der  Leitungsfahigkeit  mit  a\^  bezeichnet  werden.  Dann  nehmen  die  Fun- 
damentalgleichungen I  die  G^talt  an: 

^3   =  ^l  -1   +  «33  -a  +  «33  -8  • 

Um  hierin  die  Werthe  der  Coöfficienten  a  durch  die  ursprünglichen  Lei- 
tungscoSfficienten  a  und  jene  Bichtungscosinus  auszudrücken,  gehen  wir 
aus  Ton  den  durch  das  Schema  der  Bichtungscosinus  gegebenen  Transfor- 
mationsgleichungen : 

U^:^^c^,U,  (Ä,Är-l,2,3) 

und  ersetzen  zunächst  r^  nach  I  durch: 

U,=^:Sa,ß,  (^  =  1,2,8) 

und  darauf  S,  nach  den  Transformationsgleichungen: 
S,=--?ö.,SJ,  (».=.1,2.8) 

so  dass  jetzt  U^'  folgendennassen  dargestellt  ist: 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  Vy  wonach: 

u:^:Sa\^E'^y 

m 

so  erhält  man  die  gesuchten  Werthe  der  neuen  Coeffieienien  der  Leitimgs' 
fähigkeit: 

Mit  Hülfe  dieser  Belationen  überzeugt  man  sich,  dass  der  Werth  von: 

4<*«  (a^8  -  «82)*  +  («31  -  «18)*  +  («la  -  «2l)* 

durch  die  Transformation  der  Coordinatenaxen  nicht  geändert  wird.  Dem- 
nach ist  der  Vector  t  unabhängig  von  der  Wald  des  Coordtnatensystems  tmd 
nach  Grösse  und  Richtung  in  dem  Krystaü  unveränderlich. 

Als  ein  System  ausgezeichneter  Coordinatenaxen  bieten  sich  die  Haupt- 
axen  Cj,  C^,  C^  des  EUipsoids  f  dar,   welche   als  Hauptaxen  der  Leitungs- 

rend.  65,  104,  1867.  Sur  les  i^irales  que  d^rit  la  chalear  en  se  r^pandant  &  paitir 
d'un  pomt  int^rieur,  dans  an  mUieu  homogene  diaqrmötriqae.  Oompt  rend.  66,  1194, 
1868.  tixide  sur  la  propagation  de  la  chalear  dans  les  milieuz  homognes.  Th^, 
Paris  1867,  i^,  60  p.  Etade  sar  les  sarfaces  isothermes  et  sur  les  coarants  de  chaleur, 
dans  les  milieox  homogenes  chaoffi^s  en  un  de  leurs  points.  Joum.  de  math.  (2)  14, 
265,  1869. 
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fähi^ceit  bezeichnet  weiden  sollen.^  Fübrt  man  die  eben  eülänterte  Trans- 
fonoation  an  dem  Ellipsoid  f  durchs  so  geht  die  Gleichung  desselben  aber  in: 

JS*  a\  x\x'  s=s  1. 

htm 

Xün  wird  dieses  Ellipsoid  auf  seine  Hauptaxen  bezogen  sein^  falls: 

Setzt  man  also  Cj,  Cj,  c^  für  die  Quadrate  der  reciproken  Werthe  der 
Halbäien,  so  lautet  jetzt  die  Gleichung  d^s  Ellipsoids  f: 

ai)  c.x^^+o^x^^+c^x^^^l 

und  die  Fundamentalgleichungen  I  nehmen  die  einfache  Gestalt  an: 

^a  =*  öjÄj  —  TjÄg  +  TjÄ^ 

worin  CT^,  H^,  T^  die  Componenten  der  Vectorgrössen  CT,  E,  ^,  nach  der 
Axe  C^  bedeuten. 

9.  Hauptaxen  des  Widerstandes.  —  In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  dass 
der  Vector  r  Ton  der  Wahl  des  Coordinatensystems  unabhängig  ist,  und 
dass  die  Gleichungen  11  eine  vereinfachte  Gestalt  empfangen,  wenn  die 
Hauptaxen  F,,  F,,  Fj  des  Ellipsoids  %  welche  Hauptaxen  des  Widerstandes 
genannt  werden  sollen,  zu  Coordinatenaxen  gewählt  werden. 

Im  JBgemeinen  fallen  die  Hauptaxen  der  Leitungsfähigkeit  und  des  Wider- 
stmides  mekt  zusammen.    Denn  es  ist: 

JL ^ 3 ' 

und  analoge  Ausdrücke  ergeben  sich  för  2ß^  und  2fi^.  Beziehen  wir  nun 
das  Ellipsoid  f  auf  seine  Hauptaxen,  so  verschwinden  b^,  b^y  b^,  aber  nicht 
gleichzeitig  /S^,  ß^y  /J,,  so  lange  t^y  <,,  t^  von  Null  verschieden  sind. 

10.  Flächen  gleichen  Potentials  in  einem  homogenen  unbegrenzten  kry- 
ttalHiiischen  Körper.  —  Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  die  Strömung  in  einem 
homogenen  unbegrenzten  krystaUinischen  Körper  stationär  sei,  so  dass  alle 
auf  den  Strömungszustand  bezüglichen  Grössen  von  der  Zeit  unabhängig  sind. 
Dann  liefert  die  sogenannte  Continuitätsgleichung: 

dU,      dU,      dUs  ^Q 

nach  I,  (2)  und  (8)  folgende  Differentialgleichung  für  das  Potential  *: 

*  J.  Ol.  Maxwbll,  A  TreatiBe  on  Electr.  and  Magn.  1878,  802]. 
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Wählen  wir  zu  Coordinatenaxeu  insbesondere  dieHanptaxen  derLeitungs- 
fahigkeit  (7^,  Cj,  Cg,  so  nimmt  die  Gleichung  (12),  deren  Goefficienten  sich 
in  derselben  Weise  transformiren  wie  die  Go^fficienten  des  Ellipsoids  f^  die 
Gestalt  an: 

Die  folgenden  Entwiokelungen  werden  nun  ausserordentlich  vereinfacht 
durch  die  Betrachtung  eines  RiUfskörpers ,  der  aus  dem  krystaUinischen 
Körper  durch  eine  homogene  Deformation  hervorgeht  In  der  That  gestattet 
diese  von  G.  G.  Stokes  eingefahrte  Methode  die  vorliegenden  Probleme  zu 
reduoiren  auf  die  entsprechenden  Aufgaben  far  amorphe  Körper  und  also 
auch  umgekehrt  aus  bekannten  Eigenschaften  amorpher  Körper  unmittelbar 
die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Kiystalle  abzuleiten.^ 

Es  sei  eine  reine  Deformation  dadurch  definirt,  dass  aus  dem  Ellipsoid 
h  mit  den  Halbaxen  Yo^,  Vo^y  Ve^j  dessen  Hauptaxen  der  Bichtung  nach 
mit  den  Axen  C^,  C^,  C^  des  Ellipsoids  f  zusammenfallen: 


a 


a?«'    .    it. 


:^  +  :li.  + 11- =  1 

Ci         c,         Ca 


eine  Kugel  mit  dem  Badius  V^: 

hervorgeht.  Dabei  werden  also  alle  zur  Axe  C^  parallele  Geraden  in  dem 
Verhältniss  Vc^  :VW  geändert,  und  ein  Punkt  Pix^j  x^^  x^  gelangt  an  die 
Stelle  n  (li,  5,,  I3),  so  dass: 

(U)  ^.:|.-V^:Ve. 

üebrigens  ist  es  zweckmässig,  die  Deformation  so  zu  wählen,  dass  keine 
Yolumenänderung  eintritt.  Alsdann  muss  das  Volumen  des  Ellipsoids  h 
gleich  jenem  der  Kugel  sein,  also  auch: 

(15)  ClC2C3  =  e^ 

Setzen  wir  ferner  voraus,  dass  die  Werthe  des  Potentials  <b  an  einander 
entsprechenden  Stellen  P  und  11  des  ursprünglichen  und  des  deformirten 
Körpers  übereinstimmen,  so  ist: 
,^Ä.  ö«*      (ja«* 

^^^^  äv  =  ^öl? 

und  die  Differentialgleichung  (12)  geht  über  in  die  für  einen  homogenen 
amorphen  Körper  geltende  Gleichung: 

Wir  schreiten  nun  zur  Uebertragung  des  folgenden  Satzes:  Ist  in  einem 
unbegrenzten  homogenen  amorphen  Körper  an  irgend  einer  Stelle  0  eine 

^  G.  G.  Stokbb,  On  the  Conduction  of  Heat  in  Crystals.  Cambr.  and  DabL  Math. 
Jonm.  0,  215,  1851. 
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QneQe  vorhanden,  von  der  eine  Strömung  ausgeht,  so  sind  die  Flachen 
gleichen  Potentials  concentrische  Kugeln,  deren  Mittelpxinkt  in  jener  Quelle 
liegt,  und  das  Potential  in  irgend  einem  Punkte  11  ist  für  einen  stationären 
Strömungszustand  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  dieses  Punktes 
von  der  Quelle. 

Um  zunächst  noch  den  letzten  Theil  dieses  Satzes  zu  beweisen,  sei  die 
in  der  Quelle  wahrend  der  Zeiteinheit  erzeugte  Menge  der  strömenden 
Materie  bezeichnet  mit  Q.  Wir  betrachten  ein  Flachenelement  dS^  an  der 
SteDe  n  (|j,  I2,  I3)  auf  der  um  0  mit  dem  Badius  r  beschriebenen  Engel. 
Nach  (2)  und  (12)  auf  S,  121,  126  fliesst  durch  dS^  in  der  Zeiteinheit  die 

Demnach  fliesst  durch  die  ganze  Eugelfläche: 
Mithin  ist: 


^  dr 


dr  "  iwölr"' 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  far  das  Potential  in  dem  Punkte  H: 

oder,  da  das  Potential  in  unendlicher  Entfernung  Null  und  daher  auch 
C=0  ist: 


4n{&  r        4n(S.  VTJT17+1? ' 

Wenden  wir  jetzt  auf  diesen  Ausdruck  die  Transformationsgleichungen 
(14)  und  (15)  auf  S.  132  an,  so  finden  wir: 

Q  1 


(19)  O  = 


47jyc,  CjCj 


d.  h.:  Befindet  sich  in  einem  unbegrenxten  homogenen  krystaUiniachen  Körper 
an  irgend  ekier  Stelle  0  eine  Quelle,  von  der  eine  Strömtmg  ausgehe,  so  sind 
die  Flächen  gleichen  Potenticds  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipsoide,  deren 
gemeinsamer  Mittelpunkt  jene  Quelle  ist;  ihre  Haupiaxen  sind  gerichtet  wie  die 
dwy^  die  Quelle  gelegten  Hauptaxen  der  Leitungsfähigkeit.  Darunter  tritt  ins- 
besondere das  Hauptellipsoid^  auf,  dessen  Ealbaxen  gleich  den  Quadratwurzeln 
aus  den  Hauptleitungsfähigkeiien  sind: 

(20)  ?ä-*  +  ??!  +  ^  «  1. 

Ct  f^2  Ci 

In  den  Punkten  eines  gegebenen  JRadiusvectors  ist  das  Potential  umgekehrt 
proportional  der  Dnifemung  von  dem  QueUpunkte  O« 


*  Die  BeKichnmig  „ellipsoide  principal^'  rfihrt  von  G.  Lau£  her:  Lebens  aar  la 
theorie  amüytiqae  de  la  chaleur.    Paris  1S61,  42. 
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Beachten  wir  nun,  dass  die  Producte  correspondirender  Halbaxen  des 
EUipsoids  f  und  des  Hauptellipsoids  h  nach  (1 1)  und  (20)  der  Einheit  gleich 
sind,  80  folgt,  dass  diese  concentrischen  EUipsoide  ree^oke  Polarm  in  Bexug 
auf  eine  Kugü  vom  Radius  Ems  mit  dem  Mittelpunkte  O  sind.  L^n  wir 
also  die  Gleichung  des  EUipsoids  f  in  der  allgemeinen  Gestalt  (S.  127),  be- 
zogen auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Axensystem  mit  dem  Anfangspunkte 
O,  zu  Grunde: 

a^^x^^  +  «22  V  +  «83^*  +  "^K^t^  +  262^^1  +  26321  «2  —  ^  J 
so  gelangen  wir  zu  der  entsprechenden  Gleichung  des  Hauptellipsoids,  indem 
wir  in  der  durch  Ebenencoordinateu  dargestellten  Gleichung  des  EUipsoids  /": 


a, 
h 

0 


11 


^22 


0 


Wi    u^ 


h^    0 
h^     0 

0  -1 

W3     1 


W3 
1 

0 


die  Grössen  u  durch  Punktcoordinaten  ersetzen.    Bezeichnen  wir  also: 


*ii 


^22 


h     h 


^33 


=  a, 


U.  S.  f., 


022  033-  6i>        =Äli, 

so  lautet  die  gesuchte  Gleichung  des  Hauptellipsoids: 

«iia^i*  +  «22  V  +  «33  V  +  2»!  3:20:3  +  28,0:30;,  +  283X10;,  =  «. 

Demnach  erhalten  ^vir  als  eine  dem  Ausdruck  (19)  entsprechende  Lösung 
der  Differentialgleichung  (12)  folgenden  Werth  des  Potentials^: 

j 


0=« 


IL  Beziehungen  zwischen  dem  Haupteilipsoid  hy  dem  Ellipsoid  der  line- 
aren Leitungsfähigkeiten  ^  und  den  VectorgrSssen  t,  r.^  —  Die  beiden  Mq^ 
soide  h  und  g>  berühren  sich  in  den  Endpunkten  eines  gemeinsainen,  mit  dem 
Veotor  T  xusammenfaüenden  Durchmessers  und  ihre  gemeinsamen  Tangefitial- 
ebenen  in  diesen  Punkten  stehen  senkrecht  auf  dein   Vector  U 

Dem  Nachweis  dieser  Besiehusgen  liegen  folgende  Relationen  su  Grande: 

^A  =•  ^  "^'  o  ""  =  b,b,^a,,b,  +  t,t,  =  ©,  +  ^,/„ 


^  Von  J.  Gl.  Maxwell  ohne  Beweis  mitgetheilt:  A  Treatise  on  Electr.  and  Magn. 
1873,  802]. 

>  In  anderer  Form  zuerst  von  J.  Boussinbsq  dargelegt;  vgl  die  auf  S.  129  citirten 
Abhandlungen. 
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(»)  Af,^A'^^^^^^ia,,t,  +  b,t,  +  b,t,),    u.8.f. 

Uieniis  ist  errichtlicli,  dasa  die  GleichuDgen  der  EUipsoide  h  und  <p: 

(25)  Ä-l««l-»(«,iar,»  +  .-..  +  2JB,a-,«,)-l-0 
(24)  <p-  1  =  (a„a-,»  +  ••••  +  2|9ga?iar,)  -1=0, 

zu  der  Beaefaiuig  fahren: 

(26)  ^g>  -  «Ä  =  (^, arj  +  t^x^  +  ^  J-,)'. 

Demnach  muss  ein  Werthsystem  a?i,  ar,,  ar^,  welches  gleichzeitig  (28)  und  (24)  hefrie- 
digen  soll,  der  Bedingung  gentigen: 

,2g  (^«1  +  ^*.  +  ^'s)"  =  ^  -  ^  « 

Diese  Gleichung  stellt  die  beiden  an  das  Hanptellipsoid  gelegten  Tangentialebenen  dar, 
weldie  auf  dem  Vector  t  senkrecht  stehen.  In  der  That,  bezeichnen  wir  die  Coordi- 
naten  des  Berührungspunktes  einer  beliebigen  Tangentialebene  an  dieses  Ellipsoid  mit 
<i>  ^tf  Hl  B^  lautet  ihre  Gleichung: 

«-'[(«11  «1  +  »t»»  +  »«ei)*i  +  •  •]  -  1  =  0. 
Andererseits  wird  diese  Ebene  dargestellt  durch: 

rfja?!  +  d^x^  +  d^x^  —  ^  «  0, 

Ms  d  ihren  Abstand  vom  Anfangspunkte  O  und  di,  d^,  d^  die  Richtungscosinus  ihrer 
Xormale  bedeuten.    Mithin  ist: 

<J«-*(«ii«i +  »,6, +  »,a8)==^i,    u.8.f., 
folglich: 

(27)  Jfij  =  a,irfi  +  b^d^  +  b^d^^    u.  s.  f. 

Da  aber  diese  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  Cj ,  0, ,  0,  der  Gleichung  des  Haupt- 
eUipsoids  (24)  genügen  müssen,  so  ergiebt  sich: 

Demnach  erhalten  wir  für  jene  Tangentialebene: 


(28)  d^x^  +  rfjj«,  +  eis^s  =»  ±  Va„rfi' +  ••••  + 26,^1  rf,  * 

Aus  der  Vergleichung  von  (22)  mit  (27)  und  von  (26)  mit  (28)  folgt  aber  sofort 
das  voransgeschickte  Theorem. 

Die  auf  dem  Vector  t  senkrecht  stehenden  Ebenen  t^x^  +  t^x^  +  t^a^  =: 
const.  sind  for  beide  EUipsoide  conjugirt  zu  dem  gemeinsamen  Durchmesser 
r,  mid  ihre  Schnittcurven  mit  diesen  Ellipsoiden  sind,  da  für  sie  nach  (25) 
die  Relation  Äq>  --^h^  const.  besteht,  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
Ellipsen.  Die  grössere  Schnittellipse  gehört  dem  EUipsoid  q>  an.  DemnacJi 
umgiebi  das  EUipsoid  der  linearen  Leitungsfähigkeiten  das  Hawpteüipsoid, 

Geht  das  Hanptellipsoid  durch  die  Deformation  (14)  in  eine  Eugel  über, 
so  vird  gleichzeitig  das  Ellipsoid  der  linearen  Leitungsfähigkeiten  in  ein 
abgeplattetes  Rotationsellipsoid  yerwandelt. 

12.  StrSmungscurven  in  einem  unbegrenzten  homogenen  krystallinischen 
Korper.  —  Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  zur  Bestimmung 
der  Strömungscunre,  auf  der  sich  zu  einer  gegebenen  Zeit  der  Punkt 
^(^>  ^?  ^)  befindet.    Zu  Grunde  liege  das  System  der  durch  die  Quelle 
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O  gelegten  Hauptaxen  der  Leitungsfahigkeit,  so  dass  die  Componenten  der 
Strömung  im  Punkte  P  ausgedrückt  sind  durch: 

Um  durch  diese  Gleichungen  die  Strömungscurven  zu  definiren,  haben 
wir  zweierlei  zu  beachten:  schreiten  wir  yon  dem  Punkte  P  in  der  Richtang 
der  Strömung  fort^  so  sind  die  Zuwachse  der  Coordinaten  von  P  proportional 
den  Componenten  der  Strömung: 

andererseits  ist  nach  (19)  das  Potential  <I>  im  Punkte  P  eine  Funktion  Ton 

^i*K  +  ^*l<h  +  ^V^»  so  dass: 

Demnach  erhalten  wir  aus  I*  die  Diffm-mHalgleickungen  der  Strönumga- 
curven: 

dx^ :  dx^ :  dx^  ^ 
(29)  TT  IT  T  1 

Jetzt  wurde  zur  näheren  Bestimmung  der  Strömungscurven  die  Integra- 
tion dieser  Gleichungen  erforderlich  sein.  Da  es  uns  aber  vor  allem  darauf 
ankommt,  eine  klare  Vorstellung  von  der  Gestalt  dieser  Curven  zu  gewinnen, 
gehen  wir  zunächst  wieder  vermittelst  der  Deformation  (14)  auf  den  amorphen 
Hülfskörper  zurück,  der,  wie  G.  G.  Stokbs  gezeigt  hat,  eine  durch  ihre 
Einfachheit  und  Anschaulichkeit  überraschende  Lösung  der  vorliegenden  Auf- 
gabe vermittelt.* 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen: 

2^i/V^=«n      ^2/V^=«j,      ^s/V^-tü,, 
so  geht  (29)  über  in: 
(80)  äl,.äU:ät,^ 

li  -  ö^sfe  +  «253  •  Is  -  «ils  +  <«3£i '  Sa  -  ^%li  +  «iSb- 
Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  lässt  sich  aber  sofort  angeben.  SteUen 
wir  uns  einen  isotropen  elastischen  festen  Körper  vor,  der  im  Quellpunkte 
0  fixirt  ist  und  sich  nach  allen  Bichtungen  gleichförmig  ausdehnL  Die 
Geschwindigkeit  der  Ausdehnung  sei  an  allen  Punkten  der  Einheit  gleich, 
so  dass  ein  Theilchen,  welches  am  Ende  der  Zeit  t  in  der  Entfernung  r  vom 
Quellpunkte  liegt,  am  Ende  der  Zeit  t  +  dt  den  Abstand  r(l  +  dt)  besitzt 


^  17  Jahre  später  ist  Boussinbsq,  ohne  die  Arbeit  von  Stokbs  zu  kennen,  mit 
Hülfe  des  EUipsoids  g»  zu  einer  Gonstniction  der  Strömungsearven  gelangt  (vgl  die  auf 
S.  129  citirten  Abhandlungen). 
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Dieser  feste  Körper  möge  sich  gleichzeitig  drehen  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit: 

©  =  Vö?!*  +  «a*  +  CO3* 
mn  eine  Axe,  deren  Richtungscosinus  gegeben  sind  durch  w^Ig),  (oJgj,  od^jw. 
Alsdann  werden  die  Richtungen  der  Bewegung  der  Theilchen  dieses  Körpers 
übereinstimmen  mit  den  Strömungsrichtungen  des  Hülfskörpers.  Und  die 
i^trömungsrichtungen  im  Krystall  werden  erhalten,  indem  die  ganze  Con- 
fignration  der  Deformation  (14)  unterworfen  wird. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Differentialgleichungen  (30)   ihre  ein- 
fachste Gestalt  annehmen  werden,  wenn  wir  den  Hülfskörper  auf  ein  recht- 


Fig.  94. 

winkliges  Axensjstem  3£,  %  g  beziehen,  in  welchem  eine  Axe,  z.  B.  3?  "^^ 
der  soeben  definirten  Drehungsaxe  zusammenfallt;  denn  unter  dieser  Voraus- 
setzung ist: 

'31)  <^E :  <^9 :  ^i  =  E  -  ö> 9  •  9  +  "'S :  i  • 

Um  diese  Gleichungen  zu  deuten,  fuhren  wir  in  der  zur  Drehungsaxe  senk- 
rechten Ebene  Polarcoordinaten  ein: 

E  =  rcost//,     9  =  rsint//. 

Dann  geht  zunächst: 

über  in: 

i»)  (adr^  rdyj. 
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d.  i.    die  DifferenHalgleichung   eines  Systems   glekhwinkeUger  (logarükfniseher) 
Spiralen  (Fig.  94),  in  welchem  der  Winkel  &  xunschen  der  Tangente  und  dem 
Radiusvector  in  einem  beliebigen  Punkte  gegeben  ist  durch  i9*  =  arc  tan  co. 
Andererseits  folgt  aus  (31): 

dh        (jc-a>^)<i?y  +  (l)-f  tog)rfn 


"  r+  ü>«  V  j«  +  9«  ■♦"  **  j*  +  9*  ; 


l  +  CÜ« 

Demnach  ist: 

(1  +  ü)^  log  2  +  const.  s=  logr  +  wi/', 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (a),  =  (1  +  w^  log  r,  so  dass  wir  erhalten: 

(b)  j  =  wr, 

worin  m  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.    Hierdurch  unrd  ein  System 

von  Kreiskegeln  dargestellt,  deren  Axen  mit  der  Drekungsaoce  3  zusammenfailefu 

Das  Resultat  unserer  Entwiekelungen  ist  also  dieses.  Wir  beschreiben 
in  dem  Hülfskörper  in  der  zur  Axe  3  senkrechten  Ebene  eine  gleichwinkelige 
Spirale,  welche  dadurch  bestimmt  ist,  dass  ihr  Fol  in  der  Quelle  0  liegt, 
und  dass  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  dem  Radiusvector  in  einem 
beliebigen  Punkte  =  arc  tan  co  ist.  Dieser  Spirale  ertheilen  wir  durch 
Drehung  um  O  alle  möglichen  Lagen  in  der  Xg)- Ebene,  und  in  jeder  Lage 
nehmen  wir  sie  zur  Leitcurve  eines  Cylinders,  dessen  Erzeugende  der  Axe 
3  parallel  laufen.  Femer  steUen  wir  uns  ein  System  Ton  Kreiskegeln  vor, 
deren  gemeinsame  Spitze  die  Quelle  und  deren  Umdrehungsaxe  die  3*^^ 
ist.  Dann  erhalten  wir  in  den  räumlichen  Spiralen,  welche  von  dem  System 
der  Schnittcurven  der  Cylinder  und  der  Kegel  gebildet  werden,  die  Strömungs- 
Gurven  in  dem  Hülfskörper.  Der  centrale  Kegel,  die  Axe  3  selbst,  reprasen- 
tirt  die  einzige  Richtung,  in  der  ein  geradliniger  Strom  auftritt 

Um  hieraus  die  Strömungscurven  in  dem  krysiallinischen  Körper  zu  ge- 
winnen, haben  wir  nur  noch  die  ganze  Configuration  im  Sinne  der  Relationen 
(14)  zu  deformiren.  Dabei  geht  die  RidUung  der  geradlinigen  Strömung  3 
über  in  den  Vector  r,  also  in  den  gemeinsamen  Durchmesser  des  Haupt- 
ellipsoids  und  des  Ellipsoids  der  linearen  Leitungsfahigkeiten. 

Bezeichnen  wir  nämlich  mit  T^  und  T^  die  Componentcn  von  t  and  r  nach  der 
Axe  C^,  BO  ist  nach  I*  und  (22): 

Die  entsprechenden  Grössen  in  dem  amorphen  Körper  seien  T,^'  und  Tj^',  so  ist  auch: 

Nun  besteht  nach  (14)  die  Besiehung: 

i;:T,:Ii  =  V^Tj':V^2;':Vr.T3', 
folglich  verhalten  sich: 

o,,:o,,:fi,8:«V^2;:V^i;:V^2;-T/:T,':T,'. 
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Die  VerhftltmaBe  der  Siditangscosmos  der  Axe  3  stimmen  also  überein  mit  den  Bich- 
timgscosinus  der  ans  dem  Vector  %  durch  die  Deformation  herrorgehenden  Geraden. 

13.  Symmetrieeigenschaften Nachdem  die  mit  dem  Elementargesetz  I 

verknüpften  rotatorischen  StrömungsYorg&nge  erläutert  sind,  erhebt  sich 
Tor  allem  die  Frage,  in  welchen  Gruppen  krystallisirter  Körper  diese  eigen- 
artigen Erscheinungen  zu  erwarten  sind. 

Da  die  Gleichungen  I  ungeandert  bleiben,  wenn  gleichzeitig  die  Com- 
ponenten  S^  durch  —  S^  und  CT^  durch  —  ü^,  (ä  =  i,2,3),  ersetzt  werden, 
80  besitzen  homogene  Krystaüe  in  Bezug  auf  Strömungsvorgänge  stets  ein 
Cenirum  der  Symmetrie:  jede  Gerade  ist  mit  der  inversen  gleichberechtigt. 

Ist  ausserdem  noch  eine  Symmetrieaxe  von  der  Periode  n  vorhanden,  die 
mit  der  Coordinatenaxe  X^  zusammenfallen  möge,  so  müssen  die  neun 
Co^ffidenten  der  Leitungsfahigkeit  gewissen  Bedingungen  genügen.^  Es  sei 
der  kleinste  Drehwinkel  einer  Deckbewegung  2njn  =  t/;,  cos i/;  =  ;^,  sin  i//  =  a^ 
Wird  das  Coordinatensyst^m  um  X,  um  ^j)  in  die  Lage  X/,  X^',  X^  =  X, 
gedreht,  so  mögen  die  Componenten  der  Vectorgrössen  U  und  E  in  Bezug 
auf  die  Axe  X^  bezeichnet  werden  mit  U^  und  S/: 

(1)  U^'^  U^a+  U^r  -E^'^^^a+^^y 

TT' TT  T  '  —  T 

^Z   —    ^Z1  — 3    —  ^3  • 

Durch  diese  Transformation  des  Coordinatensystems  dürfen  die  Fundamental- 
gleichungen I  nicht  geändert  werden,  d.  h.  es  muss  wieder: 

^K  =  «U  -/  +  «*2  Sg'  +  «1.3  S3'  {h  ^  1, 2, 3) 

sein.  Trägt  man  aber  die  Werthe  (1)  in  diese  Gleichungen  ein^  so  ergiebt  sich: 
U^r  -  U^o  =  aj,  (Ej;/  -  E^ct)  +  «12  (Hi(T  +  S^y)  +  ai3S3 
U^a+U^y^  öji  {^lY  -  Sgff)  +  a^^[Z^a  +  E^y)  +  0^3 E3 
^8  =  «31  (Si/  -  S^ff)  +  a32(Si<y  +  E^y)  +  033 E», 
und  die    hieraus  fliessenden  Werthe    der  Strömungscomponenten    müssen 
identisch  sein  mit  den  durch  die  Gleichungen  I  gegebenen.    Dazu  ist  er- 
forderlich, dass  die  Leitungscoöfficienten  folgende  Relationen  befriedigen: 


1.  «n  =  {a^^y  +  a^^a)y  +  {a^^y  +  0^2"^)^ 

2.  «12  =  (-  Oii<^  +  Oi2r)r  +  (-  «aicr  +  ai,y)(r 

3.  \  0^3  =  «13;'  +  ^28^ 

4. :  «21  =  -  («iir  +  ai2<7)<^  +  («21/  +  «23 ^)r 

5.  '  aa2=:  -(-anö'  +  aj2r)<^+(~«2i^  +  «22r)/ 

6.  «23  =   —  «iS^^  +  ^isT 
7-    j   «81  =«31^  +  032^ 

8.   I  032  =  —  Ogi  <y  +  «32/'- 

1  B.  Mdckigsbode,  Ueber  WärmeleitttDg  in  Kiystallen.  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886, 1, 1. 
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Zunächst  ergiebt  sich  aus  der  Verbindung  der  Relationen  3.  und  6.,  7.  und 
8.,  deren  Determinante  nur  für  cos  i/^  =  1  verschwindet,  dass  für  jede  Sym- 
metrieaxe  X^  die  GoSCßcienten: 

(a)  »18  =  «8S  =  0,      031  ==  Og,  =  0 

sind.  Femer  entnehmen  wir  aus  1.  und  2.  oder  aus  4.  und  5.,  dass  in 
dem  FaUe,  wo  sin  'i/;  tou  Null  verschieden,  also  die  Periode  der  Symmetrie- 
axe  ^3  grösser  als  2  ist,  die  Relationen  bestehen: 

(b)  öii  =  Ö32>    «1, +  aji=0. 

Für  eine  2-zahlige  Axe  gelten  also  nur  die  Bedingungen  (a). 

Dieses  Ergebniss  gestattet  die  Fundamentalgleichungen  I  für  die  durch 
Symmetrieeigenschaften  ausgezeichneten  Gruppen  krystallisirter  Körper  auf- 
zustellen. 

Triklines  System  81,  82]. 

In  diesem  Falle  gelten  die  allgemeinen  Gleichungen  I  mit  9  Co^fßcienteiL 

Monoklines  System  28,  29,  80]. 

Alle  monoklinen  Erystalle  besitzen  in  Bezug  auf  Strömungsvorgange 
ein  Centrum  der  Synmietrie,  eine  Symmetrieebene  und  eine  zu  ihr  senk- 
rechte 2-zahlige  Symmetrieaxe.  Fällt  diese  Axe  mit  X,  zusammen,  so  ist 
nach  (a):  a^  «  a,i  =  Ojj  =  o^g  »  0,  folglich: 

^1  =  «iiSi  +  «1323 

worin  nur  5  Co^fficienten  auftreten.  Den  Symmetrieeigenschaften  entsprechend 
ändern  sich  diese  Gleichungen  nicht  bei  den  Substitutionen: 


U,     U,     UA         I    S,     H3     H3\ 


Mit  der  Symmetrieaxe  fallen  je  eine  Hauptaxe  der  EUipsoide  f,  q>,  h  und 
die  Yectoren  t,  r  zusanmien. 

Rhombisches  System  25,  26,  27]. 

Alle  rhombischen  Erystalle  haben  hier  ein  Centrum  der  Symmetrie  und 
drei  auf  einander  senkrechte  Symmetrieebenen,  deren  Schnittgeräden  2-zähiige 
Symmetrieaxen  sind.    Da  nach  (a): 

^3  =  Ö3g  =  031  =  0,3  =  a^j  =  Oai  =  0 
ist,  so  folgt: 

Diese  Gleichungen  bleiben  ungeändert  bei  der  Yertauschung  von  C]^,  S^  mit 
—  U^^  —  E^.  Vectorgrössen  t,  r  sind  in  rhombischen  Kiystallen  nicht  vor- 
handen. Das  Ellipsoid  der  linearen  Leitungsfahigkeiten  (p  ist  identisch  mit 
dem  Hauptellipsoid  h\  die  Hauptaxen  von  h  und  f  fallen  mit  den  krystallo- 
graphischen  Symmetrieaxen  zusanmien. 
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Tetragonales  System. 

Tetragonale  Kiystalle  besitzen  in  Bezug  auf  Strömungsvorgange  stets 
eine  Symmetrieaxe  X^  Yon  der  Periode  4.  Demnach  sind  hier  die  Ellipsoide 
f,  h,  ff  Rotationsellipsoide,  also  X^  eine  Axe  der  Isotropie.  In  den  Gruppen 
21,  22,  24]  ist  nur  diese  ausgezeichnete  Symmetrieaxe  vorhanden;  dagegen 
treten  in  den  übr^en  Gruppen  18,  19,  20,  23]  noch  2-zahlige  Queraxen 
hinziL  Wir  haben  also  zwei  Klassen  tetragonaler  Erystalle  zu  unterscheiden. 

21]  Pyramidtüe  Hemiedrie,  22]  Hemimorphe  Tetartoedrie,  24]  Sphenoidisohe 
Tekartoedrie. 

Nach  (a)  und  (b)  ist: 

Ui  «Oll  Hl  +<»12S8 

^2  «-«laSi  +01102 

^3  =  «33  Sa- 

Den  Symmetrieeigenschaften  entsprechend  werden  diese  Gleichungen  nicht 
geändert  durch  die  Substitutionen: 

^U,      UA      (Z,      EA 

Ton  denen  die  beiden  ersteren  der  horizontalen  Symmetrieebene,  die  letzteren 
der  4-zähligen  Axe  entsprechen.  Die  Yectoren  i,  r  fallen  mit  der  Axe  der 
Isotropie  zusammen. 

18]  Holoedrie,  19]  Hemimorphe  Hemiedrie,  20]  Trap&wedrische  Eemiedrie, 
23]  Sphenoidis<^  Hemiedrie. 

Da  die  Hauptaxen  X^,  X^  mit  gleichberechtigten  2-zähligen  Queraxen 
zosammenfallen^  so  ist: 

Diese  Gleichungen  bleiben  auch  noch  ungeändert  bei  den  Vertauschungen 
Ton  U^  und  U^,  Sj  und  Sj.  Die  rotatorischen  Glieder  fehlen;  die  Ellipsoide 
<f  imi  h  faüen  zusanmien. 


(-u)'   (-?)' 


Hexagonales  System. 
Auch  in  diesem  Systeme  müssen  zwei  Klassen  unterschieden  werden. 
Hexagonale  Kiystalle  besitzen  entweder  eine  6-zählige  oder  eine  S-zählige 
Symmetrieaxe,  die  für  StrömungsTorgänge  eine  Axe  der  Isotropie  ist.  In 
der  eisten  Klasse  ist  daneben  keine  weitere  Symmetrieaxe  vorhanden,  während 
in  der  zweiten  noch  2-zählige  Queraxen  hinzutreten.    Es  entsprechen: 

9]  Piframidcde  Hemiedrie,  10]  Erste  hemimorphe  Tetartoedrie,    12]   Sphe- 
noidische  Tetartoedrie,  16]  Rhomboedrische  Tetartoedrie,  17]  Ogdo'edrie 
der  ersten  Klasse  des  tetragonalen  Systems; 
8]  Holoedrie,    7]  Hemimiorphe  Hemiedrie,   8]  Trapexo'edrisohe  Hemiedrie, 
11]  Sphenoidische  Hemiedrie,  13]  Rhomboedrische  Hemiedrie,  14]  Zweite  hemi- 
mwphe  Tetartoedrie,  15]  Trapexo'edrische  Tetartoedrie 
der  zweiten  Klasse  des  tetragonalen  Systems. 
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Reguläres  System  1  bis  5]. 
Da  hier  drei  auf  einander  senkrechte  gleichberechtigte  Symmetrieaien 
vorhanden  sind,  so  gehen  die  Ellipsoide  f  und  h  in  Kugeln  über.    In  Bezog 
auf  Strömungsvorgange  sind  die  regulären  Erystalle  isotrop.     Für  jedes 
Coordinatensystem  gelten  die  Gleichungen: 

Demnach  erhalten  ivir  im  Oanx-en   sechs  Gruppen  krystaüisirter  Körper: 

A.  Isotrope  Krystalle  (reguläres  System). 

B.  Erystalle  mit  einer  Axe  der  Isotropie. 

a)  Hexagonale  und  tetragonale  Erystalle  der  ersten  Elasse. 

b)  Hexagonale  und  tetragonale  Erystalle  der  zweiten  Klasse. 

C.  ErystaUe  ohne  Axe  der  Isotropie. 

a)  Rhombisches  System. 

b)  Monoklines  System. 

c)  Triklines  System. 

Die  Veciorgrössen  t  und  r,  von  denen  die  in  [12]  definirte  spiralförmige 
Gestalt  der  Strömungscurven  abhängt,  treten  auf  im  trüdmen  System,  im  mono- 
klinen  System  und  in  der  ersten  Klasse  des  hexagonalen  und  des  t^^ragonakn 
Systems,  d.  h.  in  Krystallen,  tvelche  selbst  dann,  wenn  ihre  Symmeiriedemenie 
durch  Hinxufügung  eines  Centrums  der  Symmetrie  erweitert  werden^  keine  oder 
nur  eine  einzige  Symmstrieaxe  besitxen. 


3.  Wärmeleitung. 


Gestalt  und  Orientining  der  isothermisohen  Flächen  in 

Krystallen. 

1.  Theorie  von  Duhamel.  —  Die  Erforschung  der  Gesetze  der  Wärme- 
leihmg  in  homogenen  Kiystallen  beginnt  mit  einer  theoretischen  TJnter- 
suchnng  von  Duhamel.^  Ihren  Ausgangspunkt  bildet  die  Hypothese,  dass 
der  Vorgang  der  Wärmeleitung  auf  einer  innerm  Strdhkmg  xmschm  dm 
Molekülen  beruhe.  Jedes  Molekül  M  strahlt  nach  einem  benachbarten  Mole- 
kül M'  eine  Wärmemenge,  die  proportional  ist  der  Zeit,  der  sehr  geringen 
Differenz  der  Temperaturen  0,  &  in  jenen  Punkten  und  einer  von  der 
Länge  r  und  den  Eichtungscosinus  a,  ß,  /  der  Yerbindungsgeraden  MM' 
abhängigen  Punktion  F.  Demnach  ist  der  Ausdnick  für  die  während  des 
Zeitelementes  dt  von  dem  Volumenelement  dv  in  M  an  das  Volumenelement 
dt  in  Jf  abg^ebene  Wärmemenge: 

dvdv{e  -  &)F{r,  «,  ß,  y)  dt 
Die  Funktion  -P  hat  für  beide  Richtungen  der  Geraden  MM'  denselben 
Werth: 

F{r,  «,  ß,  r)  ^  J^(r,  -«,  -  A  -y), 

si3  dass  ein  Unterschied  der  Wärmeleitungsfähigkeit  in  einander  entgegen- 
gesetzten Richtungen  derselben  Geraden  nicht  stattfinden  kann.  Da  ein 
homogener  Krystall  betrachtet  wird,  so  ändert  sich  der  Werth  von  F  nicht, 
wenn  man  das  Punktepaar  If,  M'  durch  ein  anderes  mit  demselben  Werth- 
STstem  r,  a,  ß,  y  ersetzt.  Ausserdem  wird  angenommen,  dass  sich  die 
Strahlung  auf  bedeutend  grossere  Entfernungen  als  den  Abstand  r  erstreckt. 
Demnach  kann  die  Sunune  der  durch  ein  ebenes  Flächenelement  strömenden 
Wärmemengen  so  gebildet  werden,  als  wäre  der  Körper  continuirlich. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  findet  Duhamel,  dass  die  Componenten 
des  MaTimnmH  des  Wärmestromes  (oder  der  Strömung  S.  121)  in  einem  be- 
liebigen Punkte  eines  homogenen  Erystalls  als  homogene  und  lineare  Funk- 
tionen der  Componenten  des  an  jener  Stelle  vorhandenen  Temperaturgefalles 
dargestellt  werden  können.    Die  Hypothese  der  molekularen  Strahlung  er- 


^  J.  M.  C.  Duhamel,  Sur  les  ^quations  g^n^rales  de  la  propagation  de  la  cbaleur 
dans  les  corpB  soHdes  dont  la  condtictibilit^  n^est  pas  la  mSme  dans  tous  les  sens. 
Joara.  de  T^ole  polytechn.  (Cah.  21),  T.  13,  856,  1882;  pr^.  h.  TAcad.  7  avril  1828. 
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fordert  aber,  wie  von  voriilierein  hervorgehoben  werden  mnss,  dass  im  all- 
gemeinsten Falle  nur  sechs  Coefficienten  auftreten,  die  ein  zur  Diagonale 
symmetrisches  System  bilden^  (S.  126,  !•).  Daher  existiren  stets  wenigstens 
drei  zu  einander  senkrechte  Richtungen,  die  in  Bezug  auf  die  Wärmeleitungs- 
fahigkeiten  Symmetrieaxm  von  der  Periode  2  sind.  Wählt  man  diese  Hanpt- 
axen  der  Leitungsfahigkeit  zu  Ck)ordinatenaxen,  so  lautet  die  Differential- 
gleichung, welche  das  Gesetz  der  Wärmeleitung  im  Innern  hom(^ner 
Erystalle  ausdrückt: 

de       e^e  .     d*e  ,     e^e 
W  ^^di^^igV  +  ^öV  +  ^öV' 

Hierin  bedeuten  o^,  o^j  e^  die  Hauptleitungsfähigkeiten,  9  die  im  Punkte 
a^,  iCj,  x^  zur  Zeit  t  herrschende  Temperatur,  q  die  Dichte  und  c  die  speci- 
fische  Wärme  des  Kiystalls.  Liegt  der  Punkt  x^,  x^,  x^  an  der  Oberfläche 
des  Erystalls,  so  muss  0  der  Bedingung  genügen: 

<?i  g^COs(nXi)  +  Cag^cos(wa^)  +  Csg^C08(na^)  «  ä(©  —  ©o)? 

worin  n  die  in  jenem  Punkte  nach  Innen  errichtete  Normale  der  Oberfiäclie. 
h  die  äussere  Leitungsfahigkeit  des  Krystalls  und  0^  die  Temperatur  des 
umgebenden  Mediums  bedeuten. 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  (1)  wurde  von  Duhamel  iu 
dieser  ersten  Abhandlung  nur  in  zwei  Fällen  ausgeführt,  unter  Bedingungen, 
die  zur  experimentellen  Bestimmung  der  Wärmeleitungsfahigkeiten  unge- 
eignet sind.  Daher  gab  diese  Theorie  keinen  directen  Anlass  zu  Beob- 
achtungen. 

2.  Methode  von  H.  de  Senarmont  zur  Ermittelung  der  Gestalt  und  der 
Lage  isothermischer  Flächen  in  Krystallen.'  —  Erst  im  Jahre  1847  unter- 
nahm es  H.  DE  Senarmont  nach  einer  dem  Verfahren  Ton  J.  Ingen- 
Housz*)  analogen  Methode  die  Gruppen  krystallisirter  Korper  zu  ermittehi, 
in  denen  eine  Abhängigkeit  der  Wärmeleitungsfahigkeit  von  der  Richtung 
Yorhanden  ist.  Nach  dieser  Methode  wird  aus  dem  zu  untersuchendeu 
Erystall  eine  dünne  homogene  Platte  geschnitten,  durch  deren  Centrum  ein 
enges  Loch  gebohrt  wird.    Die  Begrenzungsebenen  der  horizontal  gestellten 

^  Nach  einer  von  G.  Lam£  eingeföhrten  Bezeidmung  handelt  es  sich  um  den  Fall 
der  yy^galit^  sym^trique*'  (Le^.  sur  la  th^orie  anal,  de  la  chaleur.  1861,  §  VIII). 

'  H.  DB  Sbnabmont,  Memoire  aar  la  conductibilit6  des  substances  cristallisees 
par  la  chaleur.  Compt  rend.  25,  459,  707,  1847.  Rapport  sur  ce  Memoire;  Kappor- 
tear  M.  Biot.  ib.  829.  Ann.  chim.  pbys.  (3)  21,  457,  1847;  22,  179.  1848.  Pogg.  Ann. 
73,  191;  74,  190;  75,  50,  482,  1848.  Ezp^riences  sur  les  modifications  qae  les  agents 
m^caniques  impriment  k  la  conductibilit^  des  coips  homogenes  pour  la  chaleur.  Gompt 
rend.  26,  501,  1848.  Ann.  chim.  phys.  (8)  23,  257,  1848.  Pogg.  Ann.  76,  119,  1849. 
Note  sur  les  propri^t^s  thermiques  de  la  tourmaline.  Ann.  chim.  phjs.  (8)  28,  279, 
1850.    Pogg.  Ann.  80,  175,  1850. 

*  J.  Inqsn-Housz,  Vermischte  Schriften  physisch-medic.  Inhalts.  VTieu.  2.  Aufl. 
2, 341, 1784.  Sur  les  m^tauz  comme  condueteurs  de  la  chaleur.  Joum.  de  phys.  34, 1789. 
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Platte  werden  mit  dünnen  Waohsschicliten  überzogen.  Um  die  Platte  zu 
erwärmen,  wird  in  das  Loch  ein  Draht  oder  eine  enge  Metallröhre  einge- 
fulirt  mid  an  dem  einen  Ende  erhitzt.  Durch  die  Mittheilung  der  Wärme 
an  die  Krystallplatte  beginnt  das  Wachs  in  der  Umgebung  der  Durchboh- 
mng  zu  schmelzen  und  sich  von  dem  Erwarmungscentrum  zurückzuziehen. 
Auf  diese  Weise  bezeichnet  ein  Wulst  von  Wachs  eine  der  Schmelztempe- 
latur  desselben  entsprechende  Isotherme  auf  der  Platte.  Nachdem  die 
SchmelzJSgur  die  gewünschte  Grösse  erreicht  hat,  wird  die  Erwärmung  unter- 
brochen. Bei  dem  Erkalten  bleibt  der  innere  Rand  des  von  Wachs  be- 
freiten Gebietes  hinreichend  sichtbar,  um  die  Messung  der  Durchmesser  und 
der  krystallographischen  Orientirung  der  Schmelzfigur  zu  gestatten. 

Die  von  Senabmokt  nach  diesem  Verfahren  hergestellten  Schmelz- 
fignren  waren  auf  beliebig  orientirten  Flächen  regulärer  Krystalle  und  auf 
basischen  Platten  hexagonaler  und  tetragonaler  Krystalle  kreisförmig,  in  allen 
übiigen  Fällen  dagegen  elliptisch  gestaltet.  Indem  Senabmont  die  Orien- 
tirung der  elliptischen  Schmelzfiguren  näher  bestimmte,  gelangte  er  zu  dem 
Resultat,  dass  nach  der  Gestalt  und  der  Lage  der  isothermischen  Ellipsoide 
nur  dieselben  fünf  Oruppm  krystallisirter  Körper  zu  unterscheiden  seien, 
welche  wir  bei  der  Untersuchung  der  homogenen  Deformationen  auf  S.  66 
kennen  gelernt  haben. 

Senabmont's  Beobachtungen  konnten  sich  nur  auf  die  Symmetrie- 
agenschaften  der  Wärmeleitung  in  Krystallen  erstrecken,  sogar  die  Gestalt 
der  Schmelzfiguren  und  der  isothermischen  Flächen  konnte  nur  mit  einem 
gewissen  Vorbehalt  beschrieben  werden.  Die  von  Senasmont  offen  gelassene 
Frage  nach  der  Abhängigkeit  der  Schmelzfiguren  von  den  Werthen  der 
inneren  Wärmeleitungsfahigkeiten  wurde  in  unmittelbarem  Anschluss  an  seine 
Mittheünngen  von  Duhamel  auf  Grund  der  soeben  skizzirten  Theorie  beant- 
wortet. Es  ergab  sich,  dass  nach  dem  SENABMONx'schen  Verfahren  weder 
absohUe,  noch  reiaHve  Messungen  von  Wärmeleitungsßhigkeiten  ausgeführt 
werden  können^  da  die  Halbaxen  eines  isothermischen  Ellipsoids  sich  nicht 
wie  die  Hauptleitun^sfahigkeiten  selbst,  sondern  wie  die  Quadratwurzeln  aus 
diesen  Grössen  verhalten.  Ehe  wir  aber  hierauf  des  Näheren  eingehen, 
sollen  die  Messungsergebnisse  von  Senabmont  zusammengestellt  werden. 

Krystalle  mit  einer  Axe  der  Isotropie  f. 

Elliptische  Schmekfignren  auf  Flächen  parallel  zur  Axe  f  ergaben  folgende  Ver- 
biltniaee  der  Halbaxen  in  den  Bichtongen  senkrecht  und  parallel  zu  y* 

Hexagonales  System,  Teiragonales  System, 

Beryll  0,91:1  Butil  0,79:1 

Kalkspath  0,90:1  Vesnvian  1,1    :1 

Tnnnalin  1,27 : 1  Quecksilberchlorür  0,76 : 1 

Quarz  0,76 : 1 

Demnach  sind  die  isothermischen  Botationsellipsoide  in  der  Bichtung  der  Axe 
der  Isotropie  verlängert  im  Beryll,  Kalkspath,  Quarz,  Butil  und  Quecksilberchlorür, 
LanKB,  Phyi.  Kryttallogr.  10 
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dagegen  abgeplaUet  im  Turmalin  und  Vesuyian.    In  die  erste  RIasae  gehört  ausser- 
dem noch  Zinnerz,  in  die  zweite  Eisenglanz  und  Korund. 


Fig.  95.    Quarz.  Fig.  96.    Turmalin. 

Krystalle  ohne  Axe  der  Isotropie. 
Rhombisches  System.    Es  wurden  untersucht:   Antimonglanz,  Boumonit,  Aragonit, 
Baryt,  Topas,  Staurolith,  Pinit.     Aber  nur  am  Antimonglanz  konnten  befriedigende 
Messungen  ausgeführt  werden;  das  Verhfiltniss  der  Halbaxen  der  elliptischen  Schmelz- 
figuren ist: 

auf  (100)  in  den  Richtungen  <!:5  =  1,8 

,1    (010)  »  C:a=  1,4 

»    (001)  n  a:6=  1,3. 

Demnach  sind  die  Wärroeleitungsfllhigkeiten  in  den  Richtungen  der  Sjmmetrieaxeni 

c  >  a  >  ^,  und  es  verhalten  sich  die  Halbaxen  der  isothermischen  Ellipsoide  in  den 

Richtungen: 

<f:a:5-  1,8:1,3:1. 
Monoklines  System,     Im    Gyps  föllt  die   kleinste  Halbaxe   eines  isothennischcn 
Ellipsoids  mit  der  krystallographischen  Symmetrieaxe  zusammen,  die  grösste  Halbaxe 
ist  in  der  Symmetrieebene  unter  50^  gegen  den  faserigen  Bruch  geneigt.    Aoaserdem 
wurden  geprüft:  Glauberit,  Orthoklas,  Augit,  Wolframit.* 

TriJclines  System,  Kupfervitriol  erwies  sich  wegen  seines  (jrehaltes  an  Krystall- 
Wasser  als  ungeeignet  zu  diesen  Versuchen.'  Dagegen  konnten  Spaltungsstflcke  von 
Kaliumdichromat  benutzt  werden.  — 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Beobachtung  von  Senabmont,  dass  in  den 
Fftllen,  wo  die  Platte  nicht  auf  einer  Symmetrieaxe  der  Wärmeleitung  senkrecht  steht, 
die  Verbindungsgerade  der  Mittelpunkte  der  Schmelzfiguren  auf  den  beiden  Begren- 
zungsebenen nicht  mit  der  Plattennormale  zusammenfällt.  Auf  einer  8  mm  dicken, 
unter  45®  gegen  die  Axe  der  Isotropie  geneigten  und  auf  beiden  Seiten  mit  Wachs 
Überzogenen  Quarzplatte  lagen  die  Schmelzfiguren  symmetrisch  zum  Hauptschnitt  der 


^  H.  FizBAü  hat  einige  Messungen  von  A.  Dss  Cloizbaux  über  die  Orientirung 
der  Hauptaxen  der  Wärmeleitung  in  monoklinen  Krystallen  milgetheilt  (Compt.  rend. 
669  1072,  186-^.  Pogg.  Ann.  135,  872,  1868).  Die  folgenden  Winkelangaben  beäehen 
sich  auf  die  in  den  Figuren  62,  64,  78,  79  des  Textes  mit  C  bezeichneten  Axen;  a  und 
c  bedeuten  Klinoaxe  und  Verticalaxe. 

(Ca) 
Orthoklas    22<^  7'  im  stumpfen  Winkel  (ac) 
Epidot        40  27  (?)  im  stumpfen  Winkel  [ac) 
Augit  18  53  im  spitzen  Winkel  {ac). 

Im  Oyps  beträgt  die  Neigung  von  C  gegen  den  faserigen  Bruch  nach  Dbs  Cloizbaux 
89^46'  im  stampfen  Winkel  zwischen  dem  faserigen  Bruch  und  der  Verticalaxe. 

'  Dieser  Körper  wurde  später  von  C.  Pape  untersucht  (Die  Wftnneleitimg  im 
Kupfervitriol.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  1,  126,  1877). 
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Platte,  aber  excentrisch  zur  Durchbohrung.  An  den  findpunkten  der  Symmetrielinie 
waren  die  Krümmungen  jeder  der  beiden  Figuren  ungleich,  und  zwar  befiind  sich  die 
gtSrkere  fijrfimmung  an  der  am  weitesten  von  der  Durchbohrung  entfernten  Stelle. 
Ueberdies  waren  die  beiden  Figuren  entgegengesetzt  orientirt,  so  dass  sie  die  Leit- 
earven eines  zum  Uauptschnitt  symmetrischen  Cylinders  bildeten,  dessen  Mittellinie 
ach  mit  der  Durchbohrung  kreuzte  und  dabei 
gegen  die  Aze  der  Isotropie,  also  gegen  die  Bich- 
tung  des  Maximums  der  Wftrmeleitungsfähigkeit 
hin  neigte.  ^  Analoge  Resultate  ergab  eine  Platte 
von  Gjps  senkrecht  zur  Halbirungsgeraden  des 
spitzen  Winkels  der  optischen  Axen.'  — 

Sbxabmont  hat  femer  die  Aenderungen  der 
Wirmeleitungsfthigkeiten  yeranschaulicht,  wel- 
che in  isotropen  Körpern  durch  einseitigen  Druck 
heiheigefittirt  werden.  Comprimirt  man  einen 
Glaswurfel  in  einer  Presse  mit  parallelen  Backen, 
und  stellt  man  alsdann  auf  einer  zur  Druckrichtung  parallelen  Flftche  eine  Schmelz- 
figor  her,  so  erhält  man  eine  Eüipse,  deren  kleinere  Halbaxe  in  die  Druckrichtung  ftllt ' 

3.  Modificationen  der  Senaitnont'schen  Methode.  —  Wohl  ist  das  Ver- 
fahren Ton  Senabhont  später  mit  einigen  Abänderungen,  unter  denen  die 
Ton  W.  C.  Röntgen  vorgeschlagene  am  zweckmässigsten  ist,  wiederholt 
angewendet  worden.  Indessen  haben  die  auf  theoretischem  Wege  von 
Gr.  G.  SroEES  und  J.  Boussinesq  angeregten  Fragen  hierdurch  bislang 
keine  Förderung  erfahren. 

y.  VON  Lang  untersuchte  hexagonale  und  tetragonale  Eiystalle  nach  folgender 
Methode.*  Eine  hinreichend  dänne  und  homogene,  parallel  zur  Verticalaxe  geschnittene 
Platte  wurde  in  der  Mitte  durchbohrt,  so  dass  durch  das  enge  Loch  (0,6  mm)  eine 
Nihnadel  eingeführt  werden  konnte.    Die  Nadel  wurde  vertical  in  einen  Schraubstock 


Fig.  97.    Comprimirter  Glaswfirfel. 


^  Ann.  chim.  phys.  (8) 
22, 187;  Compt  rend.  26,839. 

*  Ann.  chim,  phys.  (8) 
22,  206. 

'  Zur  Demonstration  von 
Schmelzfigaren  ist  die  in  Fig.  98 
abgebildete,  von  dem  Mecha- 
niker B.  FuESS  in  Berlin  con- 
Btrairte  Vorricbtung  geeignet. 
Die  KryBtallplatte  X  befindet 
»ich  zwischen  dem  durch  eine 
Spiralfeder  emporgedrückten 
Teller  q  und  einer  Kupfer- 
platte, in  welche  der  Kupfer- 
draht #  emgeschranbt  ist  Die 
strahlende  Wftrme  der  seitlich 
aufgestellten,  zur  Erwärmung 
von  s  dienenden  Flamme  wird 

durch     einen    Schirm     abge-  t^.      ^«      ,,        .   r^ 

halten.  ^^'  ^^'    Vi  nat.  Gr. 

*  y.  von  Lahg:    Orientirung    der  Wärmeleitungsfthigkeit   einasger  Krystalle. 
Sitzungsber.  Wien.  Akad.  54  (2),  168,  1866;  Pogg.  Ann.  135,  29,  1868. 
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geklemmt.  Um  das  Herabgleiten  der  Platte  zu  verhindern,  wurde  unter  dieselbe  ein 
dünner  Kork  gesteckt.  Die  obere  Flftche  der  Platte  war  mit  einer  mö^chst  dünnen 
Wachsschicht  (Mischung  von  Wachs  und  Terpentin  mit  einem  Schmelzpunkt  von  etwa 
40^  C.)  Überzogen.  Zur  Erwärmung  dieser  Vorrichtung  wurde  von  den  Poldrfihten 
einer  galvanischen  Batterie  der  eine  mit  dem  Schraubstock  verbunden,  während  der 
andere  an  den  oberen  Theil  der  Nadel  in  grösserer  oder  geringerer  Entfernung  von 
der  Wachsschicht  angelegt  wurde.  Auf  diese  Weise  konnte  die  Erhitzung  der  Nadel 
regulirt  werden.  War  das  Wachs  hinreichend  weit  geschmolzen,  so  wurde  der  obere 
Poldraht  entfernt  und  die  Nadel  aus  der  noch  wannen  Platte  gezogen.  —  Der  Charakter 
der  Wärmeleitung  wird  von  V.  von  Lang  als  potiHv  oder  als  negativ  bezeichnet,  je 
nachdem  die  isothermischen  Ellipsoide  in  der  Bichtung  der  Axe  der  Isotropie  verlängert 
oder  abgeplattet  sind.  Das  Verhältniss  der  Quadratwurzeln  aus  den  Wärmeleitongs- 
fähigkeiten  in  den  Richtungen  senkrecht  und  parallel  zu  dieser  Axe  beträgt: 


Hexagonales  System, 

Kalium-Kadmiumchlorid  4KCl.Cd01, 

Ammonium-Kadmiumchlorid   4(NH4)Cl.CdGl, 

Nickelsilidumfluorid  NiSiFe-eH^O 

Ferrocyankalium  +  Kalium- 
Natriumnitrat  K^PeCCN)«  .  2  (KNOj  .  NaNOg) 

Unterschwefelsaures  Calcium  CaSgO^ .  4  H,0 

Unterschwefelsaures  Blei        PbS,0e.4H,0 


Tetragonales  System. 


Ammoniumkupferchlorid 

Magnesiumplatiocyanür 

Saures  Kaliumphosphat 

Saures  Ammoniumphosphat 

Kaliumarsenat 

Ammoniumarsenat 

Nickelsulfat 

Kupfer-Calciumacetat 

Harnstoff 


2(NHJCl.CuCl,.2H,0    . 
Mg(CN),.Pt(CN),.7H,0. 

HjKPO^ 

H,(NH,)P04 

EK^AsO« 

H(NB[4),As04 

NiSO^.eHjO 

CuCa(C,H80,)4.8H,0  . 
CO(NH,), 


0,94:1 
0,98 : 1 
1:0,9 


+ 
+ 
-f- 


0,93 : 1 

+ 

1:0,92     1 

— 

1:0.83 

— 

1:0,88 

— 

1 : 0,88 

— 

1:0,84     1 

— 

1:0,94 

— 

0,91 : 1         1 

+ 

0,89:1         ! 

+ 

Um  die  Durchbohrung  der  Krjstallplatten  zu  vermeiden,  bediente  sich  K  Jahkettaz^ 
einer  kleinen  Platinkugel,  welche  auf  die  mit  Wachs  Überzogenen  Platten  gelegt  wurde. 
An  die  Kugel  waren  dünne  Piatindrfihte  gelöthet,  deren  Erwärmung  durch  einen  elek- 
trischen Strom  erfolgte.  Die  Leitungsdrähte  wurden  dm^ch  einen  dicht  über  der  Kugel 
angebrachten,  mit  Wasser  gefüllten  flachen  Cylinder  geführt,  um  die  Einwirkung  der 


'  E.  Jaknbttaz:  Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  corps  cristallises. 
Ann.  chim.  phjs.  (4)  29,  5,  1878.  Femer:  Compt.  rend.  75,  940,  1082,  1501,  1872; 
78,  418,  1202,  1874;  81,  1254,  1875;  95,  996,  1882;  99,  1019,  1884.  BulL  boc  geol 
de  France.  (8)  1,  117,  252,  1878;  2,  264,  1874;  3,  499,  1875;  4,  116,  558,  1876;  5, 
410,  1877;  6,  202,  1878;  9,  196,  1881.  BulL  soc.  min.  de  France.  1,  19,  1878;  2,  6, 
1879;  7,  469,  1884.  Joum.  de  phys.  (1)  5,  150,  247,  1876.  —  Des  surfaces  isothermeä 
en  min^ralogie  et  en  g^ologie.  Notice  sur  les  travaux  sdent  de  M.  £.  Jakkettaz. 
Meukn  1882. 

Dem  von  Jakkettaz  aufgestellten  Theorem  über  den  Zusammenhang  von  Wärme- 
leitung  und  Spaltbarkeit  in  Krystallen  widerspricht  vor  Allem  die  Thatsache,  dass  die 
WärmeleitungsfÜhigkeit  andere  Symmetrieeigenschaften  besitzt  als  die  Cohäsionseigen* 
Schäften. 


Modifieaiionen  der  Senarmon^  sehen  Methode, 
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strahlenden   Wanne    auf  die    Schmekfigur   abzuhalten.      Auf   diese  Weise    erhielt 
Ja5xittax  fdlgende  Werthe. 

Krystalle  mit  einer  Axe  der  Isotropie  y. 
Yerhältniss  der  Quadratwurzeln  aus  den  WttrmeleitungsflÜiigkeiten  in  den  Rieh- 
tangen  senkrecht  und  parallel  zu  y: 

JSexagonalet  Syttem, 


Antimon 

- 

1,591 

Apatit 

+ 

0,963 

Qoaiz 

+ 

0,762 

Pyromorphit 

+ 

0,978 

Eisenglanz 

— 

1,1 

Turmalin 

— 

1,1..  1,19 

Konmd 

+ 

0,9 

Eudialyt                   - 

1,182 

Ralkspath 

+ 

0,913 

Pennin 

— 

1,576 

Magnesit 

— 

1,07 

Trooetit 

+ 

0,854 

Dolomit 

— 

1,05 

BeryU 

+ 

0,9 

Eisenspath 

— 

1,09 

Chabasit 

+ 

0,984 

Mesitinspath 

1,065 

Tetrag<males  System, 

Kutü 

+ 

0,8 

SkapoUth             1      + 

0,854 

Zinnerz 

+ 

.  0,79 

Vesuvian*            |      + 

0,95 

Zirkon 

+ 

0,90 

•  Nach  Senabmont  — . 

Krystalle  ohne  Axe  der  Isotropie. 
BhombUchea  System, 
Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  aus  den  Wärmeleitungsfähigkeiten  in  den  Bich- 
tuDgen  der  Symmetrieaxen: 


a[100] 

6  [010] 

Baryt  (Fig.  77,  S.98) 

1,064     : 

1,027 

Gölestin 

1,037 

1,083 

Anhydrit*) 

0,971 

0,948 

StauroHth 

0,971 

0,901 

Lievrit 

1,155 

1,005 

*)  a  bedeutet  die  Halbirungsgerade  des  spitzen,  h  jene  des  stumpfen  Winkels  der 
optischen  Axen. 

Monohlines  System, 

Die  Zahlen  der  zweiten  Reihe  beziehen  sich  auf  die  Symmetrieaxe  h  [010],  jene 
<ler  dritten  Beihe  auf  die  zur  Verticalaxe  c  [001]  benachbarte  Uauptaxe  der  Wärme- 
leidmg.  Die  vierte  Beihe  enthält  den  Winkel  zwischen  den  beiden  letzteren  Axen; 
je  nachdem  derselbe  im  stumpfen  oder  im  spitzen  Winkel  zwischen  Verticalaxe  und 
Klinoaxe  liegt,  ist  das  Vorzeichen  +  oder  —  hinzugefügt. 


Tremolit                          0,6 

:  0,754  :  1 

-  50 

Hornblende                     0,706 

:  0,8      :  1 

Epidot                              0,984 

:  1,088  :  1 

-14V.« 

Orthoklas  (Mikroklin)     0,793 

',  0,951  :  1 

±  40 

Gyps                               0,8 

:  0,65    :  1 

+  170 

Ein  erheblich  einfacheres  und  genaueres  Verfahren  zur  Erzeugung  von  Isothermen 
auf  Krystallflächen  ist  von  W.  C.  Böntobn  angegeben  worden.^    Die  vorher  gut 

^  W.  C.  BdKTOBN:  Ueber  eine  Variation  der  SENARMONT'schen  Methode  zur  Be- 
ethnmang  der  ieothermen  Flächen  in  Krystallen.  Pogg.  Ann.  151,  608, 1874.  Ueber  eine 
Methode  zur  Eneeugung  von  Isothermen  auf  Krystallen.   Zeitschr.  f.  Krystr.  89 17, 1879. 
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polirte  und  gereinigte  Flftche  wird  behaucht  and  darauf  während  sehr  kuncr  Zeit  mit 
einer  heiesen  Metallspitze  (einem  zugespitzten  ca.  8  mm  dicken  Kupferdraht)  berfihrt. 
Dadurch  wird  der  Krystall  erwftrmt,  und  die  Hauchschicht  verdunstet  am  die  Spitze 
herum  in  einer  scharf  begrenzten,  sich  stetig  yergrössemden  Figur.  Um  dieselbe  bei 
einer  passenden  Grösse  zu  fiziren,  wird  die  Fliehe  nach  Entfernung  der  M etaUspitse 
möglichst  rasch  mit  Ljcopodium  aus  einer  weithalsigen  Flasche  bestreut.  Das  Pul?er 
bleibt  dann  nach  einem  vorsichtigen  Klopfen  des  mit  der  bestreuten  Fläche  abwIrts 
gekehrten  Krjstalls  an  den  mit  Hauch  bedeckten  Stellen  fest  haften  und  fUlt  von  dem 
Qebiet,  wo  der  Hauch  verdunstet  war,  voUst&ndig  ab.  Die  scharf  markirte  Greuie 
dieser  von  Ljcopodium  freien  Stelle  bezeichnet  alsdann  die  gewünschte  Isotherme. 
Die  ganze  Operation  ~  Behauchen,  Erwärmen,  Bestreuen  —  darf  nur  etwa  3  Secunden 
in  Anspruch  nehmen. 

Schlecht  polirbare  Flächen  der  wasserhaltigen  Krjstalle  bedingen  Modificationen 
des  Verfahrens.  In  dem  ersten  Falle  wird,  nachdem  ein  möglichst  ebener  Schliff  her- 
gestellt ist,  der  Krystall  erwärmt  und  die  schrSg  gehaltene  Fläche  mit  einigen  Tropfen 
einer  sehr  schwachen  Lösung  von  weissem  Schellack  in  absolutem  Alkohol  äbergosäen; 
die  an  der  Fläche  adhärirende  Lösung  verdunstet  rasch  und  lasst  einen  festen,  sehr  diinnen 
und  glatten  Ueberzug  von  Schellack  zurück.  In  dem  letzteren  Falle  darf  die  Metallspitz«' 
nicht  so  heiss  sein,  dass  sie  ein  tiefes  Loch  schmilzt  und  Sprünge  hervorruft  Man 
setzt  sie  zunächst  auf  die  nicht  behauchte  Fläche,  so  dass  ein  kleines  Loch  einge- 
schmolzen und  Krystallwasser  ausgetrieben  wird.  Letzteres  condensirt  sich  auf  der 
Fläche.  Die  Spitze  muss  nun  so  lange  auf  dem  Krystall  bleiben,  bis  dieses  Wasser 
wieder  verdunstet  ist,  was  öfters  mehrere  Secunden  beansprucht  Erst  jetzt  wird  nach 
Wegnahme  der  Spitze  die  Fläche  behaucht,  und  die  Isotherme  nach  dem  soeben  be- 
schriebenen Verfiahren  erzeugt. 

Zur  Messung  der  Azen  der  Isothermen  empfiehlt  Röntgen  einen  Längencompa- 
rator  oder  eine  Theilmaschinc  mit  schwach  vergrössemdem  Mikroskop,  so  dass  ein 
grösserer  Theil  der  Figur  übersehen  werden  kann. 

Messungen  auf  Prismonflächen  des  Quarzes  ergaben  ein  um  so  kleineres  Axen- 
verhältniss  der  isothermischen  Ellipsen,  je  grösser  diese  Figuren  waren.  Diese  Er- 
scheinung rührt  wahrscheinlich  von  der  Strahlung  der  heissen  Metallspitze  her. 

4.  Theoreme  von  Duhamel  über  isothermische  Flächen.  —  Durch  die 
Beobachtungen  von  H.  de  Senasmont  wurde  Duhamel  veranlasst  aus  seiner 
Theorie  eine  Reihe  von  Sätzen  über  isothermische  Flächen  in  homogeuen 
Kiystallen  abzuleiten.^  Dabei  ist  wieder  zu  beachten,  dass  es  sich  in  dem 
allgemeinsten  von  Duhamel  betrachteten  Falle  um  Krystalle  handelt,  die 
neben  einem  Centrum  der  Symmetrie  noch  drei  auf  einander  senkrechte 
Symmetrieebenen  besitzen,  deren  Schnittgeraden  Symmetrieaxen  Yon  der 
Periode  2  sind. 

Ist  in  einem  beliebigen  Punkte  O  eines  nach  allen  Richtungen  unbe- 
grenzten krystallinischen  Körpers  eine  Wärmequelle  vorhanden,  so  bilden 
die  isothermischen  Flächen  eine  continuirliche  Reihe  ähnlicher  und  ähnlich 
gelegener  Ellipsoide  (,,ellipsoides  principaux"),  deren  Hauptaxen  den  durch 
die  Wärmequelle  gehenden  Symmetrieaxen  parallel  laufen  und  deren  Halb- 


^  J.  M.  C.  Dühambl:   Remarques  k  ToccaBion  da  Rapport  de  M.  Biot.    Compt 
rcnd.  209  842,  1847.    Sor  Ja  propagation   de  la  chaleur  dans   les   cristaux.   ib.  870. 
Memoire  sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les-corps  cristallis^.  ib.  27,  129,  1845;  j 
YoUständig  veröffentlicht  im:   Joum.  de  l'^cole  polytechn.  (Cap.  32)  T.  19,  155,  1845. 
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axeii  sich  wie  die  Quadratwurzeln  ans  den  HaupÜeitangsfahigkeiten  ver- 
halten. Die  Strömung  yerläuft  von  O  aus  geradlinig  nach  allen  Richtungen; 
sie  ist  daher  in  einem  beliehigen  Punkte  P  nach  dem  Badiusvector  OP 
gerichtet  In  einer  beliebigen  Ebene  sind  die  isothermischen  Curven  ähn- 
liche und  ähnlich  gelegene  Ellipsen,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  in  den 
Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit  dem  zu  ihr  in  dem  System  der  Hauptellip- 
soide  conjugirten  Durchmesser  fallt.  Geht  die  Erwärmung  von  allen  Punkten 
einer  Greraden  aus,  so  sind  die  isothermischen  Curven  in  jeder  zu  dieser 
Geraden  conjugirten  Ebene  Ellipsen,  die  den  Schnittcurven  der  Ebene  mit 
dem  System  der  Hauptellipsoide  ähnlich  sind,  und  deren  gemeinsamer  Mittel- 
punkt jener  Greraden  angehört. 

Befindet  sich  in  einem  Punkte  O  einer  planparallelen  unbegrenzten 
Platte  eine  Wärmequelle,  so  sind  die  isothermischen  Curven  auf  den  beiden 
Begrenzungsebenen  gegeben  durch  die  Schnittcurven  derselben  mit  dem  um 
0  beschriebenen  System  der  Hauptellipsoide.  Die  Mittelpunkte  dieser  iso- 
äiermischen  Flächen  liegen  auf  dem  zur  Plattenrichtung  conjugirten  Durch- 
messer der  Hauptellipsoide. 

Dieser  letzte  Satz  umfasst  die  Beobachtungen  von  Senabmont,  da  die 
seitlichen  Begrenzungen  der  Platten  einen  wahrnehmbaren  Einfluss  auf  die 
Gestalt  der  Schmelzfiguren  nicht  ausüben. 

5.  Weiterbildung  der  Theorie  durch  Stokes.  —  Eine  allgemeinere,  von 
der  Hypothese  der  molekularen  Strahlung  völlig  unabhängige  Theorie  der 
Wänneleitung  in  Krystallen  wurde  von  G.  G.  Stokes  entwickelt.*  Ihre 
Grundlage  bildet,  wie  auf  S.  120  f.  dargelegt  worden  ist,  die  Thatsache,  dass 
die  Wärmeströmung  durch  ein  Flächenelement  von  der  Vertheilung  der 
Temperaturen  in  der  nächsten  Umgebung  desselben  abhängt,  und  dass  die 
Strömung  verschwindet,  wenn  diese  Temperaturen  einander  gleich  werden. 
Daraus  folgte  dass  die  Strömungscomponenten  in  einem  Punkte  jenes  Ele- 
mentes lineare  und  homogene  Funktionen  der  partiellen  Differentialquo- 
tienten der  in  diesem  Punkte  vorhandenen  Temperatur  nach  den  Coordinaten 
des  Punktes  sein  müssen. 

Die  Ableitung  der  mit  diesem  Elementargesetz  verknüpften  Erschei- 
nungen wurde  von  ö.  G.  Stokes  ausserordentlich  vereinfacht  durch  die 
Betrachtung  eines  isotropen  Hül&körpers,  den  man  sich  durch  eine  homo- 
gene Deformation  aus  dem  Erystall  entstanden  denken  kann.  Man  gewinnt 
auf  diesem  Wege  ein  sehr  einfaches  TJebertragungsprincip,  welches  insbe- 
sondere gestattet,  die  von  Duhamel  durch  mühsame  Deductionen  gewonnenen 
Sätze  über  isothermische  Flächen  aus  selbstverständlichen  Eigenschaften  iso- 
troper Körper  zu  entnehmen.  Darüber  hinaus  leistet  der  Hülfskörper  vor- 
treffliche Dienste  bei  der  Untersuchung  der  wesentlich  complicirteren  rota- 
torischen Strömungsvorgänge,  die  wir  auf  S.  135 — 139  kennen  gelernt  haben. 

*  G.  G.  Stokes,  Od  the  Conduction  of  Heat  in  Grystals.  Cambr.  and  Dubl. 
Math.  Jonm.  6,  215,  1851. 
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6.  Um  den  Hülfskörper  vollständig  zu  definiren,  müssen  wir  die  all- 
gemeinen Gleichungen  für  die  Aenderung  der  Temperatur  im  Inneren  und 
an  der  Oberfläche  eines  Erystalls  aufstellen. 

Es  seien  0  die  Temperatur,  U^,  ü^,  U^  die  Strömungscomponenten 
im  Inneren  des  Krystalls  an  der  Stelle  P{x^^x^^  a^)  zur  Zeit  t.  Das  Volu- 
menelement  dx^  dx^  dx^  bei  P  erleidet  während  des  Zeitelementes  dt  einen 
WärmeTerlust,  der  in  doppelter  Weise  ausgedrückt  werden  kann.  Durch  die 
Fläche  doc^  dx^  tritt  ein  die  Wärmemenge  U^  dx^  dx^  dt,  dagegen  tritt  dorcli 
die  gegenüberliegende  Fläche  aus  die  Wärmemenge: 


l^üi  +-^dxijdx^da^dt. 


Die  Differenz  dieser  beiden  Werthe  und  die  analog  gebildeten  Differenzen 
für  die  beiden  anderen  Flächenpaare  ergeben  für  den  ganzen  WärmeTerlust 
des  Yolumenelementes  den  Ausdruck: 


Bezeichnen  wir  jetzt  mit  q  die  Dichte,  mit  c  die  specifische  Wärme  des  Volu- 
menelementes, so  enthält  dasselbe  zur  Zeit  t  die  Wärmemenge:  gdx^dx^dx^cB, 
dagegen  zur  Zeit  t  +  dt  die  Wärmemenge: 


Q  dx^  dx^  dx^  c  (  0  +  -^  cf  <  j . 


Demnach  ist  der  Wärmeverlust  jenes  Elementes  auch  ausgedrückt  durch: 

—  Q  dx^  dx^  dx^  c  —^j  • 

Folglich  lautet  die  allgemeine  Qleidhung,  welche  angiebt,  laie  sich  die  Tefnpe- 
ratur  0  im  Inneren  des  Krystalls  an  der  Stelle  P  dwroh  die  Temperatur  der 
Umgebung  ändert: 

de  _  dUy  .  eu^  ,  dU^ 

^^  dt  "  dx,  "+■  dx^  "^  dx^' 

Ein  Krystall,  in  welchem  die  Temperatur  an  verschiedenen  Stellen  ver- 
schieden ist,  bildet  nicht  mehr  einen  homogenen  Körper.  In  der  gewöhn- 
lichen, eine  erste  Annäherung  darstellenden  Theorie  der  Wärmeleitung  werden 
indessen  die  mit  der  Aenderung  der  Temperatur  verbundenen  Deformationen 
und  Dichtigkeitsänderungen  vernachlässigt,  so  dass  q  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung des  Erystalls  einen  constanten  Werth  besitzt.  Ebenso  wird  die 
Abhängigkeit  der  specifisohen  Wärme  und  der  in  den  Strömungscomponenten 
auftretenden  Coöfficienten  der  Wärmeleitungsfahigkeit  von  der  Temperatur 
unberücksichtigt  gelassen.  Bekanntlich  nehmen  die  Dichte  und  die  Leitungs- 
fahigkeiten  mit  steigender  Temperatur  sehr  langsam  ab,  während  die  spe- 
cifische Wärme  mit  wachsender  Temperatur  merklich  zunimmt  Für  geringe 
Temperaturintervalle  werden  aber  die  aus  der  Aenderung  von  c  hervoi^heu- 
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den  Glieder  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sein,  da  o  nur  in  dem  Producte 
c.öe/ö/ auftritt.! 

Tragen  wir  die  Werthe  für  die  Strömungscomponenten  ein  (S.  122,  4), 
so  ergiebt  aich: 

iKier,  wenn  die  Hauptaxen  der  Wärmeleitungsfahigkeit,  d.  h.  die  Hauptaxen 
des  Ellipsoids  f  (S.  127,  130—131),  zu  Coordinatenaxen  gewählt  werden: 

de       d^e  /    e^e  ,     e^e 

Wir  bemerken,  dass  diese  Differenticdgleichung  für  die  Aenderung  der  Tempe- 
ratur an  der  SteUe  P  und  demnach  auch  die  hieraus  fliessenden  Theoreme  über 
mlhermische  Flächen  unabhängig  davon  s^ind,  ob  in  den  Altsdrücken  für  die 
Componmien  der  Strömung  neun  oder  nur  sechs  Coeffidenten  der  inneren 
WmneleUungsfähigkeit  auftreten^  da  nur  die  Verbindungen  a^^  +  a^^,  a^^  +  a^^, 
012  + ajj  m  diese  Gleichung  eingehen;  die  AnxaM  der  Coeffidenten  gewinnt 
kdigUeh  Bedeutung  für  die  QestcUt  der  Strömungscurven, 

In  dem  Punkte  Jf  (x^,  a;^»  ^a)  der  Oberfläche  herrsche  zur  Zeit  t  die 
Temperatur  ö.  Es  sei  dS  ein  Oberflächenelement  an  dieser  Stelle,  n  die 
Richtang  der  nach  Aussen  gezogenen  Normale,  M'  ein  Punkt  in  der  nach 
Innen  gerichteten  Verlängerung  von  n  in  der  Entfernung  3  von  M,  Wir 
betrachten  das  Volumenelement,  welches  begrenzt  wird  von  dS,  von  der 
dnreh  M'  parallel  zur  Tangentialebene  in  M  gelegten  Ebene  und  von  der 
durch  dS  parallel  zur  Normale  n  gelegten  Cylinderfläche.  Dieses  Element 
werde  unbegrenzt  verkleinert,  so  dass  seine  Höhe  S  gegenüber  den  linearen 
Dimensionen  von  dS  verschwindet,  was  zulässig  ist,  so  lange  die  Krümmung 
in  M  nicht  unendlich  gross  ist.  Dann  wird  die  an  der  Grundfläche  bei  M' 
^eintretende,  wie  die  durch  dS  austretende  Wärmemenge  proportional  dSdt 
sein.  Der  Inhalt  der  Cylinderfläche  verschwindet  im  Grenzfall  gegenüber 
dS^  also  ist  auch  die  durch  diese  Fläche  eintretende  Wärmemenge  im  Grenz- 
en gleich  Null.  Demnaeh  wird  alsdann  die  durch  die  Grundfläche  bei  M' 
eintretende  Wärmemenge  gleich  der  durch  dS  austretenden  Wärmemenge. 

*  W.  Herqesbll  hat  dargelegt,  dass  der  aus  der  Veränderlichkeit  der  specifischea 
Winne  g^gen  die  Theorie  der  Wärmeleitung  erhobene  Einwand  nur  bei  denjenigen 
Anwendungen  dieser  Theorie  zutrifft,  in  denen  das  Temperaturmaass  Foubisa's  („En 
E^^t^nl,  les  tempöratures  sont  des  nombres  proportioneis  auz  quantit^  de  chaleurs 
ftjoat^.*<  Theorie  de  la  chaleur.  Cap.  1.  Art.  29.)  der  thermometrischen  Eigentem- 
perator  proportional  genommen  wird  (Erörterungen  zur  FoüRiEB-PoissoN*schen  Wärme- 
iöömgsüieorie.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  16,  19,  1882). 

Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Wärmeleitungsgleichung  auf  Grund  der  bei- 
^  Hauptsatse  der  Thermodynamik  vgl.  das  Kapitel  über  die  elastischen  Eigenschaften 
der  Kiyitallc. 
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Erstere  ist  nach  (2),  S.  121,  gegeben  durch:  L\dSdt,  worin  die  Strömung 
U^  den  Werth  hat: 

U^  =  U^  cos  {nXj)  +  U^  cos  (nZ,)  +  CZj  cos  (nZ,). 

Bezüglich  der  letzteren  soll  angenommen  werden,  dass  sie  der  Differenz 
der  Temperaturen  6  und  Q^  an  der  Stelle  M  und  in  dem  umgebenden 
Mittel  proportional  sei:  ä(0  -  Q^dSdt.    Folglich  ist: 

oder  nach  (11),  S.  125: 

2a,,f|cos(nZJ  +  Ä(0-0o)  =  O. 

Hierin  treten  die  Coöfficienten  a^^,  der  inneren  Wärmeleitungsfahigkeit  ge- 
trennt auf. 

Der  Factor  h  —  die  Wärmemenge,  welche  in  der  Zeiteinheit  aus  der 
Oberflächeneinheit  in  das  angrenzende  Mittel  austritt,  wenn  die  Temperatur- 
differenz 1  ^  C.  beträgt  —  wird  die  ämsere  WärmeleUungsfähigkeü  genannt. 
Diese  Grösse  muss  für  eine  ebene  Begrenzungsfläche  eines  homogenen 
Krystalls  eine  Constante  sein;  über  die  Abhängigkeit  derselben  von  der 
Orientirung  der  Begrenzungsfläche  sind  bislang  weder  Hypothesen  vorge- 
schlagen noch  Beobachtungen  angestellt  worden. 

7,  Es  werde  jetzt  ein  HiUfskörper  folgendermassen  definirt.  Dem  Punkte 
P  des  Krystalls  mit  den  auf  die  Hauptaxen  der  Leitungsfahigkeit  Cj,  Cg,  C, 
bezogenen  CJoordinaten  x^jX^^x^  entspreche  der  Punkt  i7(|j,  |„  |g),  so  dass 
die  Relationen  (14)  und  (16)  auf  S.  132  bestehen: 

Femer  seien  einander  gleich:  die  Volumen  entsprechender  Räume  (also 
^1^2^  =  S'),  die  Temperaturen  in  den  Punkten  P,  /7,  die  Dichten  q  und 
die  specifischen  Wärmen  o  der  beiden  Körper.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
geht  die  für  den  Krystall  geltende  Gleichung: 

über  in: 


de         nr(^^^^        Ö"<9j_        ^'^\ 


Nehmen  wir  also  noch  an, .  dass  der  Hülfskörper  die  innere  Leitungsfahig- 
keit (S  besitzt,  und  dass  in  gleichen  Zeiten  und  nach  correspondirenden 
Richtungen  gleiche  Wärmemengen  durch  correspondirende  Flächenelemente 
strömen,  so  können  die  Theoreme,  welche  sich  auf  die  Leitung  der  Wärme 
im  Inneren  des  Hülfskörpers  beziehen,  sofort  auf  die  Wärmeströmung  im 
Krystall  übertragen  werden. 


Theoreme  über  isoikermische  Flächen  und  Ourven  in  Kry stallen,        155 


Befindet  sich  P  an  der  Oberfläche  des  Krystalls,  so  liegt  auch  27  an 
der  Oberfläche  des  Hülfskörpers,  und  der  Gleichung: 

^«  =  Ä(0-0o) 
entspricht  die  Oberflächenbedingung: 

U,  =  7;(©-0o), 

wenn  lU  die  Strömung  und  i;  die  äussere  Leitungsfahigkeit  des  Hülfskörpers 
an  der  Stelle  77  bedeuten.    Hieraus  folgt: 

worin  lU/t7  durch  die  Leitungscoöfficienten  des  Krystalls,  die  Richtungs- 
cosinus der  Normale  n  und  die  Leitungsfahigkeit  S  auszudrücken  sind. 

8«  Wir  können  nun  folgende  Theoreme  über  isothermische  Flächen  und 
Curven  in  Krjstallen,  deren  Hauptaxen  der  Leitungsfahigkeit  gleichzeitig 
2-zählige  Symmetrieaxen  sind,  unmittelbar  aus  bekannten  Eigenschaften 
isotroper  Körper  entnehmen. 


Befindet  sich  in  einem  unbe- 
grenzten homogenen  isotropen  Körper 
an  irgend  einer  Stelle  0  eine  Wärme- 
quelle, so  bilden  die  isothermischen 
Flächen  ein  System  von  Kugeln,  deren 
gemeinsamer  Mittelpunkt  in  O  liegt. 
Die  Kugel,  deren  Radius  gleich  der 
Quadratwurzel  aus  der  inneren  Wär- 
meleitungsßhigkeit  d  ist,  wird  die 
Hauptkugel  genannt.  Die  Wärme- 
strömung in  irgend  einem  Punkte  P 
erfolgt  in  der  Richtung  OP.  Ist  die 
Temperatur  stationär  und  in  unend- 
licher Entfernung  Null,  so  ist  sie  in 
irgend  einem  Punkte  umgekehrt  pro- 
portional der  Entfernung  desselben 
von  der  Wärmequelle. 


In  einem  begrenzten  oder  unbe- 
grenzten isotropen  Körper,  in  welchem 
die  Temperatur  von  Punkt  zu  Punkt 
verschieden  und  in  Bezug  auf  die 
Zeit  constant  oder  veränderlich  ist, 
hat  die  Wärmeströmung  an  irgend 


Ist  in  einem  unbegrenzten  homo- 
genen krystallinischen  Körper  eine 
Wärmequelle  O  vorhanden,  so  bilden 
die  isothermischen  Flächen  ein  System 
ähnlicher  und  concentrischer  Ellip- 
soide,  deren  Hauptaxen  mit  den  durch 
O  gezogenen  Hauptaxen  der  Leitungs- 
fahigkeit zusammenfallen,  und  deren 
Halbaxen  den  Quadratwurzeln  aus  den 
Hauptleitungsfahigkeiten  c^,  Cg,  c^  pro- 
portional sind.  Das  EUipsoid  mit  den 
Halbaxen  Vc^,  Yc^,  Vc^  wird  Haupt- 
ellipsoid  h  genannt.  Die  Wärmeströ- 
mung in  irgend  einem  Punkte  P  findet 
in  der  Richtung  OP  statt.  Ist  die 
Temperatur  stationär  und  in  unend- 
licher Entfernung  Null,  so  ändert  sie 
sich  auf  einem  gegebenen  Radius- 
vector  in  dem  umgekehrten  Verhält- 
niss  der  Entfernung  von  0. 

Ist  in  einem  Krystall  an  der  Stelle 
P  die  Richtung  der  isothermischen 
Fläche  /  gegeben,  so  findet  man  die 
Richtung  der  Strömung  durch  fol- 
gende Construction.  Parallel  zu  der 
Tangentialebene  der  Fläche  /  in  P 
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einer  Stelle  P  die  Richtung  der  Nor- 
male der  durch  P  hindurchgehenden 
isothennischen  Flache  J^  d.  h.  sie  ist 
parallel  zu  dem  Radius  der  Haupt- 
kugel nach  dem  Berührungspunkte 
derselben  mit  einer  Tangentialebene, 
welche  zu  der  in  P  an  die  Fläche  / 
gelegten  Tangentialebene  parallel  läuft. 


Aus  einem  homogenen  isotropen 
Körper  sei  eine  planparallele  Platte 
geschnitten,  deren  Seitenflächen  von 
dem  Centrum  hinreichend  entfernt 
sind,  um  keinen  merkbaren  Einfluss 
auf  die  Gestalt  der  isothermischen 
Flächen  in  der  Umgebung  des  Mittel- 
punktes auszuüben.  Wird  nun  einer 
Reihe  von  Punkten  auf  der  Mittel- 
punktsnormale Wärme  mitgetheilt,  so 
sind  die  isothermischen  Flächen  Ro- 
tationsflächen, deren  Axe  jene  Nor- 
male ist,  und  die  isothermischen  Cur- 
ven  der  ßegrenzungsebenen  der  Platte 
sind  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf 
jener  Normale  liegen. 


lege  man  eine  Tangentialebene  an 
das  Hauptellipsoid  und  verbinde  den 
Mittelpunkt  desselben  mit  dem  Be- 
rührungspunkte ;  dann  bezeichnet  diese 
Verbindungsgerade  die  Strömungs- 
richtung. M,  a.  W.:  die  Strömung  in 
P  ist  gerichtet  wie  der  Durchmesser 
des  Hauptellipsoids,  welcher  conjugirt 
ist  zu  einer,  der  Tangentialebene  der 
Fläche  /  in  P  parallelen  Diametral- 
ebene. 

In  einer  planparallelen  Krjstall- 
platte,  deren  Seitenflächen  genügend 
weit  von  einander  abstehen,  so  dass 
die  Platte  als  unbegrenzt  betrachtet 
werden  kann,  befinde  sich  auf  einer 
Geraden,  welche  dem  zu  der  Platten- 
richtung conjugirten  Durchmesser  des 
Hauptellipsoids  parallel  läuft,  eine 
Reihe  von  Wärmequellen.  Alsdann 
wird  jede  isothermische  Fläche  er- 
zeugt durch  eine  Ellipse,  deren  Ebene 
der  Plattenlichtung  parallel  ist,  deren 
Mittelpunkt  in  jene  Gerade  fällt,  und 
deren  Halbaxen  parallel  und  propor- 
tional sind  den  Halbaxen  der  Schnitt- 
ellipse des  Hauptellipsoids  mit  einer 
zur  Plattenrichtung  parallelen  Ebene. 
Insbesondere  sind  die  isothermischen 
Gurven  auf  den  Begrenzungsebenen 
mit  dieser  Schnittellipse  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen. 

Charakteristisch  für  das  Verhalten  von  Krystallplatten  sind  namentlich 
folgende  specielle  Fälle  des  letzten  Theorems.  Die  Wärmequelle  befinde 
sich  in  dem  Punkte  O  im  Inneren  der  Platte.  Steht  die  Platte  senkrecht 
auf  einer  der  drei  Synmietrieaxen,  so  fallt  die  Verbindungsgerade  der  Mittel- 
punkte der  isothermischen  Ellipsen  auf  den  Begrenzungsebenen  in  die  durch 
0  gelegte  Plattennormale;  die  Ellipsenhalbaxen  gehen  den  beiden  anderen 
Symmetrieaxen  parallel  und  sind  proportional  den  Quadratwurzeln  aus  den 
entsprechenden  Hauptleitungsfahigkeiten.  Für  jede  andere  Plattenrichtong 
ist  die  Verbindungsgerade  der  Ellipsenmittelpunkte  geneigt  gegen  die  Platten- 
normale; ihre  Richtung  ist  nach  jenem  Theorem  zu  ermitteki.  Liegt  die 
Platte  insbesondere  parallel  zu  einer  Kreisschnittebene  des  Hauptellipsoids, 
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so  sind  die  isothermisclieii  Carven  auf  den  Begrenzungsebenen  Kreise,  aber  die 
Verbindungsgerade  ihrer  Mittelpunkte  ist  ebenfalls  geneigt  zur  Plattennormale. 
Das  zuletzt  ausgesprochene  Theorem  enthält  auch  die  Erklärung  der 
auf  S.  146  beschriebenen  SENABMONT'schen  Beobachtungen  am  Quarz  und 
Gyps.  Um  in  diesem  Falle  elliptische  Schmelzfiguren  zu  erhalten,  muss  die 
Platte  in  der  Richtung  des  zur  Plattenebene  conjugirten  Durchmessers  des 
Hauptellipsoids  durchbohrt  werden. 

9,  Die  theoretischen  Untersuchungen  von  G.  Lami,  B.  Minnigerode  und 
J.  Boussinesq.  —  Eine  Yerallgemeinerung  der  DuHAMEL'schen  Theorie  wurde 
auch  von  G.  Laj£6  unternommen.  ^  Er  gelangte  zu  den  von  G.  G.  Stokeb 
aufstellten  Ausdrücken  für  die  Strömungscomponenten  mit  neun  Co6ffi- 
cienten  der  Leitungsfahigkeit  (S.  122,  4),  gab  ihnen  aber  eine  irrthümliche 
Deutung,  indem  er  mit  diesem  Ansatz  die  Annahme  einer  Verschiedenheit 
der  Leitungsföhigkeit  in  dem  einen  und  dem  inversen  Biohtungssinne  der- 
selben Geraden  vereinbar  hielt.  Auf  diesem  Wege  glaubte  er  eine  Erklä- 
rung für  die  pyroelektrischen  Eigenschaften  der  KrystaUe,  welche  polare 
Synunetrieaxen  besitzen,  gefunden  zu  haben.  ^ 

Der  fundamentale  Fehler  des  LAMfe'schen  Werkes  wurde  zuerst  von 
B.  MnonGEBOBE  aufgedeckt'  und  später  auch  von  J.  Boussdtesq  erkannt.^ 

In  den  Arbeiten  von  J,  Boussinesq  wird  die  von  G.  G.  Stokes  be- 
gonnene Untersuchung  der  Strömungscurven  (S.  135)  fortgeführt  und  nament- 
lich die  Bedeutung  des  EUipsoids  der  linearen  Leitungsfahigkeiten  q>  (S.  129) 
dargelegt.  Verbreitet  sich  im  Inneren  eines  homogenen  Krystalls  eine  Wärme- 
strömung U  in  der  Kichtung  w,  so  ist  dieselbe  gleich  dem  Product  des 
Temperatui^efalles  nach  u  in  das  Quadrat  des  in  die  Bichtung  u  fallenden 
Kadiusvectors  jenes  EUipsoids  (S.  129,  9): 

0"=:  —  ^_— L_. 

du     (p  (Ml,  ttj,  «,)   * 

Das  EUipsoid  q>  hat  mit  dem  Hauptellipsoid  h  einen  Durchmesser,  den  Yec- 
tor  T,  gemein  (S.  134).  Die  zu  r  conjugirten  Diametralebenen  von  y  und  h 
fallen  zusammen  und  ihre  Schnittcurven  mit  tp  und  h  sind  ähnliche  und 
ähnlich  li^ende  Ellipsen,  von  denen  die  grössere  dem  Ellipsoid  der  linearen 
Leitungsfähigkeiten  angehört. 

In  den  folgenden  von  J.  Boussinesq  untersuchten  Fällen  handelt  es 
sich  um  die  Wärmeleitung  von  einem  einzigen  Quellpunkte  0  aus,  in  einem 
krystaUinischen  Körper,  der  keine  Symmetrieaxen  und  also  hier  auch  keine 
Symmetrieebenen  besitzt. 

*  G.  LiAMi,  Le9on8  sor  la  throne  analytique  de  la  chaleur.    Paris  1S61. 
«  p.  VI  der  Vorrede,  §  XV,  XXXVHI. 

*  B.  MimnoEBODE,  Ueber  Wärmeleitang  in  Krystallen.  Inaug.-Dissert.  Göttingen 
1862.  Eine  spätere,  unter  demselben  Titel  erschienene  Arbeit  (N.  Jahrb.  f.  Min.  18S6, 
ly  1)  behandelt  namentlich  die  Symmetrieeigenschaften  dieses  Vorganges;  vgl.  S.  189. 

^  Vgl.  die  auf  S.  129  citirten  Abhandlangen. 
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a.    Wärmelei^ng  in  einem  unbegrenzten  krystaUiniscken  Körper. 

Die  isothermisclien  Flächen  sind  concentrische,  mit  dem  Hauptellipsoid  h 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipsoide.  Die  spiralförmigen  Strömongs- 
curven  liegen  auf  Kegeln,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  die  Wärmequelle  O 
ist  und  deren  Leitcurven  gegeben  sind  durch  die  Schnittellipsen  des  Haupt- 
ellipsoids  mit  den  zu  dem  Yector  r  conjugirten  Ebenen.  In  allen  Punkten 
einer  Erzeugenden  sind  die  Tangenten  an  die  von  ihr  geschnittenen  Spiralen 
unter  einander  parallel.  Um  die  Richtung  einer  Tangente  zu  bestimmen, 
muss  man  in  dem  Punkte,  wo  die  Erzeugende  ihre  Leitellipse  trifft,  eine 
Tangente  an  diese  Curve  legen  und  in  einem  bestimmten  Sinne  bis  zum 
Schnitt  mit  dem  Ellipsoid  tp  verlängern;  die  Yerbindungsgerade  des  End- 
punktes mit  0  bezeichnet  die  gesuchte  Richtung.  Sind  die  Ellipsoide  h 
und  (p  insbesondere  Rotationsflächen  um  den  Yector  r,  so  schneiden  die 
Spiralen  alle  Erzeugenden  unter  einem  constanten  Winkel. 

b.    Wärmeleitung  in  einem  geradUmgen  Stabe. 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  von  dem  Quellpunkte  O  aus  sehr  dünne  un- 
begrenzte Stäbe  geschnitten  seien,  die  gleichzeitig  an  dieser  Stelle  erwärmt 
werden  und  in  derselben  Weise  ausstrahlen  (was  der  Fall  sein  wird,  wenn 
sie  gleiche  Dimensionen  besitzen  und  mit  einem  Ueberzuge,  der  ihnen  über- 
einstimmende äussere  Leitungsfahigkeiten  ertheilt,  versehen  sind).  Alsdann 
liegen  die  Punkte  gleicher  Temperatur  in  jedem  Augenblicke  auf  EUipsoiden, 
die  mit  dem  Ellipsoid  der  linearen  Leitungsfahigkeiten  tp  ähnlich  und  ähn- 
lich gelegen  sind.  In  jedem  Stabe  sind  die  isothermischen  Flächen  Ebenen- 
elemente von  constanter  Richtung;  jenes  Element,  welches  den  Schnittpunkt 
des  Stabes  mit  dem  Ellipsoid  tp  enthält,  benihrt  in  seiner  Yerlängerung  das 
Hauptellipsoid.    Die  Strömung  verläuft  geradlinig. 

c.    Wärmeleitung  in  einer  planparallelen  Platte. 

Die  isothermischen  Curven  auf  den  Begrenzungsebenen  einer  sehr  dünnen 
planparallelen  unbegrenzten  Platte  gehören  EUipsoiden  an,  die  mit  dem 
Ellipsoid  der  linearen  Leitungsfahigkeiten  (p  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
sind.  Yergleicht  man  verschieden  gerichtete,  aber  in  der  Art  der  Erwär- 
mung und  Ausstrahlung  übereinstimmende  Platten,  so  befinden  sich  ihre 
isothermischen  Curven  zu  derselben  Zeit  auf  verschiedenen  EUipsoiden.  Um 
die  einer  gegebenen  Temperatur  entsprechenden  ElUpsoide  zu  erhalten,  muss 
man  für  jede  Platte  das  mit  (p  ähnliche  und  ähnUch  gelegene  EUipsoid 
construiren,  welches  die  Schnittcurven  der  Begrenzungsebenen  der  Platte 
mit  dem  HaupteUipsoid  berührt.  Die  isothermischen  Flächen  sind  CyUnder, 
welche  die  isothermischen  Curven  zu  Leitcurven  haben  und  den  mit  dem 
HaupteUipsoid  k  ähnUchen  und  ähnlich  gelegenen  EUipsoiden  umgeschrieben 
sind.  Die  Strömungscurven  sind  Spiralen,  die  in  den  Schnittpunkten  mit 
einer  von  der  WärmequeUe  0  aus  gezogenen  Geraden  stets  unter  einander 
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parallel  laufen;  die  RichtuDg  ihrer  Tangenten  in  diesen  Pankten  wird  in 
analoger  Weise  wie  im  Falle  a.  constrairt, 

10.  Versuche  Über  einseitige  Wärmeleitung.  —  Wie  6.  Lam£,  so  ver- 
mnthete  auch  0.  J.  Lodge,  dass  in  den  Richtungen  polarer  Sjmmetrie- 
axen  einseitige  Wärmeleitung  stattfinde.  Im  Verein  mit  S.  P.  Thompson 
sachte  er  den  experimentellen  Nachweis  hierfür  am  Turmalin  zu  erbringen.^ 

Nach  der  SENABMONT'schen  Methode  wurden  die  Isothermen  auf  einer 
parallel  zur  Hauptaxe  geschnittenen  Turmalinplatte  bestimmt.  Bei  der 
ersten  Versuchsreihe  wurde  Wachs,  bei  der  zweiten  Quecksilber-Kupferjodid, 
das  bei  94^  schwarz  wird*,  angewendet.  Der  Erwartung  entsprechend  zeigten 
die  Isothermen  die  Form  einer  nach  dem  analogen  Pole  des  Krjstalls  hin 
Terlängerten  Ellipse.  Für  das  Verhältniss  der  Verlängerung  ergab  sich  im 
Mittel  100:129.  Die  einzelnen  Beobachtungen  schwanken  zwischen  den 
Grenzen  100:117  und  100:142. 

Eine  ein&chere  Methode  beruht  auf  der  Anwendung  eines  umkehrbaren 
Contactthermometers.  Die  parallel  zur  Basis  geschnittene,  2,32  mm  dicke 
Turmalinplatte  wurde  zwischen  zwei  Glasröhren  eingekittet.  In  die  obere 
Röhre  wurde  eine  abgewogene  Menge  Quecksilber  und  ein  Thermometer 
gebracht^  in  die  untere  wurde  Wasserdampf  eingeblasen,  welcher  die  Krjstall- 
platte  und  das  Quecksilber  erwärmte.  Nachdem  in  dieser  Anordnung  die 
Zeit  gemessen  war,  die  verfloss,  bis  sich  das  Quecksilber  um  eine  bestimmte 
Anzahl  Ton  Graden  erwärmt  hatte,  wurde  das  Quecksilber  in  die  zweite 
Bohre  gefüllt  und  der  Dampf  in  die  erste  Bohre  geblasen.  Schliesslich  wurde 
noch  die  Eijstallplatte  in  umgewendeter  Stellung  benützt.  Auch  nach  dieser 
Methode  ergab  sich,  dass  die  Wärme  nach  dem  analogen  Pol  hin  schneller 
geleitet  wird:  Die  Mittel werthe  der  Zeiten,  die  zu  einer  gleichen  Tempera- 
turerhöhung erforderlich  waren,  verhielten  sich  wie  100:119.  Indessen 
schwanken  die  einzelnen  Werthe  zwischen  100:94,5  und  100:142,  so  dass 
der  erstere  Grenzwerth  geradezu  der  Erwartung  widerspricht.    Im  Ganzen 


>  S.  P.  Thompson  und  0.  J.  Lodgb:  On  Unilateral  Conductivity  in  Tourmaline 
Crystalfl.  PhiL  Mag.  (5)  8,  18,  1879.  --  0.  J.  LoDoi:  Modem  Views  of  Electricity. 
London  1889,  122. 

'  Die  Verbindung  HgJ, .  Gu, J,  ist,  wie  zuerst  von  Ed.  Meüsbl  (Zur  Kenntniss 
der  Jodide.  Ber.  deutsch,  ehem.  Ges.  8,  124,  1870)  gezeigt  wurde,  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  roth,  wird  aber  bei  ca.  70^(?)  schwarz.  Dieses  Verhalten  benutzte  bald 
darauf  A;  M.  Matbb  (On  a  precise  Method  of  tracing  the  Progress  and  of  determi- 
ning  the  Bonndarj  of  a  Wave  of  Conducted  Heat  Amer.  J.  of  Sc.  (8)  4,  37,  1872) 
zur  Enengong  isothermischer  Corven  nach  dem  SsNABMONT'schen  Verfahren.  —  Vgl. 
fiber  die  bei  der  Zustandsänderung  auftretenden  Aenderungen  des  Volumens  und  der 
speeifischen  Wftnne  M.  Bellati  e  R.  Romakbse,  Propriet&  termiche  notevoli  di  alcuni 
jodori  doppi  (Atti  R.  Ist.  Ven.  di  sc  lett.  (5)  6,  1051;  1880.  Nuoyo  Cimento  (8)  8, 
215,  1880),  fiber  die  gleichzeitige  Aenderung  des  elektrischen  Leitungs  Vermögens 
S.  P.  Thompson,  On  the  Double  Jodide  of  Mercury  and  Copper  (Rep.  Brit.  Assoc. 
1881,  600.    Nature  24,  469,  1881). 
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zeigen  die  Beobachtnngen  unter  einander  so  bedeutende  Abweichungen,  dass 
aus  ihnen  nicht  mit  Sicherheit  auf  eine  einseitige  Wärmeleitungsfahigkeit 
geschlossen  werden  kann.^ 

11.  Zur  Prüfung  der  hierdurch  angeregten  Frage  wurde  eine  wesent- 
lich genauere  Untersuchung  der  Wärmeleitungsfahigkeit  des  Turmalin  von 
Fb.  Stengee^  ausgeführt.  Seine  Methode  ist  der  von  H.  F.  Webeb'  für 
Flüssigkeiten  angewandten  nachgebildet.    Man  lässt  die  Krystallplatte  f  und 

die  in  einem  auf  ihr  ruhen- 
ot^  ^x     .-"-"'Z^^^^-^^z-^  den  Kupfercylinder  ange- 

brachte Löthstelle  eines 
Thermoelementes  die  Tem- 
peratur des  Arbeitszimmers 
annehmen,  bringt  dann  die 
untere  Fläche  der  Platte 
durch  Contact  mit  glatten 
Eisflächen  d  auf  die  Tem- 
peratur 0^,  so  dass  ein 
Temperaturgefall  und  eine 
ji^  stetige  Wärmeströmung  in 
der  Richtung  der  Normale 
der  Krystallplatte  von  der 
oberen  nach  der  unteren 
Begrenzungsebene  entste- 
hen, und  beobachtet  nun 
den  Temperaturverlauf  des 
Thermoelementes  mit  Spie- 
gel, Scala  und  Fernrohr  an 
einem  empfindlichen  Gal- 
vanometer O.  Das  von  Fb. 
Stengeb  benutzte  Galva- 
nometer hatte  geringen 
Widerstand  (0,8  Siemens- 
Einheiten,  wenn,  wie  bei 
den  folgenden  Beobach- 
tungen, alle  Windungen  hinter  einander  geschaltet  waren),  astatisches  Nadel- 
paar und  kräftige  Dämpfung. 

Die  eine  Löthstelle  a  des  Thermoelementes  —  ein  etwa  4  mm  hoher 


Äe- 


Fig.  99. 


^  Versache  Aber  einseitige  Leitung  der  Elektricität  im  Turmalin  ergaben  nega- 
tive Besultate. 

*  Fb.  Stbngbb:  Zur  Wärmeleitungsfähigkeit  des  TurmalinB.  Ann.  d.  Phys.  N.  F. 
22,  522,  1884. 

^  H.  F.  Webbb:  Untersuchungen  über  die  Wärmeleitung  in  Flüssigkeiten.  Vier- 
teljahrsscbr.  d.  naturf.  Qea.  Zürich  24,  252,  855,  1879.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  10,  108, 
804,  472;  11,  347,  1880.    Repert  f.  Exp.-Physik  16,  389,  1880. 
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Kupferoylinder,  in  dessen  obere  Fläche  ein  Platindraht  und  ein  Eisendraht 
eingelöthet  waren  —  befand  sich,  um  sicheren  Contact  zu  erhalten,  in  einer 
auf  der  Turmalinplatte  f  befindlichen  dünnen  Quecksilberschicht  b;  die  bei- 
den Lothstellen,  welche  der  Eisen-  und  der  Platindraht  mit  den  nach  dem 
Galvanometer  führenden  Drahten  bildeten,  befanden  sich  in  einem  Glas- 
gefiss  e  mit  Terpentinöl,  das  in  einen  mit  Watte  ausgekleideten  hölzernen 
Kasten  eingesetzt  war,  um  die  Temperatur  möglichst  constant  zu  erhalten. 
Die  Ablesung  der  Temperaturen  des  Terpentinöls  geschah  an  einem  Geibsi^eb'- 
sehen  Thermometer,  an  dem  man  ein  Hundertel  eines  Grades  ablesen  konnte. 

Um  das  auf  dem  Eise  gebildete  Schmelzwasser  zu  yerdrangen  und  einen 
beständigen  Contact  der  Turmalinplatte  mit  dem  Eise  zu  sichern,  musste 
der  in  ihrer  Lage  unverändert  erhaltenen  Platte  f  die  planparaUele  Eis- 
platte d  von  unten  her  genähert  und  so  fest  angepresst  werden,  dass  am 
Umfang  beständig  das  Schmelzwasser  herausgetrieben  wurde. 

Zu  diesem  Zwecke  war  zunächst  die  Turmalinplatte  mit  ein  wenig  Wachs 
und  Colophonium  auf  eine  mit  einem  kreisförmigen  Loch  von  entsprechender 
Grösse  versehene  Ebonitplatte  e  und  diese  auf  ein  kurzes  Glasrohr  g  auf- 
gekittet; das  Glasrohr  wurde  in  einem  Stativ  festgeklemmt. 

Andererseits  befand  sich  vertical  unter  der  Platte  der  eine  Schenkel 
eines  communicirenden  Bohres  h,  der  mit  dem  zweiten  längeren  Schenkel 
durch  ein  dünneres,  mit  einem  Hahn  versehenes  Zwischenstück  verbunden 
war.  Ln  kürzeren  Schenkel  konnte  sich  mit  leichter  Reibung  ein  Probir- 
glas  i  verschieben^  welches  eine  Glasplatte  k  trug.  Das  ganze  Rohr  wurde 
mit  Quecksilber  gefüllt,  so  dass  sich  k  etwa  2  cm  unter  f  befand;  sodann 
wurde  der  Hahn  geschlossen  und  der  längere  Schenkel  bis  zum  Rande  mit 
Quecksilber  gefüllt.  Sollte  nun  die  untere  Fläche  von  /*  auf  0®  abgekühlt 
werden,  so  wurde  ein  planparalleles  Eisstück  von  etwa  1  cm  Dicke  auf  k 
gelegt  und  der  Hahn  geöffnet.  Alsdann  hob  das  Quecksilber  das  Probirglas 
nebst  Eisplatte  und  presste  sie  gegen  die  Turmalinplatte  an. 

Jeder  einzelne  Versuch  setzt  sich  nun  aus  folgenden  Operationen  zusam- 
men. Zuerst  wird  die  Ruhelage  des  Magnetnadelsjstems  im  Galvanometer 
bei  ungeschlossenem  Stromkreise  beobachtet.  Sodann  wird  unter  Ausschaltung 
der  drei  Löthstellen  kurzer  Schluss  hergestellt,  um  zu  prüfen,  ob  ausserhalb 
des  Thermoelementes  elektromotorische  Kräfte  existiren.  Darauf  wird  die 
Temperatur  des  Terpentinöls  abgelesen  und  nach  Entfernung  des  kurzen 
Schlusses  die  Einstellung  der  Magnetnadeln  beobachtet  Nachdem  die  Eis- 
platte auf  die  Glasplatte  k  gelegt  und  der  Hahn  geöffnet  ist,  wird  nun  vom 
Moment  der  Berührung  der  Platten  d  und  f  an  in  bestimmten,  durch  eine 
Secundenuhr  gegebenen  Zeitpunkten  der  Temperaturverlauf  im  Kupfercylinder 
an  der  Einstellung  der  Magnetnadeln  mit  Hülfe  des  Femrohrs  verfolgt.  Um 
aus  den  Ablesungen  die  zugehörigen  Temperaturen  in  Scalentheilen  aus- 
gedrückt zu  erhalten,  wurde  der  Kupfercylinder  a  in  Eis  gepackt  und 
die  Einstellung  notirt.  Den  Schluss  jedes  Versuches  bildet  die  Controle, 
ob  die  Temperatur  des  Terpentinöls  und  die  Einstellung  der  Magnet- 
it uuscb.  Phys.  KryttallOfr  11 
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nadeln  bei  ungeschlossenem  Strome  und  bei  kurzem  Schluss  dieselben  sind, 
wie  zuvor. 

Nach  diesem  Verfahren  wurden  zwei  Turmalinplatten  (aus  Brasilien, 
5,8  mm  dick,  und  Yon  Ceylon,  8,2  mm  dick)  untersucht,  indem  bald  die 
analoge,  bald  die  antiloge  Endfläche  mit  der  Eisplatte  zur  Berührung  ge- 
bracht wurde.  Die  Resultate  wurden  graphisch  dargestellt  durch  Curven. 
deren  Abscissen  die  Zahl  der  Secunden,  vom  Beginn  des  Contactes  der 
Platten  d  und  f  an  gerechnet,  bedeuten,  während  die  Ordinaten  die  zu- 
gehörigen Temperaturen  der  Löthstelle  a,  in  Scalentheilen  ausgedrückt  an- 
geben. Die  Empfindlichkeit  des  Galvanometers  war  so  gewählt,  dass  einer 
TemperaturdüBTerenz  von  einem  Grad  etwa  60  Scalentheile  entsprachen. 

Wie  man  aus  den  von  Stenobe  mitgetheilten  Figuren  ersieht,  fallt 
für  jede  der  beiden  Platten  die  Curve  für  den  Wärmestrom  vom  analogen 
zum  antilogen  Pol  sehr  nahe  zusammen  mit  der  Curve  für  die  entgegen- 
gesetzte Stromrichtung:  die  grösste  Differenz  zwischen  zwei  zusammen- 
gehörigen Ordinaten  ist  etwa  1  Proc;  Differenzen  von  diesem  Betrage  ergeben 
sich  aber  für  verschiedene  Versuche  bei  derselben  Lage  der  Platte. 

Hieraus  folgt ,  dass  eine  einseitige  Leitung  der  Wärme  im  TurmaHn  enir 
weder  nur  einen  sehr  geringen  Beirag  erreicht ,  oder,  tvos  tvahrscheiniieher  ist, 
gar  nicJit  eadstirt.  Dieses  Ergebniss  befindet  sich  also  im  Einklang  mit  dei 
Theorie  der  Wärmeleitung. 


Bestimmung  der  ümeren  Wärmeleitungsfälligkeiten  nach 
absolutem  oalorimetrisohem  Maasse. 

12,  ForbeSy  Lodge.  —  Der  erste,  von  G.  G.  Foebes  unternommene  Ver- 
such zur  Messung  der  inneren  Wärmeleitungsfahigkeiten  im  Eis  und  im 
Quarz  nach  den  zur  Axe  der  Isotropie  parallelen  und  senkrechten  Richtungen 
war  erfolglos.  Nicht  nur  ergaben  sich  bei  verschiedenen  Beobachtungen  sehr 
verschiedene  Werthe  für  die  Wärmeleitungsfahigkeit  im  Quarz  parallel  zur 
Axe  (0,340,  0,498,  0,553,  0,745  mit  Benutzung  der  Maasseinheiten:  Centi- 
meter,  Minute,  1  ^  C),  auch  der  von  H.  de  Senarmont  aus  der  Gestalt  der 
Schmelzfiguren  sicher  festgestellte  (positive)  Charakter  der  Wärmeleitung  in 
diesem  Körper  wurde  von  Foebes  falsch  bestimmt.^ 

Später  hat  0.  J.  Lodge  eine  Modification  der  von  Foubieb  angegebenen, 
von  BiOT,  Despbetz,  Foebes,  G.  Wiedemann  und  Fbanz  benutzten  Methode 
zur  Messung  der  Wärmeleitungsfahigkeiten  empfohlen.  ^    Nach  diesem  Ver- 


*  G.  FoBBES,  On  the  Thermal  Conductivity  of  Ice,  and  a  new  Method  of 
Determining  the  Conductivity  of  Different  Substances.  Proc.  Roy.  See  Edinburgli 
8,  62,  1875. 

•  0.  J.  LoDQB,  On  a  Method  of  measuring  the  Absolute  Thermal  Gondactivity  of 
Crystals  and  other  Rare  Substanzea.    Part.  I.    Phil.  Mag.  (5)  5,  110,  1878. 
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fahlen  beobachtet  man  die  stationäre  Temperatnrcurve  längs  eines  cjlin- 
diischen  Stabes  der  gegebenen  Substanz,  welcher  an  dem  einen  Ende  erhitzt, 
an  dem  anderen  der  Atmosphäre  ausgesetzt  wird.  Schaltet  man  nun  in  einen 
gehälfteten  Stab  eine  Kiystallplatte  ein,  so  erhält  die  Temperaturcurve  an 
den  Verbindungsstellen  eine  Disoontinuität.  Allein,  wenn  die  Curve  längs 
jedes  Stabes  beobachtet  wird,  so  ist  es  doch  möglich,  sie  für  den  Krystall 
zu  berechnen.  Die  Methode  von  Lodgb  ist  demnach  folgende:  ein  cjlin- 
drisches  Stück  eines  Eijstalles  mit  ebenen  Endflächen  wird  zwischen  zwei 
Stäbe  von  demselben  Querschnitte  aus  einem  Metall,  dessen  Leitungsfahig- 
keit  hinreichend  genau  gemessen  ist,  eingeschaltet.  Der  Contact  wird  durch 
dünne  Plättchen  von  Zinnfolie  yerbessert.  Alsdann  wird  ein  Ende  dieser 
Combination  ervrärmt  und  das  andere  abgekühlt.  Nachdem  das  (ranze  einen 
stationären  Zustand  erreicht  hat,  beobachtet  man  die  Temperaturcurve.  — 
Den  in  Aussicht  gestellten  Nachweis  der  Leistungsfähigkeit  dieses  Verfahrens 
hat  LoDOE  bislang  nicht  geliefert 

13.  Messungen  von  Tuchschmid  am  Steinsalz,  Kalkspath  und  Quarz.  — 

Auf  Veranlassung  von  H.  F.  Webeb  hat  A.  Tuchschmid  1883  die  ersten 
zuverlässigen  Bestimmungen  der  inneren  Wärmeleitungsfähigkeit  krytallisirter 
Körper  ausgeführt.^ 

Die  bekannte  WsBEB'sche  Methode  zur  Bestimmung  des  Wärmeleitungs- 
vennögens  von  Flüssigkeiten  lässt  sich  mit  Vortheil  auch  auf  schlecht  leitende 
feste  Körper  ausdehnen  (vgl.  S.  160).  Man  hat  nur  die  von  zwei  Kupfer- 
platten eingeschlossene  Flüssigkeitsschicht  dui'ch  eine  dünne  planparallele 
Platte  der  zu  prüfenden  Substanz  zu  ersetzen.  Die  von  Tuchschmid  benutzten 
Kiystallplatten  hatten  eine  Dicke  von  0,3  bis  0,4  cm  und  eine  Fläche  von 
12  bis  15  cm^.  Um  einen  gleichmässigen  Contact  der  drei  Platten  zu  be- 
wirken, wurde  etwas  Glycerin  zwischen  die  Berührungsflächen  eingeführt. 
Allein  aus  den  in  dieser  Anordnung  mit  Platten  von  Steinsalz,  Kalkspath 
und  Qaaiz  angestellten  Versuchen  ergaben  sich  so  unerwartet  grosse  Werthe 
für  das  Leitungsvermögen  dieser  Körper,  dass  der  Einfluss  des  Glycerin, 
welche  in  Folge  seiner  geringen  Leitungsfahigkeit  (nach  H.  F.  Webeb 
0,04  gr  cm-^  min~^)  dem  Wärmestrom  einen  bedeutenden  Widerstand  ent- 
gegensetzt und  den  Process  der  Abkühlung  erheblich  verzögert,  eliminirt 
werden  musste.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  bei  den  Versuchen  an  Kalkspath 
und  Quarz  die  untere  Kupferplatte  ausgeschaltet  und  darauf  die  untere 
Fläche  der  Krystallplatte  direct  mit  Wasser  bespült  Dadurch  wurde  der 
Emfluss  emer  Glycerinschicht  beseitigt.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  in  der 
uisprünglichen  Anordnung  die  obere  Glycerinschicht  dieselbe  Wirkung  aus- 
übt, wie  die  untere,  konnte  nun  aus  der  Combination  der  beiden  Versuche 
die  Leitungsfahigkeit  der  KrystaUplatte   mit  einiger  Sicherheit  berechnet 


'  A.  TucHBCHMiD,  Das  innere  W&rmeleitungsyermögen  von  Quarz,  Kalkspath  und 
Steinsalz.    Inaug.-Dissert.    Zürich  1S83.    8^    48  S. 
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werden.  An  dem  leicht  löslichen  Steinsalz  lässt  sich  der  Einflnss  der  Glyceiin- 
schichten  auf  diesem  Wege  nicht  ermitteln;  da  indessen  die  Leitangsfahig- 
keit  im  Steinsalz  nur  wenig  von  der  mittleren  Leitongsfahigkeit  im  Ealkspaih 
verschieden  ist,  so  wird  auch  jener  Einfluss  annähernd  derselbe  sein. 

Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchung  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammengestellt.  Zum  Vergleich  sind  die  für  Kupfer  benutzten  Werthe 
hinzugefugt.  Cy,  c  und  Ca  bedeuten  die  Leitungsfahigkeiten  in  der  Richtang 
der  Axe  der  Isotropie  y,  in  einer  unter  45^  gegen  sie  geneigten  und  in 
einer  zu  ihr  senkrechten  Richtung.  Die  zu  Grunde  liegenden  Einheiten 
sind:  Gramm,  Centimeter,  Minute,  1®  Celsius. 


Kupfer 


Dichte 

Specifische  Wärme  .    .    . 
AeoBsere  Leitongsflthigkeit 

Innere  Leitongsföhigkeit  . 
(gr  cm~*  min"  ) 


8,85 

0,0935 

0,006 

55 


Steinsalz 


2,20 
0,219 


0,6 


KalkBpath 


2,71 
0,206 

0,576 
0,518 
0,472 


Qiun 


2,65 
0,190 

1,576 
1,272 
0,957 


Hieraus  folgt  für  das  Verhältniss  der  Halbaxen  einer  Schmelzfigur  auf 
einer  zur  Axe  y  parallelen  Flache  in  den  Richtungen  parallel  und  senk- 
recht zu  y: 

Kalkspath  Quarz 

V^lV^...  1,105  1,283, 

also  nahe  übereinstimmend  mit  den  Angaben  von  H.  de  Senabmomt  (S.  145): 

1,1  1,3. 

Die  Gleichung  der  Hauptellipse  auf  einer  zur  Axe  y  parallelen  Fläche 
lautet  (S.  133,  20  und  S.  155): 


— 1 


wenn  mit  c  die  Leitungsfahigkeit  in  einer  unter  dem  Winkel  F  gegen  die 
Axe  y  geneigten  Richtung  bezeichnet  wird.  Aus  den  gemessenen  Werthen 
von  Cy  und  c«  ergiebt  sich  hieraus  für  r»  45^: 


Xalkspath 
0,519 


Quarz 
1,191. 


Mithin  besteht  bei  Kalkspath  eine  vollständige  Uebereinstimmung  zwischen 
Beobachtung  und  Berechnung,  während  bei  Quarz  eine  Abweichung  vor- 
handen ist. 

14.  Wirmeteitungsflhigkelt  schlecht  leitender  Gesteine.  —  Ueber  die  Wertfae  der 
WftrmeleitangsfiQiigkeiten,  welche  in  schlecht  leitenden  gesteinsbildenden  Mineralien  za 


Itmere  Wärmeleitungsfähiffkeit. 
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erwarten  nnd,  giebt  eine  auf  H.  F.  Wxbbb's  Veranlassung  von  G.  Stadlbb  ausgeführte 
üntersachong  einigen  Anfschltiss.^  Es  wurde  ein  gleichmftssig  erwflnnter  Würfel  ans  dem 
za  untersuchenden  Grestein  von  einem  bestimmten  Zeitmomente  an  lAngs  seiner  ganzen 
Oberflftche  dauernd  auf  eine  bestimmte  Temperatur  abgekühlt,  indem  senkrecht  auf  jede 
WflzfeLflAche  vermittelst  eines  Rohres  ein  Strahl  einer  Wasserleitung  gerichtet  wurde. 
Vom  Momente  der  Kühlung  an  beginnt  die  Wärmeströmung  von  jeder  Stelle  des 
Würfels  nach  seiner  Oberfläche  hin,  und  die  Temperatur  sinkt  in  jedem  Punkte  von 
ihrem  Anfangswerthe  in  stetiger  Weise  auf  die  Temperatur  des  Wassera  herab.  Aus 
der  Differentialgleichung  für  die  Aenderung  der  Temperatur  folgt,  dass  sich  der 
absolute  Werth  der  WärmeleitungsfiUiigkeit  des  Gesteins  aus  dem  an  einer  bestimmten 
Stelle  des  Würfels  beobachteten  zeitlichen  Verlaufe  der  Temperaturänderung  ableiten 
Üsst,  {aUs  die  Kantenlänge  des  Würfels,  die  Dichte  und  die  specifische  Wärme  des 
Gesteins  gemessen  sind. 

In  der  folgenden  Uebersicht  der  Resultate  bedeuten  q  die  Dichte,  c  die  specifische 
Winne,  k  die  WärmeleitungsfiShigkeit.  Die  letzte  Reihe  enthält  den  sogenannten 
Temperaturleitungscoefficienten,  d.  L  den  Quotienten  aus  der  WärmeleitungsfiÜiigkeit 
uid  der  spedfischen  Wärme  'der  Volulneneinheit  Als  Maasseinheiten  sind  wieder 
vorausgesetzt:  Gramm,  Centimeter,  Minute,  1^  Celsius. 


llumger  Kalk  I  (Jura;  enthält 

sdur  viel  Thon) 

Tktmiger  Kalk  U  (Jura;  enthält 

weniger  Thon  als  I)  .    .    .    . 

Xalkttein  (Jura) 

Marmor  (Ganrara) 

Chvmi  I  (Schwarzwald)     .    .    . 

Granu  11  (Ba^eno) 

GranU  III  (Schwarzwald) .  .  . 
Gmim  (Osogna,  Tessin)      .    .    . 

^ii 

ÄfpÄyr 

^om/^  (Mittelrhein) 

Serpenän 

Traekjfi  (Siebengebirge)     .    .    . 

Andmt 

yagdfiuh'Conglomerat  1 

(8t  GMIen) 

<ä«gLII 

MUam-Stmdsiein  I  (dicht)  .  . 
Molagie' Sandstein  II    (weniger 

didit) 


2,590 

2,706 
2,658 
2,699 
2,660 
2,596 
2,660 
2,685 
2,510 
2,620 
2,970 
2,680 
2,550 
2,780 

2,034 
2,780 
2,570 

2,060 


0,2077 

0,2060 
0,2061 
0,2066 
0,1949 
0,1941 
0,1963 
0,1947 
0,1986 
0,1966 
0,1988 
0,2439 
0,2089 
0,1993 

0,2071 
0,2107 
0,2056 

0,2010 


0,3996 

0,4849 
0,5260 
0,4900 
0,4545 
0,5850 
0,4841 
0,4902 
0,2653 
0,5013 
0,4035 
0,5037 
0,2759 
0,4111 

0,3554 
0,5399 
0,4882 

04822 


klQC 


0,7428 

0,8699 
0,9602 
0,8788 
0,8767 
0,1610 
0,9271 
0,9377 
0,5322 
0,9732 
0,6834 
0,7706 
0,5179 
0,7420 

0,8454 
0,9386 
0,9240 

0,4400 


^  6.  Stadler:   Bestimmung  des  absoluten  Wärmeleitungsvermögens  einiger  Ge- 
«Wdc.   Inaug.-Dissert.    Zürich  1889.   8^    40  S. 
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Wärmeleiiung. 


Die  Abhängigkeit  der  specifiBclien  Wflrme,  des  inneren  nnd  iiuBeren  Wirme- 
leitongsvermögens  von  der  Temperatur  hat  R.  Wbbxb  am  Ghteits  (Dichte  ^  =  8,683) 
za  bestimmen  versocht* 

fOr  Tempera- 
turen Ton 
0,1728  +  0,000858  9  |    0  bis  60<» 

0,2005  + 0,000248  (^-«O^O  60   „    100* 

6,7786-0,01620]  10-*  (gr  cm-»  sec-*)        0  „    100* 
[3,0293 +  0,00576  0]  10-*  „  0   „    lOO« 


Specifische  Wärme  c     .    .    . 

Innere  Leitongsfthigkeit  k 
Aeuflsere  Leitongsfthigkeit  h 


Hiernach  ist  die  Veränderlichkeit  des  inneren  Leitongsvermögens  moigeföhr  die  drei- 
fache von  derjenigen  der  äusseren  LeitungsfiLhigkeit  Ueberdies  haben  die  Co6fficienten 
von  ^  in  ib  und  h  entgegengesetste  Voneichen. 


^  R.  Webeb,  Das  Wärmeleitungsvermögen  von  Gneise  und  seine  Abhängigkeit 
der  Temperatur.    Inaug.-Dissert.    Zfirich  1878.    Yierte^ahrsschr.  d.  naturf.  Ges. 


Zürich  28,  209,  1878. 


4.  Elektrische  Ströme. 

1.  Das  Ohm'S€he  Gesetz.  —  Ein  homogener  leitender  Erystall  sei  dem 
Einflnsse  gegebener  elektromotonscher  Kräfte  unterworfen.  In  einem  Punkte  P 
desselben  sei  die  resultirende,  in  der  Bichtung  |  wirkende,  elektromotorische 
Kraft  5  Torhanden;  es  sei  also  5  die  auf  eine  in  P  gelegene  Einheit  posi- 
tiver Elektricität  ausgeübte  Kraft.  Andererseits  sei  die  an  der  Stelle  P  in 
der  Bichtung  u  stattfindende  stationäre  elektrische  Strömung  bezeichnet 
mit  Uj  so  dass  ü  diejenige  Elektricitätsmenge  bedeutet,  welche  durch  ein 
gegen  ihre  Bewegungsrichtung  u  senkrechtes  Flächenelement  von  der  Grösse 
Eins  während  der  Zeiteinheit  hindurchströmt.  Die  Componenten  der  Yector- 
grössen  5  und  U  nach  einem  mit  dem  Krystall  starr  verbundenen  recht* 
winkligen  System  von  Coordinatenaxen  X^  X^,  X^  seien  bezeichnet  mit  H^, 
H„  S3  und  C/i,  U^,  ZJj. 

Alsdann  sind  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  elektromotorische  Kraft  S 
lediglich  von  einer  Potentialdifferenz  herrührt,  nach  dem  auf  homogene 
anisotrope  Körper  erweiterten  OHM'schen  Gesetze  die  Componenten  der  an  der 
Stelle  P  vorhandenen  elektrischen  Strömung  homogene  und  lineare  Funktionen 
der  Componenten  der  an  derselben  Stelle  vorhandenen  elektromotorischen  Kraft; 
also  sind  auch  umgekehrt  die  Kraftcomponenten  homogene  und  lineare 
Funktionen  der  Strömungscomponenten.  Es  gelten  demnach  die  Glei- 
chungen I  und  n  auf  S.  125—126: 


Si  =  «11  ^1  +  o^ai  ^2  +  «31  ^3 

H3  «  ^12  ^\  +  «22  ^a  +  «82  ^3 
2^3  =  «13  ^1  +  «23  ^2  +  «33  ^3> 


I  Di  =  «3lSi+ 022^2  +  «23^3  n 

und  die  aus  diesem  Elementargesetz  gezogenen  Folgerungen  (vgl.S.  120 — 142). 
Die  Coefficienten  der  Leitungsföhigkeit  a^^  und  die  Coöfficienten  des  Wider- 
standes a^j  sind  abhängig  von  der  Natur  des  Krystalls  und  von  der  Tem- 
peratur. 

2.  Beobachtungen  am  Wismuth  und  Eisenglanz.  —  Ch.  Matteucci  hat 
am  Wismuthj  welches  hexagonal,  rhombo6drisch-hemi6drisch  krystallisirt,  das 
Verkäliniss  der  elektrischen  Leitungsfahigkeiten  in  den  Richtungen  parallel 
und  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  gemessen.  ^  Es  gelingt  genügend  grosse 

^  Ch.  Mattsücci,  Notes  sur  certcdnes  propri^t^  physiques  du  bismuth  cristallisö 
ou  Boomis  k  la  comprearion.    Compt  rend.  40,  541,  918,  1855.    Ann.  chim.  phys.  (3) 
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homogene  Stücke  dieses  Metalls  zu  gewinnen,  indem  man  eine  20  bis  25  mm 
dicke  Schicht  in  einem  flachen  Schmelztiegel  sehr  langsam  erkalten  lässt. 
Znr  krystallographischen  Orientirang  dient  alsdann  die  Tollkommenste  Spalt- 
barkeit nach  der  Basis  c  =  (0001).  Mit  Hülfe  eines  Diflferential-Galvano- 
meters  von  E.  Bboquebbl  ergab  sich  für  das  Yerhaltniss  der  Leitnngsfahig- 
keit  in  einem  Stabchen,  dessen  Längsrichtung  auf  jener  Spaltungsiichtang 
senkrecht  stand,  zu  der  Leitungsfahigkeit  in  einem  Stäbchen,  dessen  Längs- 
richtung der  Basis  parallel  lief,  der  Werth  1 : 1,6 

Messungen  der  absoluten  Werthe  des  elektrischen  Leitungsvermögens  nach 
verschiedenen  Richtungen  sind  zuerst  von  H.  BIokstböm  am  Eisengkmx, 
welcher  ebenfalls  der  rhombo^dnschen  Hemiedrie  des  hexagonalen  Systems 
angehört,  ausgeführt  worden.  Gleichzeitig  wurde  die  Abhängigkeit  der  Lei- 
tungsfahigkeit von  der  Temperatur  untersucht.* 

Die  Zusammensetsung  dieses  Eisenglanzes  von  der  Peder  Ankers  Grabe  auf  der 
Insel  Langö  bei  Kragerö  in  Norwegen  ist  nach  einer  älteren  Analyse  von  C.  R^MiaLSBEBO  ^ 
TiO,  3,5Ö,  FcsOa  98,63,  PeO  3,26,  Summe  100,44. 

Das  Material  bestand  aus  grossen  basischen  Platten.  Mit  Hülfe  der  dreiaeitigeD 
Streifung  und  der  gut  ausgebildeten  dreiseitigen  Aetzgrübchen  der  Elndflftchen  konnte 
eine  genaue  krystallographische  Orientirung  der  zu  prüfenden  Stäbchen  bewirkt  werden. 
Die  Längsrichtungen  der  drei  Stäbchensorten  waren  der  Yerticalaxe  f,  einer  Qneraxe  s 
oder  der  Halbirungsgeraden  ß  des  Winkels  zweier  Queraxen  paraUel. 

Zur  Herstellung  zuverlässiger  Contacte  wurden  die  Endflächen  jedes  Stabes  auf 
galvanischem  Wege  unter  Anwendung  einer  Lösung  von  Cyankapfer  in  Cyankalium 
mit  Kupfer  überzogen  und  darauf  amalgamirt  Um  den  Stab  in  die  Stromleitung  ein- 
zuflQhren,  wurde  er  zwischen  zwei  vertikalen,  an  den  Innenseiten  amalgamirten  Kupfer- 
fedem  eingeklemmt,  welche  durch  einen  grösseren,  in  den  Erhitzungsapparat  passenden 
Korkstöpsel  gesteckt  waren. 

Als  Erhitzungsapparat  diente  für  Temperataren  unterhalb  100®  ein  Blecbgeftss 
mit  doppelten  Wänden,  deren  Zwischenraum  mit  Wasser  gefiillt  war.  Für  höhere 
Temperaturen  wurde  ein  ähnliches  Gefi&ss  von  Schmiedeeisen  angewendet,  dessen 
Zwischenraum  Quecksilber  enthielt. 

Der  Leitungswiderstand  wurde  mittebt  einer  WHBATSTONs'scben  Brücke  in  Walzen- 
form nach  der  von  F.  Koblbausch  angegebenen  Gonstruction  mit  einem  Widerstands- 
etalon  von  100  Ohm  bestimmt  Der  Strom  durfte,  um  eine  Erwärmung  durch  den- 
selben zu  vermeiden,  nur  schwach  sein  und  nur  momentan  geschlossen  werden.  Bei 
länger  andauerndem  Strome  ändert  sich  der  Widerstand  in  Folge  der  Erwärmung  des 
ganzen  Stabes;  femer  tritt,  weil  Eisenglanz  gegen  Kupfer  sehr  stark  thermoelektrisch 
ist,  ein  recht  bedeutender  PBLTiEB-Effect  auf,  welcher  einen  Strom  in  der  zu  dem 
Hauptstrome  entgegengesetzten  Richtung  und  daher  einen  Fehler  in  der  Bestimmnno; 
des  Widerstandes  erzeugt. 

Zunächst  ergab  sich,  wie  zu  erwarten  war,  dass  der  Widerstand  in  den 
zur  Axe  y  senkrechten  Richtungen  cc  und  ß  gleich  gross  ist.    Bezeichnet  man 

43,  467,  1855.  Sur  un  appareil  destinÄ  k  d^montrer  et  mesurer  la  diflKrence  de  con- 
ductibilit^  du  bismuth  cristrallisö.    Gompt  rend.  42,  1188,  1856. 

*  H.  Backstböm,  Elektrisches  und  thermisches  Leitungsvermögen  des  Eisenglanzes 
Öf^rers.  K.  Veten8k..Akad.  Förh.  1888,  No.  8,  533. 

•  C.  Rammblsbbrg,  Zusammensetzung  des  Titaneisens,  sowie  der  rhombo€dr.  u. 
oktaßdr.  krystallisirten  Eisenoxyde.    Pogg.  Ann.  104,  497,  1858. 
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die  Widerstände  von  Stäben  von  1  cm  Länge  nnd  1  nun'  Querschnitt  mit 
Vr  und  tr«,  je  nachdem  die  Längsrichtung  parallel  oder  senkrecht  zur  Axe  ;' 
liegt;  so  ist  bei: 

O^C.         80^8  40*8 

17  68,7  35,1 

100  83,1  18,3. 

Mithin  ist  der  Widerstand  längs  der  Axe  der  Isotropie  fast  doppelt  so  gross 
als  senkrecht  zu  ihr. 

Das  Yerhältniss  w^jw^  nimmt  mit  wachsender  Temperatur  ziemlich 
stark  ab: 

00  170  100  ö  236,7  <> 

Wylw^...         1,98  1,96  1,81  1,55. 

Was  den  Mnfluss  der  Temperatur  auf  die  absoluten  Werthe  der  Wider- 
stände angeht,  so  yermindert  sich  der  Widerstand  mit  steigender  Temperatur 
(wie  bei  Elektrolyten  und  Isolatoren),  obwohl  Eisenglanz  ein  ziemlich  guter 
Leiter  ist,  und  ^e  Leitung,  wie  K.  Ängbteöm  und  H.  Backstböm  in  einer 
besonderen  Versuchsreihe  nachgewiesen  haben,  ohne  Polarisation  stattfindet. 
Stellt  man  den  Widerstand  als  Funktion  der  Temperatur  nach  der  Relation : 

we^  Wo{\  —a0) 
dar,  so  hat  der  Temperaturco^fficient  a  einen  recht  bedeutenden,  mit  wachsen- 
der Temperatur  ebenfalls  abnehmenden  Werth: 

0—17« 
0—100 
0—236,7 

Auch  der  Ansatz: 

genügt  noch  nicht,  um  die  Abhängigkeit  des  Widerstandes  von  der  Tem- 
peratur mit  hinlänglicher  Genauigkeit  auszudrücken.  Als  die  Bestimmungen 
ffir  0*^  und  100«  in  Oelbädem,  in  denen  sich  eine  gleichmässigere  Temperatur 
herstellen  lasst,  wiederholt  wurden,  ergab  sich: 

a^  =  0,006491,         a.  =  0,006064,         arloa  =»  1,07. 
Bezeichnet  man  den  Widerstand  in  einem  mit  der  Längsrichtung  unter 
dem  Winkel  F  gegen  die  Axe  der  Isotropie  geneigten  Stabe  mit  w,  so  ist 
die  Gleichung  des  HaupteUipsoids  (S.  133,  20): 

Wj.  cos*  JT-H  M7.  sin*  F  =3  u: 
H.  BiCESTBöM  fand: 

F  w  gemessen  tr  berechnet 
27«  15'                60,93  61,69 

28  35  60,00  61,00 

38  06  54.65  55,91. 


"r 

«. 

0,00834 

0,00824 

624 

551 

343 

818. 
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Um  das  elehiri»^  LeUungsvennogm  mit  dem  Wärmdeüungavennögen  zu 
veigleichen,  ermittelte  H.  Backstsöm  nach  einer  im  Prindp  mit  dem  Ton 
C.  Chbibtiansen  benutzten  Yei&hien^  übereinstimmenden  Methode  das  Ter- 
haltniss  der  Wärmeleitangsfahigkeiten  im  Eisenglanz  in  den  Richtungen 
senkrecht  und  parallel  zur  Axe  y.  Es  ergab  sich  c^je^  «s  1^2  für  50^  C, 
während  bei  derselben  Temperatur  das  Yerhaltniss  der  elektnschen  Leitungs- 
widerstande u7^/tr«  =s  1,8  ist  Demnach  herrscht  nur  in  dem  Charakter  des 
Leitungsvermögens  für  Wärme  und  Elektridtät,  nicht  in  dem  Yerhaltniss 
der  Hauptleitungsfahigkeiten  XJebereinstimmung. 


Thermoelektrische  Ströme. 

3.  Charakteristische  Eigenschaft  der  thermoelektrisch  anisotropen  Kry- 
stalle.  —  Für  das  thermoeiekHsehe  Verhalten  eines  homogenen  krystaüisirien 
Körpers,  der  nicht  dem  regtUären  Systeme  angehört,  ist  Tmnächst  charakteristisefi, 
dass  Stäbe,  welche  nach  krystaüograpkisch  verschiedenen  Richhtngen  aus  demselben 
geschnitten  sind,  im  Allgemeinen  verschiedene  Stellen  in  der  thermoelektrischen 
Reihe  einnehmen.  Daher  werden  zwei  Stäbe  von  dieser  Beschaffenheit  zu  einander 
in  einer  thermoelektrischen  Beziehung  stehen,  tvie  zwei  verschiedene  Metalle, 

4.  Beobachtungen  an  Krystallen  des  hexagonaien  Systems.— J.Syanbebq- 

sägte  aus  Bruchstücken  von  Wismu4h  und  Antimon  Stäbe,  deren  Längs- 
richtungen zu  der  vollkommensten  Spaltrichtung  nach  der  Basis  c  ^  (0001) 
parallel  oder  senkrecht  waren.  Die  ersteren,  zur  Axe  der  Isotropie  senk- 
rechten Stäbe  A  erwiesen  sich  positiver,  die  letzteren,  zu  dieser  Axe  parallelen 
Stäbe  B  dagegen  negativer  in  der  thermoelektrischen  Reihe  als  jeder  andere 
aus  demselben  MetaU  geschnittene  Stab.  Die  thermoelektrische  Kraft  zwischen 
den  Antimonstäben  A  und  B  oder  zwischen  den  Wismuthstäben  A  und  B 
war  ziemlich  bedeutend.  Ein  Stab  von  anderer  Sichtung  oder  eine  Masse 
von  unregelmässig  krystallinischem  Gefuge  verhielt  sich  negativ  gegen  A  und 
positiv  gegen  B,  —  Hieraus  geht  hervor,  dass  bei  der  Bestimmung  der 
thermoelektrischen  Kraft  zwischen  einem  homogenen  Stabe  aus  Wismuth 
oder  Antimon  und  einem  anderen  Metall  die  krystallographische  Orientirung 
jenes  Stabes  beachtet  werden  muss. 

An  denselben  Metallen  hat  R.  Fbanz  die  Thermostrome  untersucht, 

'  C.  Chhistuksen:  Einige  Versuche  über  die  Wärmeleitung.  Ann.  d.  Phja.  N.  F. 
14,  23,  1881. 

'  J.  SvANBBRo,  Gm  den  thermo6lektriska  kraften  hos  krystaUiserad  vismut  och 
antimon,  beroende  af  den  elektriska  strömmens  fortplantnings- riktning  relatift  tili 
kristallisations-planema.  öfvers.  K.  Yetensk.-Akad.  Förh.  1850,  98.  Ezp^ences  snr 
le  pouvoir  thermo-^lectrique  da  bismuth  et  de  Tantimoine  cristallis^.  Compt  rend. 
31,  250,  1850.    Pogg.  Ann.  Erg. -Bd.  3,  153,  1853. 
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Fig.  100. 


welche  entgtehen,  wenn  TeTschieden  orientirte  Würfel  zusammengelegt  und 
an  der  Beröhrungsflache  erwärmt  werden.^ 

Zunächst  wurden  Würfel  aus  grösseren  Spaltstücken  Ton  Wismuih  so 
geschnitten,  dass  die  basische  Spaltrichtung  zu  einem  Flachenpaar  des  Würfels 
parallel  lief  oder  xmter  30^  oder  60^  gegen  dasselbe  geneigt  war.    Es  wurden 
nun  zwei  Würfel  zusammengelegt  und  durch  quadratische  Säulen  Ton  Kupfer 
mit  den  Drahten  eines  Multiplicators  in  Verbindung  gesetzt.  Die  Berührungs- 
fläche wurde  erwärmt  durch  einen  in  einem  Sandbade  erhitzten  Olascylinder, 
der  dnich  Mikrometerschrauben  genau  auf  jene  Flache  eingestellt  werden 
konnte.    Eine  HebelTorrichtung  gestattete  die  Eupfersäulen  und  die  Würfel 
mit  einem  Druck  Ton  7,5  kg  an  einander  zu  pressen.  —  Diese  Versuche 
ergaben,  dass  kein  Thermostrom  entsteht,  wenn  die  Berührungsflächen  der 
Leiden  Würfel  in  die  Zone  der  Verticalaxe  y  fallen.    Dagegen  wird  ein 
>troni  erzeugt,  wenn  die  Basis  e  mit  einer 
gegen  sie  geneigten  Fläche  zur  Berührung 
kommt,  mid  die  Starke  des  Stromes  er- 
reicht ihr  MüTinrnTn  bei  der  Zusammen-    ^ 
legnng  der  Basis  mit  einer  zur  Axe  der 
I-otropie  y  parallelen  Fläche.  Dabei  fliesst 
•!er  Strom,  falls  die  Anordnung  der  Fig.  100 
entspricht,  in  der  Richtung  von  JB  nach  Ä,  also  von  dem  Würfel,  dessen 
Axe  der  Isotropie  in  die  Stromrichtung  faUt,  zu  dem  zweiten  Würfel  hin.  — 
.Inaloge  Resultate  wurden  am  Antimon  gewonnen. 

Die  Beobachtungen  von  J.  SvANBEna  und  R.  Fbäitz  sind  bald  darauf 
^on  Ch.  Mattbucci  bestätigt  worden.* 

Eme  quantitative  Bestimmung  der  Verschiedenheiten  in  dem  thermo- 
trlektrischen  Verhalten  von  Wismuth  und  Antimon  in  den  Richtungen  parallel 
und  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  hat  A.  Matthiessen  auszuführen  ver- 
bucht.' Aus  künstlich  hergestellten  Kiystallen  wurden  Würfel  von  etwa 
önun  Eantenlänge  geschnitten,  an  denen  ein  Flächenpaar  zur  basischen 
Spaltrichtung  parallel  lag.  Es  wurden  nun  ein  solcher  Würfel  w  und  ein 
Stück  chemisch  reinen  Silbers  s  zwischen  zwei  Kasten  A^  B  von  Kupfer- 
blech geklemmt*  A  war  mit  erwärmtem,  B  mit  kaltem  Oel  gefüllt.  Der 
Kasten  B  war  in  zwei,  von  einander  durch  Kautschuk  isolirte  Hälften  derart 
rs'etheilt,  dass  die  verticale  Scheidewand  auf  den  einander  zugekehrten  Kasten- 
w^änden  senkrecht  stand.  An  jede  Kastenhälfte  war  ein  Leitungsdraht  ge* 
khet.  Werden  jetzt  die  Drähte  mit  einander  in  leitende  Verbindung 
gebracht,  so  fliesst  in  der  Schliessung  ein  Strom,  dessen  elektromotorische 
Kraft  gleich  der  elektromotorischen  Kraft  einer  Thermokette  ist,  die  nur  aus 

'  £L  Fbaxz,  Untersnchangen  über  thermoelektriBche  Ströme.  Pogg.  Ann.  S3, 374, 
1-51;  85,  388,  1852. 

*  Cb.  Mattbucci,  Ann.  chim.  phys.  (3)  48,  470,  1855. 

'  A.  MATTBiBfleBiv:  üeber  die  thermo-elektrische  Spannongsreihe.  Mitgetheilt  von 
Cr,  Kirrhhoff:    Pogg.  Ann.  103,  412,  1858. 
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den  MetalleD  w  und  s  besteht,  und  deren  Löthstellen  die  Temperaturen  des 
Oels  in  den  beiden  Kasten  haben.  Um  nun  diese  elektromotorische  Kraft 
zu  messen,  wurden  in  die  Schliessung  eingeschaltet:  ein  Multiplicator,  eine 
aus  Silber  und  Argentan  gebildete  Thermokette,  deren  Löthstellen  in  jene 
beiden  Oelmassen  tauchten,  und  zwei  Commutatoren,  deren  Zweck  es  war, 
den  Strom  im  Multiplicator  umzukehren  und  die  beiden  Ketten  bald  so  in 
Verbindung  zu  setzen,  dass  sie  einander  verstärkten,  bald  so,  dass  sie  einander 
entgegen  wirkten.  Jene  Stellung  des  Würfels  w,  in  welcher  die  basischen 
Flächen  mit  den  Wänden  der  Kupferkasten  in  Berührung  waren,  so  dass 
der  Strom  in  der  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  hindurchfloss,  wurde  als 
die  axiale,  jede  der  beiden  anderen  Stellungen  als  eine  äquatoriale  bezeichnet. 
Nach  diesem  Verfahren  konnte  das  Verhältniss  der  elektromotorischen  Kräfte 
der  aus  Silber  und  Argentan  bestehenden  und  einer  aus  Silber  und  Wismuth 
oder  Antimon  zusammengesetzten  Kette  gemessen  werden.  Die  an  4  Wis- 
muthwürfeln  und  2  Antimonwürfeln  in  axialer  und  äquatorialer  Stellung 
erlangten  Resultate  zeigen  indessen  unter  einander  so  bedeutende  Ab- 
weichungen, dass  ich  auf  eine  Au&ählung  derselben  nicht  eingehe. 

5.  Eine  vollständigere  quantitative  Bestimmung  der  Abhängigkeit  der 
thermo-elektromotorischen  Kraft  von  der  Bichtung  wurde  von  H.  Bäckstböm  ^ 
an  demselben  Sisenglam  von  der  Peder  Ankers  Grube  auf  der  Insel  Lango 
bei  Kragerö  in  Norwegen  durchgeführt,  der  vorher  zur  Bestimmung  des 
elektrischen  Leitungsvermögens  gedient  hatte  (S.  168). 

An  Bwei  Holzscheiben,  von  welchen  die  obere  beweglich  ist  und  mittelst  einer 
Schraube  heruntergedrückt  werden  kann,  sind  zwei  Dosen  von  Xujferhleeh  befestigt, 
zwischen  welche  der  Krystall  oder  der  Stab  gelegt  oder  gestellt  wird.  Durch  diese 
Kupferdosen  kann  Wasser  oder  Dampf  geleitet  werden.  An  jeder  Dose  ist  ein  Kupfer- 
draht festgelöthet,  welcher  mit  einem  LippMANN'schen  Capillarelektrometer  mit  Wasser- 
manometer  in  Verbindung  gesetzt  werden  kann.  Bei  dem  guten  Wärmeleituiigs- 
vermögen  des  Eupfera  kann  man  annehmen,  dass  die  Contactstelle  zwischen  der  Dose 
und  dem  Kiystall  dieselbe  Temperatur  besitzt,  wie  der  hindurchströmende  Waaserstrom 
oder  Dampfstrom,  vorausgesetzt,  dass  nicht  das  Wärmeleitungsvermögen  der  ange- 
wandten Substanz  sehr  gross  ist.  Diesem  Uebelstande  wurde  durch  Aidfeinanderlegen 
mehrerer  Krystalle,  also  durch  Erzeugen  eines  hinlänglich  grossen  Uebeigangswider- 
standes  abgeholfen.  Die  Temperatur  der  oberen,  vom  Wasserdaijnpf  dnrch^romten 
Dose  wurde  also  auf  100^  angenommen;  die  Temperatur  der  unteren  Dose  wurde 
dadurch  gemessen,  dass  der  Wasserstrom  unmittelbar  nach  dem  Passiren  durch  die 
Dose  ein  Proberöhrchen  durchströmte,  in  welches  ein  Thermometer  hineingesteckt  war. 
Haben  die  Dosen  constante  Temperatur  angenommen,  so  werden  sie  mit  dem  Capillar- 
elektrometer verbunden.  Dabei  zieht  sich  der  Quecksilbermeniskus  zurfick;  um  ihn 
wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zu  bringen,  ist  ein  bei  kleinen  elektromotorischen 
Kräften  der  elektromotorischen  Kraft  proportionaler  Druck  nöthig,  welcher  mittelst 
eines  Manometers  gemessen  und  in  Millimeter  Wasserdruck  ausgedrückt  wird.  Da  die 
Empfindlichkeit  des  Elektrometers  ftir  sehr  kleine  elektromotorische  Kräfte  bestimmt 
war,  konnte  durch  einfaches  Multipliciren  mit  einem  Reduktionsfaktor  die  thermo- 
elektromotorische  Kraft  in  Volt  ausgedrückt  werden. 

*  H.  Backström:  Beiträge  zur  Kenntniss  der  Thermoelekricität  der  Kiystalle. 
Öfters.  K.  Veten8k.-Akad.  Pörh.  1888,  No.  8,  553. 
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Auf  diesem  Wege  ergab  sich,  in  Uebereinstiininuiig  mit  den  Beobach- 
tungen von  R.  Fkanz  am  Wismuth,  dass  alle  zur  Verticalaxe  y  parallelen 
Flächen  des  Eisenglanz  gleichwerthig  sind,  dass  aber  zwischen  diesen  Flächen 
und  der  Basis  eine  thermo-elektromotorische  Kraft  besteht. 


Der  Strom  flieast  an  der  wärmeren  Contactflfiche 


von  der  Baaia  zum  Knpfer 

von  den  zur  Aze  der  Isotropie  parallelen  Flächen 

zom  Kupfer 

von  den  zor  Axe  der  Isotropie  parallelen  Flächen 

cor  Basis 


Thermo-elektromoto- 

rische  Kraft  in  Volt 

für  einen  Grad 


0,0002879 
0,0008188 
0,0000259  I 


Für  einen  unter  cj  =  27^  15'  gegen  die  Axe  y  geneigten  Stab  betrug 
die  thermoelektrische  Kraft  r  »  0,0002923  Volt. 

An  dem  im  rhombischen  System  krystallisirenden  Arsenkies  wurde  für 
die  thermo-elektromotorische  Kraft  in  Volt  für  einen  Grad  gefunden: 

auf  einer  Fläche  von  (110)  zu  Kupfer  .  .  .  0,0002410 
„       „  „         „    (101)  zu  Kupfer  .  .  .  0,0002429. 

6.  lieber  einen  angeblichen  Zusammenhang  zwischen  dem  thermoelektrischen  Verhalten 
und  der  KrystalHorm  regulärer,  pentagonal-hemifidrischer  Krystalle.  —  Im  Jahre  1844  aseigte 
W.  G.  Hankbl,  dass  sich  Kobaltglanz  von  Tonaherg  in  Schweden  in  Oktaedern 
kiystallisirt  g^en  Kupfer  negativ,  dagegen  in  HexaSdem  positiv  verhält.  Eisenkies 
war  gegen  Kupfer  in  Combinationen  des  Hezaöders  und  Oktaeders  negativ,  dagegen  in 
PentagondodekaSdem  7i(210)  und  in  Combinationen  von  7i(210)  mit  einem  DiploSder 
positiv.' 

Unabhängig  hiervon  fand  H.  Mabbach  1857,  dass  Krystalle  von  Eisenkies  und 
Kobaltglanz  nach  ihrem  thermoelektrischen  Verhalten  in  xwei  Klassen  zerfallen,  in  der 
Weise,  dass  die  KrystaUe  der  einen  Klasse  in  der  thermoelektrischen  Beihe  jenseits  des 
positiven  Antimon,  jene  der  anderen  Klasse  jenseits  des  negativen  Wismuth  zu  stellen 
änd,  so  dass  je  zwei  Krystalle  der  beiden  Klassen  einen  stärkeren  Thermostrom  liefern 
als  die  Gombination  Antimon  und  Wismuth.  Unter  58  Krystallen  zeigten  vier  sogar 
an  verschiedenen  Stellen  entgegengesetzte  thermoelektrische  Eigenschaften. ' 

Diese  Beobachtungen  wurden  später  von  C.  Fbiedbl'  und  J.  Stküveb^  bestätigt 

Darauf  glaubte  G.  Boss*  —  gestutzt  auf  die  Prüfung  von  179  Eisenkieskrystallen 
(unter  denen  sich  71  gegen  Kupfer  positive,  62  negative  und  46  Krystalle  mit  positiven 

'  W.  6.  Hanksl,  Ueber  die  Thermoelektricität  der  Metalle  und  metallischen 
Mmeralien.    Pogg.  Ann.  62,  197,  1844. 

*  H.  Mabbach,  Nouvelles  relations  entre  les  formes  cristaUines  et  les  propriät^ 
thermo-äectriques.    Compt  rend.  45,  705,  1857. 

'  C.  Fbibdel,  Sur  les  propri^t^  pyro-^lectriques  des  cristauz  bons  eonduoteurs 
de  r^lectricit^.    Ann.  chim.  phys.  (4)  17,  79,  1869. 

*  J.  Stbüvbb,  Studi  suUa  mineralogia  italiana.  Rrite  del  Piemonte  e  dell*  Elba. 
Mem.  d.  £.  Acad.  delle  Scienze  di  Torino.   Class.  di  Sc.  Fis.  e  Mat  (2)  26,  1869. 

*  6.  Rose,  Ueber  den  Zusammenhang  zwischen  hemi^rischer  KrystflJlform  und 
tbenno-elektrischem  Verhalten  beim  Eisenkies  und  Kobaltglanz.     Monatsber.  Berlin. 
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und  negativen  Stellen  befanden)  und  19  Kobaltglanzkrystallen  —  den  Satz  aufstellen 
zu  können,  dass  ein  Ztuatnmenhang  de3  thermoelehtrUehen  Verhaltens  dieser  Körper 
mit  ihrer  JSemiedrie  stattfinde.  Es  sollten  die  in  der  thermoelektrischen  Reihe  auf  der 
Seite  des  Antimon  stehenden  (positiven)  Eiystalle  sich  von  den  auf  der  Seite  des  Wismuth 
stehenden  (negativen)  Eiystallen  krystallographisch  dadurch  unterscheiden,  dass  jene 
von  hemi^ischen  Formen  der  ersten  Ordnung ,  diese  von  Formen  zweiter  Ordnung 
begrenzt  werden.  Krystalle  mit  positiven  und  negativen  Stellen  wurden  als  Ergllnzungs- 
zwillinge  gedeutet 

Indessen  hatte  J.  Stefan^  schon  1865  nachgewiesen,  dass  sich  der  in  der  holo- 
edrischen Gruppe  des  regulftren  Systems  krystailisirende  Bleiglanx  in  thermoelektrischer 
Beziehung  gegen  Kupfer  bald  positiv,  bald  negativ  verhftlt,  und  spftter  haben  A.  Schbauf 
und  £dw.  Dana*  noch  mehrere  holo^driach  krystalliairende  Mineralien  von  ähnlichem 
Verhalten  gefunden. 

Auch  C.  Fbibdel"  hat  dargelegt,  dass  der  von  G.  Rosb  als  unzweifelhaft  hin- 
gestellte Satz  keineswegs  als  bewiesen  gelten  kann. 

7.  Beobachtungen  von  C.  Frlodel  an  rogulSren,  totraSdritch-homiMrIscbon  Krystallon. — 

Wird  eine  planparallele,  auf  einer  polaren  S-zfthligen  Symmetrieaze  senkrecht  stehende 
Platte  von  Fahlerz  eingeklemmt  in  eine  aus  zwei  isolirten  Platindrfthten  gebildete 
Zange,  die  mit  einem  Galvanometer  in  Verbindung  steht,  so  wird  nach  den  Angaben 
von  C.  Fbibdel^  durch  die  gleichf5rmige  Erwärmung  der  Platte  in  einem  Wasaerbade 
ein  elektrischer  Strom  hervorgerufen,  welcher  stets  von  der  auf  der  Seite  einer  Tetra- 
^derecke  des  Erystalls  gelegenen  Begrenzungsebene  der  Platte  nach  der  gegenüber- 
liegenden, zu  einer  TetraSderfläche  parallelen  Grenzebene  hin  gerichtet  ist 

Eine  wesentliche  Schwierigkeit  dieser  Versuchsanordnung  besteht  in  der  Herstellung 
genau  gleich  grosser  Contactstellen  zwischen  den  Platindrfthten  und  den  Plattenebenen. 
Geringe  Verschiedenheiten  in  den  Gontacten  genügen,  um  unabhftngig  von  der  be- 
sonderen krystallographischen  Beschaffenheit  dei*  Platte  bei  Temperaturftnderungeu 
Thermoströme  zu  erzeugen. 

8.  Die  von  W.  Thomson  entdeckten  umkehrbaren  Wärmeeffecte  und  thermo- 
elektrischen Erregungen  elektrischer  StrSme  in  homogenen  Krystallen.^  — 

Nachdem  W.  Thomson  1851  aus  den  beiden  Hauptsätzen  der  Thermodynamik 


Akad.  1870,  827.  Pogg.  Ann.  142, 1,  1871.  —  Diese  Abhandlung  enthält  nur  Resultate, 
eine  genauere  Beschreibung  ist  nicht  erschienen. 

Vgl.  P.  Qroth,  lieber  die  Kiystallform  und  die  thermoelektrischen  Kigenschaften 
des  Speiskobalt  (Pogg.  Ann.  152,  249,  1874)  und  die  Bemerkungen  von  M.  Bauer 
über  diese  letztere  Abhandlung  (Zeitschr.  deutsch.  geoL  Ges.  27,  246,  1875). 

'  J.  Stefan,  lieber  einige  Thermoelemente  von  grosser  elektromotorischer  Kraft. 
Sitzungsber.  Wien.  Akad.  51,  (2),  260,  1865.    Pogg.  Ann.  124,  682,  1865. 

'  A.  ScHRAüF  und  £nw.  Dana,  Notiz  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften 
Ton  Mineralvarietäten.  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  69,  (1),  142,  1874.  Amer.  J.  of  Sc 
(3)  8,  255,  1875. 

*  C.  Fbiedbl,  Sur  les  relations  pouvant  ezister  entre  les  propri^t^  thermo-^lec- 
triques  et  la  forme  cristalline.    Gompt  rend.  78,  508,  1874. 

*  C.  Fbiedel,  Ann.  chim.  phys.  (4)  17,  93,  1869. 

^  W.  Thomson,  A  Mechanical  Theorj  of  Thermo-electric  Currents  in  Grystalline 
Solids  (Abstract).  Proc.  R.  Soc.  Edinburgh.  8,  255,  May  1854.  —  On  the  Dynanoical 
Theory  of  Heat.  Part  VI:  Thermo-electric  Currents.  §§  147—155:  On  Thermo-electric 
Currents  in  Linear  Conductors  ;of  Ciystalline  Substance.  §§  156—170:  On  the  Themoial 
Effects  and  the  Thermo-electric  Excitation  of  Electrical  Currents  in  Homogeneou« 
Crystalline  Solids.    §§  172—181 :  On  the  general  Equations  of  Thermo-electric  Action 
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eine  Theorie  der  thermoelektrischen  Ströme  in  linearen  isotropen  Leitern 
entwickelt  hatte,  in  welcher  er  namentlich  die  Abhängigkeit  der  umkehr- 
baren Wärmewirknngen  eines  Stromes  Ton  der  elektromotorischen  Kraft  und 
den  Temperaturen  an  den  Contactstellen  und  im  Inneren  der  Leiter  des 
Stromkreises  feststellte,  gab  er  im  Jahre  1854  eine  Erweiterung  dieser  Theorie 
auf  leitende,  in  thermoelektrischer  Beziehung  anisotrope  Krystalle.  Die  tou 
ihm  auf  diesem  Wege  entdeckten  Vorgänge  weichen  von  allen  bis  dahin 
bekannt  gewordenen  thermoelektrischen  Erscheinungen  ab  und  können  ihrer 
Natur  nach  nur  in  thermoelektrisch  anisotropen  Körpern  auftreten. 

In  jenen  isotropen  Leitern  beschränken  sich  die  mit  der  Stromrichtung 
umkehrbaren  Wärmewirkungen  eines  Stromes  auf  Wärmeentwickelungen 
oder  Wärmeabsorptionen  an  der  Coniactsteüe  zweier  Leiter  (PELTiEB-Efifect) 
und  auf  die  Erzeugung  oder  die  Absorption  von  Wäime  im  Inneren  eines 
ungleiokmässig  erwärmten  Leiters  (TnoMBOK-Efifect). 

Es  befinde  sich  nun  in  dem  Kreise  eines  stationären  Stromes  ein 
parallelepipedisch  gestalteter  Stab  aus  einem  leitenden  Krysiall,  der  nicht 
dem  regulären  System  angehört  und  demnach  die  in  [3]  beschriebene 
charakteristische  Eigenschaft  besitzt.  Die  Längsrichtung  des  Stabes  sei  be- 
liebig gewählt  und  jedenfalls  nicht  einer  Symmetrieaxe  parallel.  Ist  dieser 
Stab  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  gleichmässig  erwärmt,  so  muss,  wie 
W.  Thomson  gezeigt  hat,  ein  in  der  Längsrichtung  fliessender  Strom  Wärme- 
Wirkungen  auf  den  Seitenflächen  des  Stabes  erzeugen.  Findet  auf  einer  Seiten- 
fläche eine  Wärmeentwickelung  statt,  so  erfolgt  auf  der  gegenüberliegenden 
Fläche  eine  gleich  grosse  Wärmeabsorption. 

Es  mögen  jetzt  zwei  einander  gegenüberliegende  Seitenflächen  jenes 
Stabes  auf  verschiedenen,  die  beiden  Endflächen  desselben  auf  gleichen  Tem- 
peraturen erhalten  werden.  Verbindet  man  dann  die  Endflächen  durch  einen 
homogenen,  gleichmässig  erwärmten,  leitenden  Schliessungsbogen,  so  ergiebt 
die  W.  TnoMßON'sche  Theorie,  dass  ein  eiektrischer  Strom  erregt  wird,  der 
nach  der  Längsrichtung  des  Stabes  und  durch  den  Schliessungsbogen  fliesst. 

9.  Umkehrbare  Wärmeeffecte,  welche  durch  elektrische  StrSme  in  gleich- 
fSrmig  erwärmten  Krystallen  mit  einer  Axe  der  Isotropie  hervorgerufen 
werden.  —  Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Ableitung  der  soeben  charakteri- 
sirten  Vorgänge  und  beginnen  mit  der  Untersuchung  der  thermoelektrischen 
Erscheinungen  in  einem  Stabe  aus  einem  Erystall  des  hexagonalen  oder 
tetragonalen  Systems,  der  longitudinal  in  einen,  aus  dem  isotropen  Normal- 
metall äX  hergestellten  Stromkreis  eingeschaltet  ist. 


in  any  homogcneous  or  heterogeneoas  crystallized  or  noncrystallised  solid.  Trans. 
R.  Soc  Edinburgh  21,  153,  1857  (Read  1  May  1854).  PhU.  Mag.  (4)  11,  379,  488, 
1856.  —  Ezperimental  Besearches  in  Thermo-electricity.  §  III:  On  Thermo-electricit}^ 
in  crystalline  metals,  and  in  metals  in  a  state  of  mechanical  strain.  Proc.  B.  Soc. 
London.  7, 49,  May  1854.  —  Diese  Abhandlungen  sind  gesammelt  in:  Math,  and  phys. 
Papen.   Cambridge  1882,  1^  824,  266,  467. 
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Der  Stab  habe  die  (Gestalt  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  mit  den 
Eantenlängen  a,  b,  l  (Fig.  101).  Die  vordere  nnd  die  hintere  Seitenfläche 
mit  dem  Flächeninhalt  bl  seien  parallel  zum  Hauptschnitt  der  Längsrich- 
tung ly  d.  h.  zu  einer  gleichzeitig  der  Richtung  l  und  der  Axe  der  Isotropie  OZ 
parallel  laufenden  Ebene.  Alsdann  ist  jede  zu  diesen  Seitenflächen  parallele 
.  Ebene  eine   thermoelektrische   Symmetne- 

\    ^^  ebene,  und  die  Kanten  a  des  Stabes  haben 

Ci ^^^f^'^^ — V z^^    ^®  Richtung  einer  Sjmmetrieaxe  von  der 

^     '^''     \    ^^:ruf^ ^       Periode  2.    Der  Winkel  {IZ)  werde  =© 

'^^•-^"'^\y  ,   gesetzt. 

c^ ^ ^*  Fliesst  durch  eine  Endfläche  des  Stabes, 

Fig.  101.  deren  Inhalt  a6  ist,  in  der  Zeiteinheit  die 

Elektricitätsmenge  O,  so  möge  die  Strömung 
durch  diese  Fläche  (die  Stromintensität  für  die  Flacheneinheit)  hinfort  be- 
zeichnet werden  mit  U^  Cijab. 

Femer  seien  t^  und  r«  die  thermoelektrischen  Kräfte  zwischen  dem 
Normalmetall  und  zwei  Stäben,  die  parallel  und  senkrecht  zur  Axe  der  Iso- 
tropie OZ  aus  dem  KrystaU  geschnitten  sind. 

Diese  Definitionen  vorausgeschickt,  betrachten  wir  zunächst  emen  in 
seiner  ganzen  Ausdehnung  gleichförmig  erwärmten  Stab. 

I.   Wärmeeffecte  an  der  oberen  und  der  unteren  Seitenfläche 

des  Stabes. 

Wir  setzen  voraus,  dass  ein  stationärer  elektrischer  Strom  den  Stab  in 
seiner  Längsrichtung  /  von  links  nach  rechts  (Fig.  101)  durchfliesse.  Dann 
können  wir  uns  vorstellen,  dass  die  in  irgend  einem  Punkte  P  der  oberen 
Seitenfläche  vorhandene  Strömung  U  zerlegt  werde  in  zwei  Componenten  Uf 
und  Ua  nach  der  Axe  der  Isotropie  OZ  und  derjenigen  zu  OZ  senkrechten 
Richtung  OX^  welche  in  die  durch  P  gehende  Symmetrieebene  CDI/C  (die 
Ebene  der  Zeichnung  in  Fig.  101)  fällt.  Diese  Strömungscomponenten  sind 
demnach  gegeben  durch: 

Uy  =s  ZJcos  CO,         Ua  =«  Z/sin  o). 

Es  ist  jetzt  die  Annahme  gestattet,  dass  die  Componente  U^  einem 
Strome  angehört,  welcher  den  Stab  in  der  Richtung  OZ  kreuzt  und  durch 
die  obere  Seitenfläche  CD  in  einen  aus  dem  Normalmetall  gebildeten  Con- 
ductor  austritt,  während  die  Componente  Ua  einem  aus  demselben  Conductor 
durch  CD  eintretenden  und  den  Stab  in  der  Richtung  OX  durchschreitenden 
Strome  entspricht.  Denn  diese  Annahme  kommt  darauf  hinaus,  in  dem 
supponirten,  an  die  obere  Seitenfläche  angrenzenden  Conductor  SR  einen 
parallel  CD  fliessenden  resultirenden  Strom  vorauszusetzen,  der  indessen, 
da  jenes  Normalmetall  isotrop  sein  soll,  keinen  Einfluss  auf  die  ther- 
mischen Wirkungen  an  den  Seitenflächen  oder  im  Innern  des  Stabes  ge- 
winnen kann. 
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Jeder  dieser  beiden  Ströme  wird  an  der  Contactfläche  CD  des  Stabes 
und  des  Normalmetalls  einen  PelHer-Effeet  hervorrufen. 

Nun  sind  die  Neigungswinkel  von  U^  und  27«  gegen  die  Normale  der 
oberen  Seitenfläche  90^  —  w  und  m.  Demnach  erhalten  wir  für  die  Starke 
des  an  der  Stelle  P  nach  der  Richtung  der  Normale  der  Contactfläche 
ans  dem  Stabe  ausireiendm  Stromes  den  Werth  (per  Flächeneinheit): 
K=  DyCos(90®— a>)  und  für  die  Stärke  des  nach  dieser  Richtung  in  den, 
Stab  emiretenden  Stromes:   C/ä'=  Z7„cosco,  so  dass: 

üb  =  Z7/sa  CTcos  CO  sin  «. 

Mithin  finden  nach  dem  für  die  Peltier'sche  Wärme  geltenden  Gesetze 
an  der  Contactfläche  per  Flächeneinheit  und  Zeiteinheit  die  Wärmeabsorp- 
tionen statt: 

worin  /  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit  und  &  die  absolute 
Temperatur  der  Contactfläche  bedeuten. 

Nach  dem  allgemeinen  Principe  der  Superposition  thermoelektnscher 
WiÄungen  ist  die  Sunmie  Q+  Qf  der  Betrag  der  Wärmeabsorption  per 
Flächeneinheit  und  Zeiteinheit,  falls  beide  Ströme  gleichzeitig  vorhanden 
sind.  Nun  ist  aber  die  Resultante  dieser  Ströme  lediglich  der  ursprünglich 
g^bene  longitudinale  Strom  in  dem  Stabe.  Daraus  folgt:  durohßiesst  ein 
9iaHonärer  elektrischer  Strom  von  der  Intensität  U  per  Flächeneinheit  den  gleich- 
massig  erwärmten  Stab  in  der  Längsrichtung  l,  so  erzeugt  derselbe  an  der 
oberen  Seitenfläche  CD  eine  Wärmeabsorption  im  Betrage: 

fl)  y  Z/cos  o)  sin  0) .  ^ .  (t.  —  Ty) 

per  Flächeneinheit  und  Zeiteinheit,  demnach  an  der  ganzen  Seitenfläche  CD 
in  der  Zeiteinheit  die  Wärmeabsorption: 

-j  •  UalGOS  CO  sin  (ö .  t?" .  (r.  —  r^). 

Eine  analoge  Betrachtung  lehrt,  dass  gleichzeitig  eine  gleich  grosse  Wärme- 
eniiriekelung  an  der  unteren  Seitenfläche  CD'  stattfindet. 

Diese  Wärmeefifecte  sind  ganz  unabhängig  von  dem  Mittel,  welches  die 
Seitenflächen  des  Stabes  umgiebt,  da  der  in  dieser  Betrachtung  supponirte, 
an  den  Stab  angrenzende  Conductor  äX  keinen  Einfluss  auf  die  Erscheinung 
ansüben  kann.  Sie  verschwinden  für  «  «  0®  oder  90®,  d.  h.  für  Stäbe, 
deren  Längsrichtungen  zur  Axe  der  Isotropie  parallel  oder  senkrecht  liegen; 
in  diesen  Fällen  haben  die  Seitenflächen  CD  und  CD'  die  Richtungen  von 
thennoelektrischen  Symmetrieebenen.  — 

An  der  vorderen  und  der  hinteren  Seitenfläche  kann  in  keinem  Falle  ein 
doreh  den  Strom  hervorgerufener  Wärmee£fect  eintreten,  da  diese  Flächen 
die  Richtung  einer  Synmietrieebene  besitzen. 

LuaiKR,  PhjL  KiTitanoffT.  12 
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II.  Wärmeeffecte  an  den  Endflächen  des  Stabes. 

Zerlegen  wir  nun  die  an  einem  Punkte  P  der  Fläche  CC\  durch 
welche  der  Strom  aus  dem  Normalmetall  9)t  in  den  Stab  eintritt,  vor- 
handene Strömung  U  in  die  Componenten  Uy  und  Ua  nach  OZ  und  OX, 
so  sind  die  nach  der  Normale  l  jener  Fläche  genommenen  Componenten 
von  üy  und  ZJ«: 

d;=  c/ycoscö,     d;'.«  c7;,8ino);     ü,+  d;'==  ct. 

Demnach  erfolgt  nach  dem  Gesetze  für  die  Peltier'sche  Wärme  an  der 
Mntrüts fläche  per  Flächeneinheit  und  Zeiteinheit  die  Wärmeabsorption: 

(II)     -jr.  Z7j.t^.Ty+y  Z7/.i9'.T„,  oder:   y  Z7.i9-(ryC08'i»+ r^  sin*®). 

Eine  Wärmeentwickelung  von  demselben  Betrage  findet  gleichzeitig  an  der 
Aicstritisfläche  DD'  statt. 

Bezeichnet  man  den  in  Klammern  eingeschlossenen  Faktor  des  Aus- 
druckes (II)  mit  T,  so  ist  ersichtlich,^  dass  die  Abliängigkeü  des  an  einer  End- 
fläcSie  durofi  den  Strom  hervorgerufenen  Peltier-Effeates  von  der  Längsrichiimg 
des  Stabes  durch  die  Quadrate  der  Radien  Vr  des  Umdrehungsovaloids: 

Ty  cos^  w  +  T„  sin*  w  =  T 
repräsentirt  werden  kann.    Die  Richtung  der  Umdrehungsaxe  ist  durch  die 
Axe  der  Isotropie  OZ  bestimmt.    Die  Längen  der  Halbaxen  parallel  und  senk- 
recht zu  OZ  sind  gegeben  durch  Vr^  und  Vr«. 

10.  Elektromotorische  Kräfte,  welche  durch  ungleichmässige  Temperatur- 
vertheilungen  in  Krystallen  mit  einer  Axe  der  Isotropie  hervorgerufen  werden — 

Auf  das  in  [9]  erhaltene  Resultat  gestützt,  untersuchen  wir  jetzt  das  thermo- 
elektrische  Verhalten  jenes  Stabes,  wenn  zwei  einander  gegenüberliegende 
Begrenzungsflächen  desselben  auf  gleichförmig  vertheilten,  aber  verschiedenen 
Temperaturen  &^  und  #/  gehalten  werden. 

I.    Auf  den  Seitenflächen   CD  und  CD'  herrschen  verschiedene 

Temperaturen  &^  und  »9-/,  auf  den  Endflächen  CC  und  DI/ 

dagegen  übereinstimmende  Temperaturen  &q. 

Wieder  befinde  sich  der  Stab  in  einem  aus  dem  Normalmetall  gebildeten 
Stromkreise.  Dann  wird  ein  in  der  Längsrichtung  von  links  nach  rechts 
(Fig.  101)  durch  den  Stab  fliessender  Strom  jedenfalls  die  eben  betrachteten 
umkehrbaren  Wärmewirkungen  hervorrufen,  nämlich  in  der  Zeiteinheit: 

1.  an  der  oberen  Seitenfläche  CD  die  Wärmeabsorption 

-j  &j^  {ta  —  Ty)  COS  6}  sin  0/ .  Ualj 


'  Tb.  Likbisoh,  Ueber  thermoelektriBche  Ströme  in  Krystallen.    Nachr.  Ges.  d. 
Wias.    Göttingen  1889,  No.  20,  S.  681. 
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2.  an  der  unteren  Seitenfläche  CÜ  die  Wärmeentwickelung 

■j  t?"/  (t«  —  Ty)  cos  (u  sin  67 .  Ual^ 

3.  an  der  linken  Endfläche  GC  die  Wärmeahsorption 

-^  d-Q  {Ty  cos*  ö)  +  r„  sin* «) .  Uah, 

4.  an  der  rechten  Endfläche  DLf  eine  Wärmentwickelung  von  dem- 
selben Betrage.  Wir  bezeichnen  diese  Werthe  in  der  Folge  der  Kürze 
w^en  mit: 

ß(t9-i) .  Ual,       ilip-^) .  Ual,       //(i?"^) .  Uab. 

Bilden  wir  nun  die  Summe  der  einzelnen  Wärmewirkungen,  so  heben  sich 
die  an  den  Endflächen  erzeugten  Wirkungen  gegenseitig  auf,  und  es  bleibt 
nur  die  Wärmeabsorption: 

Diese  umkehrbare  Wärmewirkung  ist  dem  zweiten  Hauptsatc  der  Thermo- 
dynamik  unterworfen.     Demnach  muss: 

sein.  Damit  dieser  Ausdruck  verschwindet,  muss  entweder  der  Factor 
Q(&^)l&^  — Si(&i')l&i  der  Null  gleich  sein,  oder  es  muss  eine  bislang 
noch  nicht  berücksichtigte  umkehrbare  Wärmewirkung  existiren.  Nun  ist 
aber  mit  einer  an  Grewissheit  grenzenden  Wahrscheinlichkeit  anzunehmen, 
dass  sich  der  Werth  des  Quotienten  £2(&)l&  auch  für  Kiystalle  mit  dem 
Werthe  der  Temperatur  &  ändert»  so  dass  jener  Factor  in  der  That  von  Null 
verschieden  ist.  Daher  wird  im  Allgemeinen  neben  den  in  [9]  untersuchten, 
an  einem  gleichförmig  erwärmten  Stabe  allein  in  Betracht  kommenden  Wärme- 
wirkungen in  dem  vorliegenden  Falle  eines  Stabes  mit  ungleich  erwärmten 
Seitenflächen  CD  und  C'D^  noch  eine  andere  umkehrbare  Wärmewirkimg  vor- 
handen sein,  die  nothwendig  im  Inneren  des  Stabes  stattfinden  muss. 

Beachten  wir,  dass  der  Stab  homogen  und  die  Einwirkung  des  Stromes 
in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Stabes  eine  gleichmässige  sein  soll.  Die  neue 
Wärmewirkung  wird  daher  an  allen  Stellen  einer  zur  Längsrichtung  parallelen 
Geraden  dieselbe  sein.  In  einem  Querschnitte  des  Stabes  aber  ändert  sich 
in  einer  zur  Eantenrichtung  b  parallelen  Geraden  die  Temperatur  von  Punkt 
zu  Punkt  Wäre  die  Temperatur  in  der  Richtung  b  constant,  so  würde  eben 
die  in  Bede  stehende  Wärmewirkung  nicht  eintreten;  mithin  wird  dieselbe 
an  einer  beliebigen  Stelle  O  dem  hier  vorhandenen  Temperaturgefäll  in  der 
Richtung  der  Kante  6,  d&ldb,  proportional  sein.  Wir  können  daher  für 
den  Betrag  der  während  der  Zeiteinheit  durch  einen  Strom  mit  der 
Strömung  U  in  der  Volumeneinheit  des  Stabes  hervorgenifenen  Wärme- 
absorption setzen: 

TT     ^^ 
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worin  x  ein^n  noch  unbekannten,  von  der  Natur  des  Eiystalls  abhangigen 
Factor  bedeutet,  der  constant  oder  eine  Function  der  Temperatur  &  sein 
mag.  Folglich  ist  die  Wärmeabsorption  in  einer  zur  Ebene  der  Fig.  101 
senkrechten  Schicht  des  Stabes  von  der  Breite  a,  der  Länge  /  und  der 
Dicke  db  gegeben  durch: 

j^ü^aldb   oder  xUald», 

und  die  gesammte,  während  der  Zeiteinheit  durch  den  Strom  in  dem  Stabe 
hervorgerufene  Wärmeabsorption  hat  den  Werth: 

(1)  \p.{&;)  -  £!{&,')+ Jxdd^.  Ual 

Die  Grösse  x  ist  jetzt  durch  die  Bedingung  zu  bestimmen,  welche  der 
zweite  Hauptsatz  der  Thermodynamik  for  diese  umkehrbare  Wärmewirkung 
liefert: 

Denn  aus  dieser  Gleichung  folgt: 

^  d&\&)' 

Trägt  man  den  hierdurch  gegebenen  Werth  von  x  in  (1)  ein,  so  ergiebt  sich 
nunmehr  für  die  gesammte,  während  der  Z&UeinkeU  durch  den  Strom  in  dem 
Stabe  hervorgerufene  Wärmeabsorption  der  Ausdruck: 

(2)  UalJ^d», 

worin  nur  noch  gegebene  Grössen  auftreten. 

Das  mechanische  Aequivalent  dieser  Wärmeabsorption  ist  die  durch  den 
Strom  in  der  Zeiteinheit  geleistete  Arbeit:  UabF,  wenn  mit  F  die  elektro- 
motorische Kraft  bezeichnet  wird.    Demnach  findet  die  Beziehung  statt: 


oder: 


UabF^J.UalC^dd' 


F^  «^y  f'^r^*  =  cosß)  sintö.-j-.  r(r„--  Ty)<i^. 

Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen:  werden  die  obere  und  die  untere 
Seitenfläche  CD  und  CD'  des  Stabes  auf  verschiedenen  TempercUwen  /h 
und  &\  die  beiden  Endflächen  CG'  und  DD'  dagegen  auf  gleichen  Temperor 
iuren  gehalten,  und  werden  alsdann  diese  Endflächen  durch  einen  homogenen, 
gleichmässig  erwärmten  Schliessungsbogen  aus  dem  NormalmetaU  verbunden^  so 
wird  ein  elektrischer  Strom  erregt,  wekhernach  der  Längsrichtung  des  Stabes 
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fliesst  mit  der  elektromotorischen  Kraft  F,  die  als  Funktion  jener  Temperaturen 
i9-,  &\  der  Üiermoelektrisohen  Kräfte  r„,  r^,  des  Winkels  (o,  der  Länge  l  und 
der  Dicke  b  des  Stabes  gegeben  ist  durch  (a). 

Aus  der  Relation  (a)  ist  ersichtlich,  dass  die  elektromotorische  Kraft  F 
verschwindet  für  oi  =  0^  oder  90®,  d.  h.  für  Stabe,  deren  Längsrichtung  zur 
Axe  der  Isotropie  parallel  oder  senkrecht  liegt;  in  diesen  Fällen  ist  die  Längs- 
richtung eine  thermoelektrische  Symmetrieaxe. 

n.  Auf  den  Endflächen  CG'  und  Dlf  herrschen  verschiedene 
Temperaturen  &q  und  &q,  auf  den  Seitenflächen  CG  und  C'iy 
dagegen  übereinstimmende  Temperaturen  &i. 
Eine  analoge  Betrachtung,  in  der  an  die  Stelle  von  G(^i),  ^(i9-/),  6,  db 
die  Grossen  JI(^o)j  ß(^oO>  ^>  <^^  treten,  zeigt,  dass  in  dem  vorliegenden 
Falle  ein  elektrischer  Strom  entsteht,  dessen  elektromotorische  Kraft  ge- 
geben ist  durch: 

0)  F=  jj^  d&^  flTy cos2 CO  +  T„ sin2 (o) d &. 

Die  Abhängigkeit  der  ihermoelektrischan  Kraft: 

dF 
(b*)  Td^  ~  ^y  ®^^  w  +  T„  sm* «  =5*  T 

von  der  Längsrichtung  des  Stabes  unrd  demnach  durch  dasselbe  Umdrehungs- 
ovaloid  dargestellt,  welches  die  Abhängigkeit  des  PeUier-Effectes  an  den  End- 
flächen des  Stabes  von  jener  Bichtung  angiebt  (S.  178).  Dieses  Resultat  war 
zu  erwarten,  da  der  Peltier-Efifect  der  thermoelektrischen  Kraft  und  der 
absoluten  Temperatur  proportional  ist. 
Aus  (b)  folgt: 

d^        I  <)        ■  '    9    \  d\t  d& 

TT  =  (^r  ^0^'^'^  +  ^"  «^^'^)-rfr  =  ^  -dl 

dF  d^        ^  ^     §± 

dz  ""  ^^  dz  ^       du    "  ^"  dx  * 

Demnach  ist  das  Gefall  der  elektromotorischen  Kraft  nach  einer  gegebenen 
Richtung  gleich  dem  Produkte  der  thermoelektrischen  Kraft  und  des  Tem- 
peraturgefalles  nach  dieser  Richtung. 

Wenden  wir  die  Gleichung  (b*)  auf  BIgkstböm's  Meesungen  am  Msenglang  an, 
80  erbalten  wir  auB  den  auf  B.  178  mit^etheilten  Werthen: 

ly  «  0,0002879,        T^  =  0,0008188,        «a  «  27«  16' 
fOr  die  thermoelektrische  Kraft  r  «  0,0002988.    Demnach  herrscht  eine  befriedigende 
üebereinstimmung   swischen   diesem    berechneten    und   dem    beobachteten   Betrage 
(r  ^  0.0002928). 

11.  Elementargesetze  der  thermoelektrischen  Erscheinungen.  —  Diese 
Ergebnisse  gestatten  uns  jetzt  die  Elementargesetze  der  thermoelektrischen 
Erscheinungen  für  den  aUgemeinsten  Fall  eines  unsymmetrischen  leitenden 
EiystaUs  anzugeben. 
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I.  Die  umkehrbaren  Wärmewirkungen  eines  elektrischen  Stromes 
in  einem  gleichförmig  erwärmten  leitenden  Erystall  des  triklinen 

Systems. 

Ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  mit  den  Kanteniängen  0^,0^,0^  aus 
einem  homogenen  leitenden  Erystall  des  triklinen  Systems  sei  vollständig 
eingebettet  in  das  homogene  isotrope  Normalmetall  9)t.  Der  in  einer  ge- 
gebenen Richtung  hindurchfliessende  stationäre  elektrische  Strom  habe  nach 
den  Richtungen  jener  Kanten  die  Strömungscomponenten  U^,  U^,  U^.  Das 
Parallelepiped  werde  in  allen  seinen  Punkten  auf  der  absoluten  Temperatur  1^ 
erhalten. 

Femer  sollen  mit  Q^,  O^)  O3  ^^^  i^  ^^^  Zeiteinheit  an  denjenigen  Seiten- 
flächen a^a^,  OgOi,  ct^a^,  an  welchen  die  positiven  Strömungscomponenten 
eintreten,  absorbirten  Wärmemengen  bezeichnet  werden.  Dieselben  Wärme- 
mengen werden  in  derselben  Zeit  an  den  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
entwickelt. 

unter  diesen  Voraussetzungen  ist  aus  den  in  [9]  gewonnenen  Ergeb- 
nissen zu  entnehmen,  dasa  die  PeUier^sehen  Wärmen  Q^,  Q2,  Q^  homogene 
und  lineare  Functionen  der  Strömimgeeomponenten  U^,  U2,  U^  smdj  von 
der  Form: 

Ol  ==  ^^  7  (^11  ^1  +  ^12^2  +  ^is  ^3) 

Qz  =  «i  «2  y  Kl  ^1   +  ^32  ^2  +  ^33  ^3)- 

Hierin  bedeutet  /  wieder  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit. 
Die  neun  Co^fflcieuten  r,^^  sind  die  für  den  Erystall  charakteristischen  thermo- 
elektrischen  Eraftcomponenten. 

Ist  der  Erystall  an  einer  Stelle  P  seiner  Oberfläche  gegen  das  NormsQ- 
metall  durch  ein  Flächenstück  begrenzt,  dessen  Normale  in  P  die  Richtung  n 
hat,  so  ist  die  per  Flächeneinheit  und  Zeiteinheit  an  dieser  Stelle  absorbirte 
Wärmemenge  Q  gegeben  durch: 

Q.^^^^K.Ü.^^^nc^. 

II.  Die  elektromotorischen  Eräfte,  welche  durch  eine  ungleich- 
massige  Temperaturvertheilung  in  einem  leitenden  Erystall  des 

triklinen  Systems  erzeugt  werden. 

Werden  jetzt  einander  gegenüberliegende  Seitenflächen  des  ParaUelepipeds 
auf  verschiedenen  Temperaturen  gehalten,  so  wird  dadurch  ein  elektrischer 
Strom  hervorgerufen.  Es  sei  ein  rechtwinkliges  Axensystem  X^j  X^j  X^ 
parallel  zu  den  Eantenrichtungen  des  ParaUelepipeds  durch  den  Mittel- 
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pnnkt  O  desselben  ^eleg^.  Die  nach  der  Axe  Xj^  genommene  Componente 
des  stärksten  Temperaturgefalles  an  der  SteUe  P  {x^,  a^^  a?,),  d&jdxj^j  welche 
gleich  dem  Quotienten  aus  der  Temperaturdifferenz  der  zu  X^  senkrechten 
Seitenflächen  und  der  Xantenlänge  a^^  ist,  soll  positiv  gerechnet  werden,  wenn 
die  Temperatur  in  der  Richtung  der  positiven,  zu  X^  parallelen  Strömungs- 
componente  27^  zunimmt. 

Aus  den  Darlegungen  in  [10]  folgt  nun,  daas  die  Componenten  des  Oe- 
fäües  der  elektromotorischen  Kraft  F  homogene  und  lineare  Functionen  der 
Componenten  des  Temperaturgefälles  sind,  in  denen  die  thermoelektrischen 
Eraftcomponenten  r^^  als  Coefficienten  auftreten.  Beachten  wir  noch,  dass 
nach  den  soeben  gewonnenen  Relationen  (I)  ein  in  der  Richtung  Xj^  fliessen- 
der  Strom  Wärmewirkungen  Q^,  Q^,  Os  hervorruft,  die  von  Tj^,  Tj^,  Tj^^  ab- 
hängen, so  ergiebt  sich  far  das  in  Rede  stehende  Elementargesetz: 


BF  _      {       d&^  d&  d&} 


^^  dx, 1^1^    ö^  +  ^«2    a^  +  ^32  -Q^j 

dF  (        di^    ,  ö^    ,  B^\ 

ö^  =  ""  p»  -W^  ■*■  ""^a  Bx^  ^  ^'«"ö^j" 

Hierin  sind  rechts  negative  Vorzeichen  gewählt,  damit  far  die  nach  den 
positiven  Richtungen  der  Strömungscomponenten  genommenen  Componenten 
der  elektromotorischen  Kraft  positive  Werthe  gelten. 

Bezeichnen  wir  mit  |  die  Richtung  des  stärksten  Temperaturgefalles  an 
der  Stelle  P,  so  sind  die  Componenten  desselben: 

Demnach  hat  die  nach  |  genommene  Componente  der  elektromotorischen 
Kraft: 

g-  HcosdZ,)  +  -||cos(^X,)  +  -llcosdZ.) 

mit  Bücksicht  auf  (II)  den  Werth: 

Folglich  erhalten  wir  für  rfw  thermoelektrische  Kraft  r  in  der  Rioktung  |  des 
stärksten  Ten^erakirgef alles: 

worin  rechts  das  negative  Vorzeichen  fortgelassen  ist,  da  hinfort  t  positiv 
gerechnet  werden  soll,  wenn  die  elektromotorische  Kraft  von  einer  wärmeren 
nach  einer  kälteren  Stelle  des  Kiystalls  hin  gerichtet  ist 
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Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  wir  zwei  verschiedene  Oberflächen  benutzen 
können,  um  die  Abhängigkeit  der  thermoelektrischen  Kraft  r  Ton  der  Bich- 
tung  I  des  stärksten  Temperatnrgefölles  und  von  den  Werthen  der  neun 
thermoelektrischen  Constanten  r^^^  geometrisch  darzustellen.^  Setzen  wir 
zunächst: 

so  geht  die  Gleichung  (II*)  über  in: 

j.  1  =  ^11 2^1^  +  '•222/2'  +  ^^33%*  +  (^23  +  ^32)  ^2  yz 

Andererseits  erhalten  wir  durch  die  Substitution: 

Vr  cos  (I  A;)  =  X,,         *i«  +  ^'  +  ^'  =  T, 

den  Ausdruck: 

3 

(P)  (^I*  +  ^2'  +  ^*)*  =^^^H,\-k' 

Betrachten  wir  nun  y^,  y,,  y^  und  ^,  «s,  ^  als  Punktcoordinaten  in  dem 
Coordinatensytem  X^,  X^,  X^j  so  bedeutet  (E)  die  Gleichung  eines  ESi^MoUk 
imd  (F)  die  Gleichung  eines  Ovahids.  Der  gemeinsame  Mittelpunkt  dieser 
Oberflächen  ist  der  Anfangspunkt  O,  Auf  einer  von  0  ausgehenden  Ge- 
raden schneidet  das  Ellipsoid  die  Strecke  l/Vr  und  das  Ovaloid  die  Strecke 
Vt  ab.  Wählen  wir  jetzt  zu  Coordinatenaxen  die  in  ihren  Richtungen  über- 
einstimmenden Hauptaxen  dc^^  X^^  X^  der  beiden  Oberflächen,  so  gehen 
die  Gleichungen  derselben  über  in: 

(B)  l-t,9,2  +  t,9,^  +  t,93^ 

(F)  (ir  -^h'  +  h'f  =  W  +  W  +  W. 

wenn  nut  iV^,  (A»  1,  2,  3),  die  Halbaxen  des  Ellipsoids  und  mit  V^  die 
Halbaxen  des  Ovaloids  bezeichnet  werden.^ 

Das  Resultat  dieser  Entwickelung  kann  durch  folgenden  Satz  aus- 
gesprochen werden:  Em  leitender  KrystaU  des  triklinen  Systems  mit  den  ihermo- 
eUkirisehen  Constanten  x^^  sei  in  das  NormalmetaU  W  eingebettet.  Durch  eine 
tmgleichmässige  Erwärmung  des  Krystaüs  sei  ein  Thermostrom  hervorgerufen. 
An  der  Stelle  P  werde  die  Richtung  des  stärksten  Temperaiurgefäües  besceidmet 
mit  |.  Alsdann  tvird  die  thermoelektrische  Kraft  in  der  Rickhmg  |  repräsen- 
Urt  1)  in  dem  Eüipsoid  (E)  durch  den  reciproken  Werth  des  Quadrates  des 
7ÜU  I  parcUlelen  Radiusvector  und  2)  m  dem  Ovaloid  (F)  durch  das  Quadrat 
des  zu  ^  parallelen  Radiusvector. 


*  Tb.  L1BBI8OH,  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.    Gtöttmgen  1889,  No.  20,  a  581. 

'  Die  OberflAchen  (E)  and  (F)  stehen  in  derselben  Beac^ung  in  einander  wie  das 
IndexeUipeoid  (Mao  Güllaoh)  =  Polarisationsellipeoid  (Cauoht)  und  die  FBBSiVL'sche 
ElastidtätsflAche  »  Ovaloid  (F.  £.  Nbumaitn):  (F)  bt  die  inyerse  Fliehe  von  (£). 


5.  Magnetische  Induction. 

EtoBtellting  der  Krystalle  im  homogenen  Magnetfelde. 

1.  Hypothese  von  Poisson.  —  Poisson  hat  in  seiner  Theorie  der  mag- 
netischen Induction^  wiederholt  auf  die  Möglichkeit  hingewiesen,  dass  Kugeln 
ans  homogenen  kiystaUisirten  Körpern,  die  sich  in  einem  gleichartigen 
Magnetfelde  nm  ihren  Mittelpunkt  drehen  können,  in  verschiedenen  Rich- 
txmgen  verschieden  starke  Magnetisirungen  erfahren«  Da  indessen  experi- 
mentelle Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  noch  nicht  vorlagen,  so 
beschrankte  er  seine  Betrachtungen  weiterhin  auf  Fälle,  in  denen  jene  Ver- 
schiedenheiten nicht  eintreten. 

Nach  der  Auffassung  von  Poisson  besteht  ein  magnetisirter  Körper 
aus  magnetischen  Elementen,  die  in  einem  für  den  Magnetismus  undurch- 
dringlidien  Medium  liegen.  In  homogenen  isotropen  Körpern  sind  diese 
Elemente  kugelförmig  und  gleich  weit  von  einander  entfernt;  jedes  derselben 
enthält  gleiche  Mengen  positiver  und  negativer  magnetischer  Flüssigkeit, 
iheils  im  neutralen  Zustande  im  Innern,  theils  im  freien  Zustande  an  der 
Oberfläche.  Dagegen  sind  in  krystallisirten  Körpern  die  magnetischen 
Elemente  im  Allgemeinen  nicht  kugelförmig,  ihre  Anordnung  ist  aber  eine 
regelmässige.  „Supposons,  par  exemple,  que  les  äl^mens  magn^tiques  sont 
des  eUipsoides  dont  les  axes  ont  la  mSme  direction  dans  tonte  l'^tendue  d'un 
meme  corps,  et  que  ce  corps  est  une  sph^re  aimant^e  par  influence,  dans 
laqueUe  la  force  coercitive  est  nulle;  les  attractions  ou  r^pulsions  qu'elle 
exercera  au-dehors  seront  diff^rentes  dans  le  sens  des  axes  de  ses  616mens 
et  dans  tont  autre  sens;  en  sorte  que,  si  l'on  fait  toumer  cette  sph^re  sur 
eile  mSme,  son  action  sur  un  m§me  point  changera,  en  g^neral,  en  grandeur 
et  en  direction  . , . .  il  serait  curieux  de  chercher  si  le  premier  cas  n'aurait 
pas  lieu  lorsque  ces  substances  sont  cristallis6es;  on  pourrait  s'en  assurer 
par  Texperience,  seit  en  approchant  un  cristal  d'une  aiguille  aimant^e  libre- 
ment  suspendue,  soit  en  füsant  osciller  de  petites  aiguilles  taill^es  dans 


'  S.  D.  P0188OK:  Memoire  sur  la  tii^rie  du  inagn^tiBme.  M6m.  de  TAc.  R07.  des 
sc.  de  linst  de  Fnmce  o,  247,  48S.  Ann6es  1821—22.  1826.  Memoire  sur  la  throne 
du  magn^tisnie  en  mouvement.  ib.  0,  441.  Annte  1828.  1827.  Auszüge:  Ann.  dum. 
phys.  25,  115,  221,  1824;  28,  5,  1825.    Pogg.  Ann.  1,  301,  1824;  3,  429,  1825; 
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des  cristanx  en  tonte  sorte  de  sens  et  soumises  ä  l'actioii  d'un  trte  fort 
aimant."^ 

2.    Beobachtungen   von   PlOcker.   —   Experimente,   wie   sie  Poissok 
wünschte,    wnrden   erst  im  Jahre   1847  von  J.  Plüokrb  angestellt,    als 

er  die  Versnche  wie- 
derholte, dnrch  wel- 
che M.  Fabadat  be- 
wiesen hatte,  dass  bei 
weitem  die  meisten, 
wahrscheinlich  aber 
alle  Körper  entweder 
magnetisch  oder  dia- 
magnetisch polarisir- 
bar  sind.* 

Plüokeb  bediente 
sich  eines  grossen  Elek- 
tromagneten (Fig.  102) 
mit  konisch  zugespitz- 
ten Polen,  die  beliebig 
einander  genähert  oder 
von  einander  entfernt 
werden  konnten.  Eine 
Tischplatte,  die  höher 
und  tiefer  gestellt  wer- 
den konnte  und  mit 
zwei  runden  OeflF- 
nungen  versehen  war, 
durch  welche  die 
Schenkel  des  Elektro- 
magneten hindurch- 
gingen ,  trug  einen 
Glaskasten  mit  einer 
C!oüiiOMB'8chen  Dreh- 
wage. Auf derWelle  die- 
ser letzteren  wickelte 
sich  ein  Cocon&den 
von  60  bis  300  mm 


Fig.  102. 


1  a.  a.  O.  5,  528—529. 

*  J.  Plüokbb:  Ueber  die  AbstOBsoDg  der  optischen  Azen  der  KrTsteUe  durch  die 
Pole  der  Magnete.  Pogg.  Ann.  72,  815,  1847.  Daran  schliessen  sich  folgende  Ab- 
handlungen :  Ueber  die  neue  Wirkung  des  Magnets  auf  einige  RrystaUe,  die  eine  vor- 
herrschende Spaltuugsfläche  besitsen.  ib.  76,  576,  1849.  Ueber  die  magnetischen 
Bcsiebungen  der  positiven  und  negativen  optischen  Azen  der  Krystalle.  ib.  77, 447, 1849. 
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Länge,  der  in  einer  Schlinge  zwischen  den  Polen  den  zu  untersuchenden 
Kiystall  trag.^ 

Schon  der  erste  Versuch  zeigte  das  von  Poisbon  vorhergesehene  charak- 
teristische Verhalten  derjenigen  Erystalle,  welche  verschieden  stark  inducirt 
werden,  wenn  sich  ihre  Lage  gegen  die  Kraftlinien  des  Magnetfeldes  ändert: 
Plücksb  fand,  dass  eine  parallel  zur  Verticalaxe  aus  einem  grQnen  Twrmalm 
geschnittene  Platte  zwischen  den  Polen  des  Elektromagneten  eine  bestimmte 
Einstellung  annimmt.  Die  Eantenrichtungen  der  Platte  seien  bezeichnet 
mit  a,  /?,  y,  so  dass  y  die  Richtung  der  Verticalaxe  bedeutet  und  cc>ß  ist 
Wenn  diese  Platte  an  einem  Coconfaden  so  aufgehängt  wurde,  dass  die 
Richtung  des  Fadens  mit  der  Richtung  der  Axe  y  zusammenfiel,  so  stellte 
sie  sich,  wie  es  jeder  magnetische  Körper  von  gleicher  Form  gethan  haben 
würde,  in  der  Weise,  dass  a  in  die  Richtung  der  Verbindungsgeraden  der 
Polspitzen  fiel.  Dieses  Resultat  war  zu  erwarten,  da  die  Turmalinplatte  so 
stark  magnetisch  war,  dass  sie,  in  der  unmittelbaren  Nähe  einer  Polspitze 
aufgehängt,  von  dieser  angezogen  wurde.  Dieselbe  Platte  wurde  nun  so 
aufgehängt,  dass  a  in  die  Richtung  des  Goconfadens  fiel  und  /  in  der 
Hoxizontalebene  frei  schwingen  konnte.  Die  Polspitzen  waren  einander  nicht 
zu  nahe  und  wurden  zuletzt  ganz  fortgenommen.  Als  magnetischer  Körper 
hätte  sich  die  Platte  so  stellen  müssen,  dass  die  Längsrichtung  /  mit  der 
Linie  der  Polspitzen  zusammenfiel  Sie  stellte  sich  aber,  wie  ein  diamagne- 
tischer  Körper  von  gleicher  Form  gethan  haben  würde,  mit  /  senkrecht 
gegen  diese  Linie.  Als  endlich  dieselbe  Platte  so  aufgehängt  wurde,  dass  ß 
vertical  stand,  nahm  sie  wieder  nut  Entschiedenheit  die  Stellung  ein,  dass  / 
in  die  äquatoriale  Lage  kam.  Hiemach  musste  als  erwiesen  betrachtet 
werden,  dass  in  einem  homogenen  Magnetfelde  die  Richtung  der  Vertical- 
axe y  des  Turmalin,  dessen  Masse  magnetisch  ist,  von  den  Polen  des  Mag- 
neten abgestoaaen  wird. 


Eigebnifls  fortgesetster  Beobacbtimgen  in  Betreff  des  Verhaltens  krystallisirter  Snb- 
etanzen  gegen  den  Magnetismus,  ib.  78,  427, 1849.  Ueber  die  Theorie  des  Diamagnetis- 
miis,  die  Erklftrong  des  Ueberganges  magnetischen  Verhaltens  in  diamagnetisches  und 
mathematische  BegrOndnng  der  bei  Krystallen  beobachteten  Erschefamngen.  ib.  86, 1, 1 852. 

Commentatio  de  crystallomm  et  gazomm  conditione  magnetica  qualis  hodie  in- 
teffigitur.  Bonnae,  1854.  Sur  le  magn^tisme  et  le  diamagn^tisme.  Ann.  chim.  phys. 
(8)  29y  129.  1850.  Action  du  magn^tisme  snr  les  azes  des  cristanz.  Moigno,  Cosmos, 
7,  391,  1855.  On  the  Magnetie  Indaction  of  Giystals.  Phil.  Trans.  1858,  548.  Das 
magnetische  Verhalten  der  yerschiedenen  Glimmer  und  seine  Besdehnng  zom  optischen 
Verhalten  derselben.    Pogg.  Ann.  110,  897,  1860. 

J.  Plüokkb  und  A.  Bbsb:  Ueber  die  magnetischen  Azen  der  Krystalle  und  ihre 
Beiiefaung  snr  Eiystallform  und  zu  den  optischen  Axen.  Pogg.  Ann.  81,  115,  1850; 
82,  42,  1851. 

'  Ueber  die  Anordnung  der  Versuche  zur  Ermittelung  des  magnetischen  Ver- 
haltens der  Krystalle  und  die  Vorsichtsmassregeln  zur  Vermeidung  von  IrrthÜmern 
vgl.  das  Kapitel  über  Diamagoetismus  in:  G.  Wibdzxakn,  Die  Lehre  von  der  Clektricität, 
3,  789,  1883. 
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Durch  eine  Beihe  weiterer  Beobachtungen  an  hezagonalen  und  tetra- 
gonalen  Krystallen  (Kalkspath,  Quarz,  Zirkon,  Beryll,  Vesuvian,  Korund) 
glaubte  Plügkeb  (1847)  das  folgende  empirische  Gesetz  begründet  zu  haben: 
Wenn  man  einen  beliebigen  Eiystall  mit  einer  einzigen  optischen  Axe  / 
zwischen  die  beiden  Pole  eines  Magneten  bringt,  so  wird  diese  Aie  von 
jedem  der  beiden  Pole  abgestossen,  gleichviel,  ob  der  Charakter  der  Doppel- 
brechung positiv  oder  negativ  und  die  Masse  des  Eiystalls  magnetisch  oder 
diamagnetisch  ist  Hiemach  war  vorauszusehen,  dass  bei  Krystallen  mit 
zwei  optischen  Axen,  also  bei  rhombischen,  monoklinen  oder  triklinen  Sub- 
stanzen, eine  analoge  Wirkung  stattfinden  werde.  Als  eine  solche  konnte 
man  entweder  eine  Abstossung  der  beiden  optischen  Axen  erwarten,  oder 
auch  nur  eine  Abstossung  auf  die  Halbirungsgerade  ihres  spitzen  Winkels. 
Beobachtungen  an  Glimmer,  Topas,  Staurolith,  Hornblende,  Aragonit,  Kalium- 
salpeter, Glaubersalz,  Zucker  schienen  für  die  erste  allgemeinere  Annahme 
zu  sprechen. 

Indessen  zeigten  sich  bei  der  Fortsetzung  der  Versuche,  die  mit  äusserster 
Vorsicht  und  mit  sorgfaltig  gereinigtem  Material  angestellt  werden  müssen, 
sehr  bald  Ausnahmen  von  dieser  Begeh  So  gelangte  Plügkeb  1849  zu  der 
Ansicht»  dass  nur  die  optischen  Axen  der  Eiystalle  mit  n^ativem  Charakter 
der  Doppelbrechung  eine  Abstossung  erfahren,  während  die  Axen  optisch 
posiäver  Erystalle  angezogen  werden;  wieder  sollte  das  magnetische  oder 
diamagnetische  Verhalten  der  Masse  des  Eiystalls  keinen  Unterschied  be- 
dingen. 

Allein  auch  diese  nicht  ohne  Verwahrung  hingestellte  Behauptung 
konnte  nicht  aufrecht  erhalten  werden  gegenüber  den  Thatsachen,  die  in 
unmittelbarem  Anschluss  an  jene  ersten  Entdeckungen  PIückeb's  von 
M.  Fabadat,  H.  Knoblauch  und  J.  Tykball,  Plückek  und  A.  Bbeb  in 
einer  Folge  bewunderungswürdiger  ExperimentalunterBuchungen  gewonnen 
wurden. 

Als  Plückeb  in  Gemeinschaft  mit  Beer  eine  Fortsetzung  seiner  Be- 
obachtungen unternahm  und  dabei  insbesondere  rhombische,  monokline  und 
trikline  Krystalle  eingehend  prüfte  (1850),  erkannte  er  die  Bedeutung  der 
magnetisohm  Axen:  Wird  die  Bichtung  einer  magnetischen  Axe  zur  Anf- 
hangungsrichtung  gewählt,  so  findet  keine  Einstellung  des  Erystalls  im 
Magnetfelde  statt;  der  Erjstall  verhält  sich  alsdann  wie  eine  amorphe  Sub- 
stanz. Gleichzeitig  ergab  sich  eine  ClassifiooHon  der  krystallisirten  Körper 
nach  ihrem  magnetischen  Verhalten  in  dieselben  5  Gruppen,  welche  wir  anf 
S.  66  kennen  gelernt  haben. 

Endlich  trat  als  abschliessendes  Besultat  dieser  Arbeiten  die  Analogie 
hervor,  welche  in  dem  Verhalten  der  Erystalle  und  der  Induction  in  einem 
Mipaoid  aus  einer  isotropen  magnetischen  oder  diamagnetischen  Substanz  be- 
steht. Die  Einstellung  der  Eiystalle  mit  einer  magnetischen  Axe  konnte  durch 
ein  Umdrehungsellipsoid,  jene  der  lüystalle  nüt  zwei  magnetischen  Aien 
durch  ein  dreiaxiges  EUipsoid  repräsentirt  werden. 
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Zq  der  Zeit,  als  Plückeb  dieses  Ergebniss  veröffentlichte  (1868),  lag 
aber  schon  eine  Theorie  der  magnetischen  Indnction  von  W.  Thomson  (1851) 
Tor,  welche  eine  YoUstandige  Erklärung  der  mannigfachen,  an  Eiystallen 
beobachteten  Erscheinungen  gewährte.  Ehe  wir  diese  theoretischen  Ent- 
wickelongen  darlegen,  müssen  wir  zuvor  noch  auf  die  Entdeckungen  hin- 
weisen, mit  denen  Fababay  und  später  Ekoblaüch  und  Tynball  die 
Eenntniss  der  magnetischen  Eigenschaften  der  Erystalle  bereichert  haben.  ^ 

3.  Versuche  und  theoretische  Anschauungen  von  Faraday.  —  Die  Be- 
schreibung der  Versuche  von  Fabaday  und  die  Schilderung  der  allmählichen 
Eütwickelung  und  Erweiterung  seiner  theoretischen  Anschauungen  über  die 
Natur  der  Ejäfte,  welche  das  Verhalten  krystallisirter  Körper  im  Magnet- 
felde  bedingen,  sind  in  den  Beihen  XXII,  XXVI  und  XXX  seiner  Experi- 
mentaluntersuchungen  enthalten.^ 

Unmittelbar  nach  der  Veröffentlichung  von  Plüokeb's  erster  Abhand- 
lung entdeckte  Fabaday  hexagonale  KiystaUe,  die  sich  abweichend  von 
jenem  PLüCKEB'schen  empirischen  Gesetz  so  einstellen,  dass  die  Richtung 
der  krystallographischen  Verticalaxe  y  von  den  Polen  des  Elektromagneten 
angexogen  wird. 

WistmUh  kiystallisirt  hexagonal,  rhomboedrisch-hemiödrisch  und  besitzt 
eine  ToUkommene  Spaltbarkeit  nach  der  Basis  c  »  (0001),  eine  minder  voU- 
konimene  nach  dem  BhomboMer  8^n{02^\).  Seine  Masse  ist  stark  dia- 
magneüseh.  Hängt  man  aber  ein  homogenes  Bruchstück  von  beliebiger  Form, 
in  dem  nur  nicht  eine  einzelne  Sichtung  allzusehr  vorherrschen  darf,  in 
dem  Magnetfelde  so  auf,  dass  die  Spaltfläche  o  der  Aufhängungsrichtung 
parallel  ist,  so  stellt  es  sich  anscheinend  unabhängig  von  der  diamagnetischen 
Wirkung  seiner  Masse  stets  mit  der  Spaltrichtung  c  in  die  Aequatorialebene 
des  Elektromagneten,  also  mii  der  Axe  y  in  die  Verbindungsgerade  der  Pole. 
Ist  der  Wismuthkiystall  einer  Polspitze  so  nahe,  dass  er  abgestossen  wird, 
so  geschieht  dies  in  der  Art,  dass  seine  Axe  /  dem  Pole  zugekehrt  ist. 

Analog  verhalten  sich  die  mit  Wismuth  isomorphen  Metalle  Antimon 
und  Arem,  wofern  sie  eisenfrei  sind. 

Nach  den  mannigfEu^hsten  Abänderungen  der  Versuche  glaubte  Fabaday 


>  Einen  Beitrag  zur  Geschichte  dieser  Forschungen  gab  J.  Tyndall,  Fabadat 
as  a  Discoverer.  London  186S.  (In  deutscher  Uebersetzung  herausg.  von  H.  Hblmboltz. 
Bnunuchweig  1870.)  Der  hier  in  Betracht  kommende  Abschnitt  bildet  auch  die  Ein- 
leitung 2a  den  gesammelten  Abhandlungen  von  J.  Tyndall,  Researches  on  Diamagne- 
tism  aod  Magne-ciystaUic  Action.    London  1870. 

*  M.  Faradat,  Experimental  Researches  in  Electridty.  8.  London  1855.  Hierin: 
Series  XXIL  On  the  crystalline  polarity  of  bismuth  (and  other  bodies),  and  on  its 
relation  to  the  magnetic  form  of  force.  2454—2639.  (Phil.  Trans.  1849,  1.  Pogg.  Ann. 
E^-Bd.  8,  1,  1853.)  Series  XXVL  Magnetic  conducting  power.  2797-2846.  (Phil. 
Tnns.  1851,  29.  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  3, 108,  1853.)  Ferner:  Series  XXX.  Constancy 
of  differential  magnecrystallic  force  in  different  media.  Action  of  heat  on  magne- 
crystak.    (PhU.  Trans.  1856,  159.    Pogg.  Ann.  100,  lU,  439,  1857.) 
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zur  Deutung  dieser  Erscheinungen  eine  neue  Eraftform  annehmen  zu  müssen. 
,,2469.  The  results  are,  altogether,  very  different  from  those  produced  bj 
diamagnetic  action.  They  are  equally  distinct  from  those  discovered  and 
described  by  Plückeb,  in  his  beautiM  researches  into  the  relation  of  the 
optic  axis  to  magnetic  action;  for  there  the  force  is  equatorial,  whereas 
here  it  is  axial.  So  they  appear  to  present  us  a  new  force,  or  a  new  form 
of  force,  in  the  molecules  of  matter,  which,  for  convenience  sake,  I  will 
conventionally  designate  by  a  new  word,  as  the  magnecrysialUc  force.  — 
2479.  I  have  already  stated  that  tbe  magnecrystallic  force  does  not  mani- 
fest itself  by  attraction  or  repnlsion,  or,  at  least,  does  not  cause  approach 
or  recession,  but  gives  position  only.  The  law  of  action  appears  to  be,  that 
the  Hne  or  axis  of  magneorystaäio  force  (being  the  resultant  of  the  action  of 
all  the  molecules),  iends  to  place  itself  parallel^  or  as  a  tangent,  to  the  magne^ 
Gurve  or  line  of  magnetic  force,  passing  through  the  place  where  the  crysial  » 
situated,  —  2613.  Though  I  have  spoken  of  the  magnecrystallic  axis  as  a 
given  line  or  direction,  yet  I  would  not  wish  to  be  understood  as  supposinp 
that  the  force  decreases,  or  state  changes,  in  an  equal  ratio  all  round  from 
it.  It  is  more  probable  that  the  Variation  is  different  in  degree  in  different 
directions,  dependent  on  the  powers  which  give  difference  of  form  to  the 
crystals." 

War  Fabaday  anfanglich  geneigt,  die  axial  wirkende  „magneciystallic 
force**  zu  unterscheiden  von  der  in  den  PLüCKBB'schen  Versuchen  hervor- 
tretenden, in  äquatorialer  Richtung  wirkenden  „optic  axis  force''  (2592),  so 
gewann  er  doch  bald  die  Ueberzeugung,  dass  eine  und  dieselbe  Ursache  dem 
magnetischen  Verhalten  aller  Erystalle  zu  Grunde  liege  (2633,  2836). 

Seine  Erklärung  lautet:  in  krystallisirten  Körpern  ist  das  Leitungs- 
vermögen für  magnetische  Kraftlinien  in  verschiedenen  Richtungen  ver- 
schieden; wird  ein  Krystall  in  einem  gleichförmigen  Magnetfelde  aufgehängt, 
so  wird  er  sich  in  eine  solche  Lage  drehen  oder  zu  drehen  streben,  dass 
die  Kraftlinien  mit  dem  geringsten  Widerstände  durch  ihn  hindurchgehen 
(2837).  In  der  That  sind  hierdurch  die  Gesetze  der  magnetischen  Induction 
in  Krystallen  gegeben. 

Es  war  nun  erforderlich,  ckn  eaperimenteüen  Nachweis  zu  liefern,  dass 
im  WismtUh  eine  Verschiedenheit  der  diamagnetischen  Wirkung  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  stattfindet.  Ein  Wismuthkrystall  musste  sich  am 
wenigsten  diamagnetisch  erweisen,  wenn  seine  magnecrystallic  axis  y  mit 
der  Richtung  der  Kraftlinien  des  Feldes  zusammenfiel.  In  dieser  und  der 
um  90^  gedrehten  Stellung  musste  er  äquivalent  sein  mit  zwei  Substanzen 
von  verschiedenem  Leitungsvermögen  für  magnetische  Kraftlinien.  Daher 
musste  er  an  der  von  Fabaday  construirten  Differentialtorsionswage  (2773) 
analoge  Differentialphänomene  darbieten  wie  Sauerstoff  und  Stickstoff  (2774) 
oder  irgend  zwei  andere  verschiedene  Körper.  Diese  auf  Fabaday's  theore- 
tische Vorstellungen  gegründete  Erwartung  (2839)  wurde  alsbald  durch  das 
Experiment  bestätigt  (2841). 
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Fabaday  versuchte  ähnliche  Resultate  an  einem  Würfel  von  Ka&epaih, 
dessen  optische  Axe  anf  zwei  Flächen  senkrecht  stand,  zu  eihalten.  Wird 
dieser  Würfel  im  Magnetfelde  derart  aufgehängt,  dass  die  optische  Axe  hori- 
zontal und  zunächst  parallel,  darauf  aber  senkrecht  zu  der  Richtung  der 
Kraftlinien  steht,  so  muss  er  in  der  ersten  Stellung  diamagnetischer  sein 
als  in  der  zweiten.  Indessen  konnte  damals  ein  deutliches  Ergebniss  nicht 
erlangt  werden,  theüs  weil  die  Kraft  des  Ealkspath  in  jeder  Beziehung  viel 
schwächer  ist  als  die  des  Wismuth,  theils  wegen  der  ITnvollkommenheit  der 
Torsionswage  und  der  ungünstigen  Gestalt  und  Grösse  des  Ealkspath.  Wie 
Fa&aday  ausdrücklich  bemerkte,  würden  eine  Kugel  oder  ein  Cylinder, 
dessen  Axe  zur  optischen  Axe  senkrecht  ist,  zweckmässigere  Formen 
sein  (2842). 

In  der  That  war  etwas  später  J.  Ttndall  so  glücklich,  mit  vollkom- 
meneren Hülfsmitteln  an  Kugeln  nicht  nur  von  Wismuth,  sondern  auch 
von  Kalkspath  und  Eisenspath  den  experimentellen  Beweis  far  die  Richtig- 
keit der  FABADAY'schen  Betrachtungen  zu  liefern.  ^ 

4.  Beobachtungen  von  Knoblauch  und  Tyndall.^  —  Das  empirische  Gesetz 
vuo  Plückeb  (S.  188)  beruht  auf  dem  zufalligen  Umstände,  dass  die  ersten. 
;mf  ihre  Einstellung  im  Magnetfelde  untersuchten  durchsichtigen  Krystalle 
im  optischen  und  im  magnetischen  Verhalten  übereinstimmende  Unterschiede 
zeigten:  nur  die  optischen  Axen  der  Krystalle  von  negativem  Charakter  der 
Doppelbrechung  erfuhren  Abstossung,  während  die  Axen  der  optisch  positiven 
Krystalle  von  den  Magnetpolen  angezogen  wurden,  und  diese  Abstossungen 
and  Anziehungen  erfolgten  anscheinend  unabhängig  von  dem  Magnetismus 
oder  Diamagnetismus  der  Masse.  Allein  bald  nach  dem  Erscheinen  der 
ersten  Abhandlung  Plüokbb's  gelang  es  Knoblauch  und  Tyndall  nach- 
zuweisen, dass  zwei  isomorphe  Körper  von  gleichem  Charakter  der  Doppel- 
brechung abweichende  magnetische  Eigenschaften  besitzen,  wenn  die  Masse 
in  dem  einen  Falle  magnetisch,  in  dem  anderen  diamagnetisch  ist.  Sie 
zeigten,  dass  Kalkspath,  dessen  Charakter  der  Doppelbrechung  negativ  ist, 
aUerdings  in  Uebereinstimmung  mit  den  Angaben  Plüceer's  seine  optische 
Axe  äquatorial  stellt,  wofern  er  aus  chemisch  reinem  Calciumcarbonat  be- 
steht,  dass  dagegen  eine  isomorphe  Beimischung  von  Eisencarbonat  sofort 

^  J.  Ttxi>all,  On  Diamagnetism  and  Magne-cry stall ic  Action.  Phil.  Mag.  (4) 
2,  165,  1851.    Pogg.  Ann.  83,  384,  1851. 

'  H.  Knoblauch  und  J.  Tyndall,  Ueber  das  Verhalten  krystallisirter  Körper 
zwMchen  den  Polen  ein«s  Magnetes.  Pogg.  Ann.  79,  238;  81,  481,  1850.  (Von  Knobl/lüch 
geschrieben).  —  J.  Tymdall  and  H.  Knoblauch,  On  the  Deportment  of  CrystaUine 
Bodie«  between  the  Poles  of  a  Magner.  Phil.  Mag.  (3)  86, 17{<,  1850.  Second  Memoir 
on  the  Magneto-optic  Properties  of  Crjstals  and  the  Relation  of  Magnetiam  and  Dia- 
magnetisin  to  Molecular  Arrangement  ib.  (3)  37, 1,  1850.  (Von  Ttnball  verfesst)  — 
Vgl  femer:  J.  Ttndall,  On  the  Natare  of  the  Force  by  which  Bodies  are  repelled 
frooi  the  Poles  of  a  Magnet.  Phil.  Trans.  1855,  1.  Phil.  Mag.  (4)  10,  153,  257,  1855. 
On  the  Belation  of  Diamagnetic  Polarity  to  Magnecrystallic  Action.  Phil.  Biag.  (4) 
11,  125,  1856. 
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die  axiale  Einstellung  der  optischen  Axe  herbeiführt,  ohne  gleichzeitig  in 
dem  Charakter  der  Doppelbrechung  eine  Aenderang  zu  bewirken.  Nun  ist 
die  Masse  des  reinen  Calciumcarbonats  diamagnetisch,  jene  der  Mischungen 
mit  Eisencarbonat  aber  magnetisch,  wie  sich  an  dem  Verhalten  cylindrischer, 
aus  dem  Pulver  dieser  Substanzen  hergestellter  Stäbe  leicht  feststellen  liess. 
Demtuieh  wmdei  sieh  dieselbe  Richtung,  die  sieh  in  einem  diamagneHschen 
Krysiaü  äquatorial  einstellt,  in  einem  isomorphen  magnetischen  Krysiaü  axial 

Enoblauoh  und  Tyio)all  fanden  auch  die  Erklärung  far  die  einander 
widersprechenden  Angaben  von  Fabaday  und  PLüCKer  über  das  Verhalten 
des  Antimon.  Vor  einem  einzigen  Pole  aufgehängt  wurden  alle  untersuchten 
Antimonkrystalle,  wie  diamagnetische  Körper,  ihrer  ganzen  Masse  nach  ab- 
gestossen.  Allein  im  gleichförmigen  Magnetfelde  stellte  sich,  wenn  die  basische 
Spaltungsrichtung  e  »  (0001)  zur  Aufhängungsrichtung  parallel  war,  ein 
Theil  der  Krjstalle  mit  dieser  Spaltfläche  äquatorial,  wie  in  den  Versuchen 
von  FABiLDAT,  ein  anderer  Theil  axial,  übereinstimmend  mit  der  Beobachtung 
von  Plüokeb.  Die  chemische  Analyse  ergab,  dass  die  ersteren  Krystalle 
vollkommen  rein  waren,  während  die  letzteren  eine  geringe  Menge  Eisen 
enthielten.  Es  ist  mehr  als  wahrscheinlich,  dass  von  dieser  Menge,  wenn- 
gleich sie  eine  Anziehung  des  ganzen  Stücks  vor  einem  Pole  nicht  bewirken 
konnte,  die  Drehung  in  die  axiale  Lage  zwischen  den  Magnetpolen  herrührte. 

Genügt  es  zur  Erklärung  der  Einstellung  der  Krystalle  im  gleich- 
formigen  Magnetfelde  eine  Ungleichheit  der  diamagnetischen  Wirkung  nach 
verschiedenen  Sichtungen  in  einem  diamagnetischen,  eine  Ungleichheit  der 
Magnetisirung  in  einem  magnetischen  Erystall  anzunehmen,  so  erhebt  sich 
die  Frage,  auf  welchen  Umstand  eine  solche  Verschiedenheit  in  einem  und 
demselben  Körper  zurückzufiihren  ist.  £!noblaüch  und  TtivdaiiL  zogen  ans 
der  Untersuchung  spalß>arer  Krystalle  und  einseitig  oomprimirter  Korper  den 
Schluss,  dass  in  Körpern,  deren  Theile  nicht  nach  allen  Seiten  hin  gleich 
weit  von  einander  abstehen,  die  magnetische  oder  diamagnetische  Wirkung, 
welche  sich  an  ihnen  zwischen  Magnetpolen  kundgiebt,  immer  nach  der 
lUchtung  am  stärksten  sei,  in  welcher  die  materiellen  Theile  am  nächsten 
bei  einander  liegen.  Diesem  empirischen  Satze  über  den  Zusammenhang 
zwischen  dem  magnetischen  Verhalten  und  den  Cohäsionseigenschaften  steht 
aber  vor  allem  die  Thatsache  entgegen,  dass  die  beiden,  in  eine  so  einfache 
Beziehung  gestellten  Eigenschaften  verschiedeneSymmetrieverhältnisse  besitzen. 

5.  Zusammenfasfung  der  Beobaebtnngen  Ober  die  Einttellung  der  Krystalle  Im  bomo- 
genen  Magnetfelde.  — 

Krystalle  mit  einer  Aze  der  Isotropie. 

(Hexagonales  und  tetragonales  Syitem.) 

Der  Charakter  der  magnetischen  Induction  wird  nach  PLüCKBa  als  positiv  oder  als 
negativ  bezeichnet,  je  nachdem  die  Aze  der  Isotropie  mit  der  Richtung  der  grotsien 
oder  der  kleinsten  magnetischen  oder  diamagnetischen  Induction  EUsammenfAlit  Dem- 
nach wird  ein  Krystall  des  hezagonalen  oder  tetragonalen  Systems,  der  awitehen  den 
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Polen  eines  Elektromagneten  so  angehängt  ist,  dass  die  Aze  der  Isotropie  in  der 
Horizontalebene  frei  schwingen  kann,  sich  mit  dieser  Axe  in  die  Verbindungsgerade 
der  Pole  faxicUJ  stellen,  wenn  er  paramagneii$eh  und  positiv  oder  diamagnetisch  und 
negativ  ist;  dagegen  wird  er  sich  mit  dieser  Axe  in  die  Aequatorebene  des  Elektro- 
magneten (äquatorial)  stellen,  falls  er  paramagnetisch  und  negativ  oder  diamagnetisch 
und  positiv  ist.    Diese  vier  Fälle  sollen  unterschieden  werden  durch  die  Symbole: 


Krystailsystem 

Charakter  der 
Doppelbrechung 

+  n 

Etsenspath  FeCO,  .  .  . 

(Ca,Pe)C03 

(Mg,Fe)CO, 

Hexagonal 
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1» 

II 

II 
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II 
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•f 
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Hg(CN), 

Melüt 
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Yesuvian 

(NH,)Cl.CuC1.2H,0. 
NiSO^.eHjO 

Hexagonal 

II 

II 
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II 
II 

— 

+  3 

!    Kalkspath  CaCO,  .  .  . 
NaNO.    

Hexagonal 

II 

II 
Tetragonal 

- 

1    Mimetesit 

Wulfenit 

+ 

Krystalle  ohne  Axe  der  Isotropie. 

Bhomhisches  System. 

Zur  vollständigen  Orientirung  der  rhombischen  Krystalle  soll  ausser  den  Verhält- 
\  der  hrystallographischen  Axeneinheiten  noch  das  optische  Schema  angeführt  werden, 
welches  folgende  Bedeutung  hat.  Es  seien  die  in  ihren  Bichtiingen  mit  den  krystallo- 
graphtschen  Axen  zusammenfallenden  optischen  Symmetrieaxen  mit  x,  y,  z  bezeichnet, 
in  der  Anordnung,  dass  dem  Indexellipsoid  (Mac  Cullagu)  =  Polarisationseliipsoid 
(Caucht)  die  Gleichung  zukommt: 

a'a;«  +  b  V  +  c*»«  =  1, 
fidlfl  a  >  6  >  c  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  des  Krystalls  sind.  Alsdann  stellen 
wir  die  optischen  Symmetrieaxen  in  der  durch  die  krystallographischen  Axeu  a,  6,  6 
bestimmten  Reihenfolge  zusammen.  In  diesem  Schema  soll  der  positive  oder  negative 
Charakter  der  Doppelbrechung  dadurch  angedeutet  werden,  dass  unter  z  das  Zeichen  + 
oder  unter  x  das  Zeichen  —  gesetzt  wird 

Um  nun  die  Orientirung  eines  rhombischen  Eiystalls  im  Magnetfelde  zu  bestimmen, 
hat  man  denselben  zwischen  den  Magnetpolen  so  aufzuhängen,  dass  die  drei  krystallo- 
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graphischen  Axen  der  Reihe  nach  zur  Aufhftngungsrichtung  parallel  liegen.  Fär  Jede 
Aufhängung  ist  zu  ermitteln,  welche  der  beiden  horizontalen  Axen  in  die  axiale  oder 
äquatoriale  Richtung  ÜÜlt.  Auf  diesem  Wege  seien  z.  B.  folgende  Einstellungen 
beobachtet: 

Aufhängungsrichtung  Axial  Aequatorial 


a 
b 

0 


a 
b 


e 
e 
a. 


Dann  wird,  falls  die  Masse  des  Ejystalls  magnetisch  ist,  die  magnetische  Induction 
am  stärksten  sein  in  der  Richtung  der  Axe  &,  welche  sich  zwei  Mal  axial  einstellt, 
dagegen  am  schwächsten  in  der  Richtung  c,  welche  zwei  Mal  in  die  Aequatoiialebene 
£&llt  Bezeichnen  wir  jetzt  die  Richtungen  der  grössten,  mittleren,  kleinsten  magnetiscben 
Induction  mit  ;,  4, },  so  wird  die  magnetische  Orientirung  dieses  Krystalls  reprftsentirt 
werden  können  durch  das  Symbol: 

worin  die  magnetischen  Symmetrieaxen  in  der  durch  die  krystallographischen  Axen  a,  5,  c 
gegebenen  Reihenfolge  aufgezählt  sind.  —  Wäre  dagegen  die  Masse  des  Kiystalls  ^' 
magnetisch,  so  würde  aus  jenen  Beobachtungen  folgen,  dass  die  diamagnetische  Induction 
am  stärksten  ist  in  der  Richtung  der  Axe  c,  dagegen  am  schwächsten  in  der  Sich- 
tung 5.  In  diesem  Falle  würde  die  Orientirung  des  Krystalls  auszudrücken  sein  dorch 
das  Symbol: 

worin  {,  Q,  }  die  Richtungen  der  grössten,  mittleren,  kleinsten  diamagnetischen  In- 
duction bedeuten. 

Die  möglichen  Fälle  sind  in  der  folgenden  Tabelle  vereinigt    Wählt  man  znr 
Aufhängungsrichtung  der  Reihe  nach  die  Axen: 


ä  1 

b  1  c 

und  stellen  sich  dabei: 

so  ist  die  Orientirung: 

axial 

äquatorial 

l 

n                       d 

1. 

b             a 

b 

c 

c 

a 

9  J8        1        9  J  J 

2. 

b             a 

a 

c 

c 

b 

f  9  a          MS 

8. 

b              c 

b 

1       ^ 

a 

a 

a  1 4 

SM 

4. 

e 

0 

b 

1       b 

a 

a 

h  4 1 

MS 

6. 

c 

a 

a 

b 

0 

b 

1 5  ^ 

aM 

6. 

e 

e 

a 

!       b 

! 

a 

b 

4  h  £ 

ni  i 

Um  den  magnetischen  Charakter  vollständig  zu  definiren,  müssen  nun  noch  die 
Richtungen  der  beiden,  in  der  Ebene  der  grössten  und  der  kleinsten  Axe  der  magne- 
tischen oder  diamagnetischen  Induction  gelegenen  magnetischen  Axen  bestimmt  werden. 
Aisdann  wird  nach  Plücker  jener  Charakter  positiv  oder  negativ  genannt,  je  nachdem 
der  spitze  Winkel  der  magnetischen  Axen  von  der  Axe  der  grössten  oder  der  kleinsten 
Induction  halbirt  wird. 

Bislang  ist  der  Charakter  der  Induction  erst  bei  einer  sehr  kleinen  Zahl  von 
Körpern  ermittelt  worden.    Als  Beispiel  möge  das  Zinksulfat  angeführt  werden. 

Optische  Orientirung  Magnetische  Orientirung 

»^y-  ö(^aö- 

Die  magnetischen  Axen  liegen  in  der  Ebene  b  6  und  bilden  nach  PctSrouia  den 
Winkel  95^,  dessen  Halbimngsgerade  die  Axe  6  ist.  Hiemach  würde  Zinksul&t  eineu 
negativen  magnetischen  Charakter  besitzen.  — 
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Die  Angaben  Aber  das  magnetische  Verhalten  von  Mineralien  des  rhombischen 
Systems  haben  geringen  Werth,  da  die  untersuchten  Krystalle  nachträglich  nicht 
sDaljsirt  wurden.  Es  wurden  geprüft  von  J.  Plügkbb:  Aragonit,  Anhydrit ,  Topas, 
Stanrolith;  Ton  H.  Knoblauch  und  J.  Tyndall:  Baryt,  Cölestin,  Topas,  Cordierit;  von 
J.  GaAiLicH  und  Y.  von  Lang:  Aragonit,  Anhydrit,  Baryt,  Cölestin. 

Aus  der  Reihe  künstlich  dargestellter  Körper  des  rhombischen  Systems  wurden 
untersucht  von  J.  Plügksb:  Zinksulfat,  Nickelsulfat,  Magnesiumsulfat,  Magnesium- 
chromat,  Saures  Elaiiumsulfat,  Citronensäure,  Seignettesalz;  von  H.  Knoblauch  und 
J.  Tyhdall:  Kaliumnitrat  und  die  Sulfate  des  Zink,  Nickel  und  Magnesium. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  eine  Uebersicht  der  von  J.  Gbaiuch  und  V.  von  Lanq  ^ 
nntersuchten  rhombischen  Kiystalie  mit  Ausschluss  der  oben  genannten  Mineralien. 


:&:<) 


I  Optische 
Orien- 
tirung 


Magneti- 
sche Orien* 
tirung 


Msgnesiumcadmium- 
düorid 

Nickeleadmiumchlorid 

Kobalteadmiumchlorid 

Galciumplatinocyanid 

NitFoprossidnatarium 
Untenehwefelsaores 

Natrium 
Ammoniumsulfat 
Kaliomsal&t 
Kaliumchromat 
Saures  Kaliomsulfat 
Niekelsol&t 

Magnesiumsulfat 

Magnesinmchromat 

ür&Dybitrat 

liüiiumaoetat 

Baiyomformiat 

Strontiumformiat 

Saures  Ammoniaininalat 

Citronens&ure 

Katriomcitrat 

Ammoniumnatrinm- 

tartrat 
KsUunmatriumtartrat 


MgCl,.2CdC1^.12H,0 
NiCl,.2CldCl,.12H,0 
CoCl,.2CdCI,.12H,0 
CaPt(CN)4.3H,0    .  .  . 
PeNa,(CN)»(N0).2H,0 

Na,S,0..2H,0 

(NH,),SO, 

K,S04 

K,Cr04 

KHSO4 

NiS04.7H,0 

ZnSO^.THjO 

MgSO^.THjO    

MgCr04.7H,0 

UO,(NOa), .  6H,0   .  .  . 
Li(C,H,0,).2H,0  .  .  . 

Ba(CHO,), 

Sr(CH0,),.2BL0    .  .  . 

(NHJCAO5 

C,H,0,.H,0 

Na,C.HjO, .  5H,0  .  .  . 

(NHjNaC^H^Oe.fHjü 
KNaC^H^Oe .  4H,0    .  . 


.0,913 

0,913 

0,918 

0,90 

0,765 

0,989 

0,564 

0,578 

0,569 

0,861 

0,981 

0,980 

0,99 

0,99 

0,874 

0,62 

0,756 

0,608 

0,723 

0,674 

0,627 


0,304 
0,343 
0,343 
0,336 
0,411 

1 : 0,594 
1 : 0,731 
1 : 0,746 
1 : 0,730 
1 : 1,935 
1 : 0,566 
1 : 0,563 
1:0,571 
1:0,571 
1 : 0,609 
1:? 

1 : 0,864 
1 : 0,595 
1 : 0,777 
1 : 1,662 
1 : 0,246 


0,823  : 1 :  0,420 
0.882  : 1 :  0,430 


yxz^ 
yxz^ 

yxz^ 
xyz^ 


zxy 
zyx 
yxz 
yxz 
zxy 
zyx 
zxy 
zxy 
zxy 
xyz^ 
xyz 
zyx 
zyx 
yzx 
yzx 
xyz 


yzx 

zyx 


»» (j  ^  a) 
5(9aö 

5(980 

5tea» 

5Ö>)Ö 
5(1  tj  8) 
5  (9  J  8) 

5(X8W 
5(S89) 


^)  J.  Gkauich  und  V.  von  Lang,  Untersuchungen  über  die  physikalischen  Ver- 
htitnisse  kxystalliBirter  Körper.  2.  OriCntirong  der  magnetischen  Yerhftltnisse  in 
KiyttaUen  des  rhombischen  Systems.    Sitzungsber.  Wien.  Akad.  32,  43,  1858. 
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Manoklines  System. 

Um  in  einem  monoklinen  Kiystalle  die  Eichtangen  der  beiden  auf  der  Symmetrie- 
aze  5  [010]  senkrecht  stehenden  magnetischen  Symmetrieaxen  zu  bestimmen,  müssen, 
während  der  Krjstall  nach  b  im  Magnetfelde  aufgehängt  ist,  in  der  Horizontalebene 
desselben  die  äquatoriale  und  die  axiale  Sichtung  markirt  werden.  Je  nachdem  b  mit 
der  Axe  der  grössten,  kleinsten  oder  mittleren  Induction  zusammenfällt,  sind  drei  Arten 
der  Orientirung  zu  unterscheiden.  In  den  beiden  ersteren  Fällen  liegt  die  Ebene  der 
magnetischen  Azen  parallel  zu  5;  in  dem  letzteren  Falle  steht  sie  auf  h  senkrecht. 
Hierfür  fand  J.  PlOckes  folgende  Beispiele. 


1. 
2. 
8. 


MagneUich: 
Diopsid 
Ealiumferricjanid  EsFe(GN)e 


Knpferformiat  GuC,H,04  .  4H,0 
Knpferacetat  CuCAO« .  H,0 


Diamcigneiiuck: 
Unterschwefligsaures  Natrium  Na^S^O,  .5H,0 

Natriumacetat  NaC,H,Ot .  8H,0 
Bleiacetat  PbG^HeO« .  8H,0 


Triklines  Sgitem. 

Unter  den  von  J.  PLttcKER  untersuchten  Körpern  —  Kupfervitriol  GuSO« .  5H,0, 
Kalinmdichromat  K,Gr,07,  Traubensäure  G4HgOo  .H,0,  Disthen  Al^SiO»  —  beansprucht 
Disthen  dadurch  ein  besonderes  Interesse,  dass  einfache  Kristalle  dieses  Minerals  an 
einem  Goconfaden  horizontal  aufgehängt  schon  unter  dem  Einfluss  des  Erdmagnetis- 
mus eine  bestimmte  Einstellung  annehmen. 


Theorie  der  magnetischen  Induction  in  S[ry8tallen  von 

W.  Thomson. 

Im  Jahre  1850,  noch  vor  der  VeröflFentlichung  der  auf  S.  190  f.  be- 
schriebenen Versuche  von  Fakaday  und  Tymdall  am  Wismuth  und  Ealk- 
spath,  wurde  von  W.  Thomson  dargelegt,  dass  in  krystallisirten  Körpern 
im  Allgemeinen  nach  krystallographisch  verschiedenen  Richtungen  verschiedene 
Intensitäten  derMagnetisirung  durch  ein  unveränderliches  homogenes  Magnet- 
feld erzeugt  werden  müssen,  und  dass  hierin  die  einzig  mögliche  Erklärung 
för  die  Einstellung  der  Krystalle  zwischen  Magnetpolen  zu  suchen  ist.* 

6.  Intensität  der  Magnetisirung.  —  Als  eine  experimentell  festgestellte 
Thatsache  ist  anzusehen,  dass  jedes  Yolumenelement  eines  magnetisch  polarisir- 
baren  Körpers  durch  Induction  in  einen  kleinen  Magneten  verwandelt  wird, 
der  durch  die  Richtung  seiner  Axe  und  sein  magnetisches  Moment  definirt 
ist.    Intensität  der  Magnetisirung  3  an  der  Stelle  P  des  Körpers  nennt  man 

*  W.  Thomson,  On  the  Theoiy  of  Magnetic  Induction  in  Crystalline  Substances. 
Brit  Assoc.  fiep.  1850,  (pt  2),  23.  On  the  Theory  of  Magnetic  Indaction  in  Ciystalline 
and  Non-crjstalüne  Substances.  Pliii.  Mag.  (4)  1,  177—186,  1851.  Eeprint  ofPapera 
on  Electrostatica  and  Magnetism.  London  1872,  465.  Sui  fenomeni  magneto-cristallim. 
Nuovo  Cimento,  4,  192,  1856. 
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das  Verhältniss  des  magnetischen  Momentes  eines  Volumenelementes  an 
dieser  Stelle  zu  dem  Element;  3  bedeutet  also  den  Werth  des  magnetischen 
Momentes  für  die  Volumeneinheit  an  der  Stelle  P.  Demnach  ist  die  In- 
tensität der  Magnetisirung  eine  Vectorgrösse,  die  bestimmt  ist  durch  ihren 
numerischen  Werth  und  ihre  Richtung,  nämlich  die  Richtung  der  magneti- 
schen Axe  des  Volumenelementes.  Sie  kann  also  durch  eine  Gerade  von 
bestimmter  Länge  und  Richtung  repräsentirt  werden.  Es  sei  ein  mit  dem 
Körper  starr  verbundenes  rechtwinkliges  Axensystem  zu  Grunde  gelegt,  so 
stellen  die  Projectionen  jener  Graden  auf  die  Coordinatenaxen  die  Compo- 
nenten  3j,  %,  %  der  Intensität  der  Magnetisirung  dar.  Bezeichnen  wir  die 
Richtung  von  3  mit  *  nnd  cos(3XJ  =  »^,  so  ist  3,  =  3*n>  (n  =  1,2,8),  und: 

7.  Kraft  im  Innern  des  magnetlsirten  Kfirpers.  —  Es  soll  jetzt  die  durch 
eine  magnetisirende  Kraft  inducirte  temporäre  MaguetisiniAg  unter  der  Voraus- 
setzung bestimmt  werden,  dass  sie  bei  jeder  Stellung  des  Körpers  gegen  die 
Kraftlinien  des  Magnetfeldes  von  früheren  Magnetisirungen  dieses  Körpers 
unabhängig  ist.  Alsdann  rührt  die  auf  ein  Volumenelement  einwirkende 
magnetische  Kraft  her  1.  von  der  inducirenden  Wirkung  des  ursprünglichen 
Magnetfeldes,  in  welches  der  Körper  gebracht  wurde,  2.  von  der  Magneti- 
simng  der  übrigen  Elemente.  Jeder  der  beiden  Antheile  %  0  der  resul- 
tirenden  Kraft  $  besitzt  ein  Potential.  Bezeichnen  wir  mit  F  das  Potential 
der  magnetisirenden  Kraft  des  Feldes  in  dem  Punkte  P,  mit  Si  das  von 
der  inducirten  Magnetisirung  herrührende  Potential  in  demselben  Punkte, 
so  ist  das  Gesammtpotential  U  der  resultirenden  Kraft  an  der  Stelle  P: 

ITm  die  an  der  Stelle  P  im  Innern  des  magnetlsirten  Körpers  auf  den 
Magnetpol  Eins  ausgeübte  Kraft  vollständig  zu  bestimmen,  ist  bekanntlich 
erforderlich,  diese  Stelle  durch  eine  Höhlung  auszuscheiden,  so  dass  sich  P 
ausserhalb  der  wirkenden  magnetischen  Massen  befindet.  Die  Herstellung 
einer  freien  Oberfläche  im  Innern  des  magnetlsirten  Körpers  ist  aber  äqui- 
valent mit  der  Einführung  einer  magnetischen  Oberflächensohicht,  die  im 
Allgemeinen  eine  endliche,  von  der  Gestalt  und  der  Orientirung  der  Höhlung 
abhängige  Wirkung  auf  die  eingeschlossenen  Punkte  ausübt.  Diese  Kraft; 
tritt  also  zu  der  von  den  äusseren  magnetischen  Massen  herrührenden  Kraft; 
hinzu.  Kann  nun  die  Intensität  der  Magnetisirung  der  Grösse  und  Rich- 
tung nach  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Höhlung  als  constant  angesehen 
werden,  so  gelingt  es,  die  von  der  Oberflächenschicht  der  Höhlung  abhängige 
Kraft  für  gewisse  einfache  Formen  derselben  zu  bestimmen. 

Wir  gehen  aus  von  der  polaren  Definition  der  magneHsohen  Kraft,  welche 
voraussetzt,  dass  die  Höhlung  ein  unendlich  dünner  Cylinder  sei,  dessen 
Axe  in  einem  isotropen  Körper  stets  mit  der  Richtung  der  Intensität  der 
Magnetisirung  im  Punkte  P  zusammenfallt.    Alsdann  hängt  die  magnetische 
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Kraft  $  an  der  Stelle  P  nur  von  dem  Werthe  des  Potentials  U  der  ausser- 
halb des  Cylinders  gelegenen  Massen  ab,  und  ihre  Componenten  sind  ge- 
'geben  durch: 

falls  die  Richtung  von  $  mit  h  und  cos($Xj  mit  h^  bezioichnet  werden. 

8«  Verhalten  einer  gleichffimiig  magnetisirten  Kugel  in  einem  tiomegenen 
Magnetfelde.  —  Wenn  ein  homogener  Körper  in  ein  gleichförmiges  Magnet- 
feld gebracht  wird,  so  ändert  sich  im  Allgemeinen  die  von  der  indudrten 
Magnetisirung  herrührende  Kraft  &  und  demnach  auch  die  resultirende 
Kraft  ^  in  seinem  Innern  von  Punkt  zu  Punkt.  Da  sich  nun  der  Zustand 
eines  magnetisirten  Körpers  nur  aus  seinen  äusseren  Wirkungen  bestimmen 
lässt,  so  kommen  für  die  Beobachtung  lediglich  solche  Fälle  in  Betracht,  in 
denen  nicht  nur  das  Magnetfeld  gleichförmig  ist,  sondern  auch  die  Ton  der 
inducirten  Magneäsirung  erzeugte  Kraft  (&  an  allen  Stellen  des  Körpers 
eine  constante  Grösse  und  Richtung  besitzt.  Damit  diese  letztere  Bedingung 
erfüllt  werde,  muss  der  Körper  von  einer  vollständigen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  begrenzt  sein.^  Der  einzige  Fall  eines  Körpers  von  endlichen 
Dimensionen  ist  also  der  eines  EUipsoids  oder  einer  Grenzform  desselben. 
Um  auf  dem  einfachsten  Wege  die  magnetische  Induction  in  irgend  einem 
homogenen  Körper  zu  bestimmen,  müssen  wir  daher  das  Verhalten  einer 
Kugel  in  einem  homogenen  Magnetfelde  untersuchen. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Intensität  der  Magnetisirung  einer 
gleichförmig  magnetisirten  Kugel  in  einem  homogenen  Magnetfelde  von  dem 
Kugelradius  unabhängig  ist.  Denn  flr  das  von  der  inducirten  Magnetisirung 
herrührende  Potential  ß  in  dem  Punkte  P{x^,x^,  x,)  im  Innern  der  Kugel 
erhalten  wir  den  Ausdruck: 

worin  der  Radius  der  Kugel  nicht  auftritt.'  Bezeichnen  wir  noch  die  Rich- 
tung der  magnetisirenden  Kraft  des  Feldes  fjf  mit  f  und  ihre  Componenten 
mit  gl,  §3,  gj,  so  ist  das  Potential  der  Kraft  fj  im  Punkte  P: 

Folglich  ist  das  Gesammtpotential  der  resultirenden  magnetischen  Kraft  $ 
an  dieser  Stelle: 

und  die  Componenten  der  Kraft  §  sind  gegeben  durch: 

*-  ""■  öF  ==  Sfn  - 1»3..  {n  -  1, 2,3). 

*  Vgl.  J.  Cl.  Maxwkll,  A  Treatiae  on  Electr.  and  Magn.  2,  487]. 
»  Vgl  F.  E.  Neomahh,  Vorleaungen  über  die  Theorie  des  MagnettsmuB,  namentl. 
üb.  d.  Theorie  der  magn.  Induction.    Leipsig  1881,  S.  27. 
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9.  Elementargesetz  der  magnetischen  Induction.  —  Es  beUr.de  sich  nun 
eine  gleichförmig  magnetisirte  Kugel  eines  homogenen  anisotropen  Krystalls 
in  einem  gleichförmigen  Magnetfelde  mit  der  magnetisirendeu  Kraft  %.  Be- 
zogen auf  ein  mit  der  Kugel  starr  verbundenes  rechtwinkliges  Axensystem 
Jj,  Zj,  Z3  seien  die  Componenten  von  g,  die  Componenten  der  resultirenden 
magnetischen  Kraft  ^  und  die  Componenten  der  Intensität  der  Magnetisirung 
in  einem  beüehigen  Punkte  P{x^jX^,x^  der  Kugel  der  Reihe  nach  be- 
zeichnet mit  Si,  Ss)  %y  $17  ^2  7  &8  ^^^  ^v  %'  %'  Alsdann  ergiebt  sich, 
unabhängig  von  der  Hypothese  der  magnetischen  Flüssigkeiten,  lediglich  aus 
dem  in  [7]  angenommenen  Princip  der  Superposition  magnetischer  Inductionen 
das  schon  von  Poissok  aufgestellte  Elementargesetz: 

Die  Componenten  der  Intensität  der  Magnetisirung  3  i^  dern  Pimkte  P 
smd  homogene  und  lineare  Funktionen  der  Componenten  der  an  der  Stelle  P 
vorhandenen  magnetischen  Kraft  ^: 

^s  =  ''81  VI  +  ^aat^a  +  *'88W> 
mrm  die  Coöfficienten  r^^^  von  der  Natur  des  Krystalls  und  der  Wahl  des 
Coordinatensystems  abhangen. 

Im  elektromagnetischen  Maasssysteme  haben  die  Grössen  3  und  ^  die 
Dimension  [Jf*  L~^  T~^'\\  die  Coefficienten  r  besitzen  die  Dimension  0. 

Tragen  wir  die  in  [8]  abgeleiteten  Werthe  für  $i,  §2»  $3  i^  ^i® 
Rektionen  I  ein,  so  folprt: 

(*+!^^n)3i    +  i7iri2   ^2+  J^n»   33==ni5l  +^'.252  +'-1353 

1*        \nr^,  3,  +  (1  +i^r22)33  ^-  \^r^z  %  ==  ^,,^1+^,2^2  +  ^235.^ 

I  ^r.^l  3i   +  J  ^^32  3^  +  U  +  §  ^^33)3s  =  r^idi  +  ''3252  +  ^83 Ss« 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  liefert  eine  zweite  Form  für  das  Elementar- 
gesetz der  magnetischen  Induction,  wonach  die  Componenten  der  Intensität 
der  Magnetisirung  3  homogene  und  lineare  Funktionen  der  magnetisirenden  Kraft 
des  Fädes  ^  sind: 

3i  =  (>nl5i  + Pia  52 +  01808 
n  32  =  ('ai  Si  +  Paa  t5a  +  PasSa 

3,  =  P81  Si  +  Psa  Sa  +  PasSa- 
Zwischen  den  Co€fficienten  q^j^  unrl  r^^  bestehen  die  Beziehungen: 

I  Ä'Pn  =  ni  +  1^(^88^!  -  ^18^81  +  ni^aa-na'-ai)  +  (H)*^ 

^Paa  =  ^aa  -  I^(^i8^ai  -  »-as^i) 

^P32  =  »'32  -  l^(''8i^ia  -  ^sa^i)» 
I 

worin  ff  und  R  die  Determinanten  der  Coöfficienten   der  linken  und  der 

rechten  Seite  in  I*  bedeuten.    Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  in  dem  Systeme 

der  Magnetisirungscoßfficienten  q  nur  dann  p^j^  =  (>j^^  sein  wird,  wenn  auch 

das  System  der  Coöfficienten  r  zur  Diagonale  symmetrisch  ist.    In  der  That 
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ist  aber,  wie  W.  Thomson  gezeigt  hat,  stets  q^j^^Qj,^  und  r^^^rsr^^,  da 
eine  im  Magnetfelde  sich  drehende  Kugel  nicht  eine  unerschöpfliche  Quelle 
von  Energie  sein  kann. 

10«   Folgerung  aus  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie.  -  Um  die 

Gleichheit  der  Magnetisirangsco^fficienten  g^^^  und  g^^  nachzuweisen,  bilden 
wir  das  Moment  des  Bjräftepaares,  welches  auf  die  Kugel  in  dem  homogenen 
Magnetfelde  einwirkt  und  sie  um  eine  Gerade  zu  drehen  strebt,  die  auf  den 
Richtungen  *  und  f  der  Magnetisirung  und  der  Kraftlinien  des  Feldes  senk- 
recht steht.    Für  die  Yolumeneinheit  beträgt  dieses  Moment: 

d«  3g  sin  (i/o. 

Bezeichnen  wir  die  Richtungscosinus  von  i  und  f  in  Bezug  auf  das  Axen- 
system  X^,  X^,  X^  mit  i^,  t^,  i^  und  /i,  /i,  f^,  so  ist: 

folglich: 

^  -  (3sf5s  -  %%,?  +  (3s5i  -  %^^?  +  (3,52  -  %%i? 

wenn  d^^d^^d^  die  Gomponenten  von  d  nach  den  Goordinatenaxen  bedeuten. 
Denmach  ist  das  Moment  des  Kräftepaares,  welches  die  ganze  Kugel  mit  dem 
Radius  a  um  die  Axe  X^  in  dem  Sinne  von  X^  gegen  X^  zu  drehen  strebt: 

D,^\na\d,^\na^{^,%,^^%,) 

Fällt  die  Richtung  der  magnetischen  Kraft  des  Feldes  insbesondere  in  die 
Ebene  X3-X3,  so  dass  i^X^  =  1/;  und: 

5i  =  0,      f5a  =  5<50st//,      g3  =  gsini/f 

ist,  so  leistet  das  auf  die  Kugel  wirkende  Kräftepaar  bei  der  Drehung  der- 
selben um  den  Winkel  d^p  die  Arbeit  D^d\p  oder: 

I  ^a^5*[(>a3  siiiV  -  (>sa  cos*i//  +  (ßa«  -  Pss)  sin  t^  cos  i/zldV' . 
Mithin  betragt  die  bei  einer  vollen  Umdrehung  der  Kugel  geleistete  Arbeit: 

/Z),rft//  =  S;r»a»gf«((>88-(>82). 
0 

Damit  nun  die  Kugel,  welche  in  ihre  ursprüngliche  Lage  unter  den  an- 
fanglichen Bedingungen  zurückgekehrt  ist,  nicht  eine  unerschöpfliche  Quelle 
von  Energie  werde,  muss  dieser  Ausdruck  der  Null  gleich,  also  q^^  =  q^j 
sein.    In  analoger  Weise  folgt  q^^  =  P13,  P12  =  Q2V 

Demnach,  ergiehi  sich  aus  dem  Princip  der  Erkaltung  der  Energie,  ^"^«^ 
die  Ersctieinungen  der  magneHschen  Induktion  in  einem  homogenen  Krystaü  des 
trUdinen  Systems  nickt  von  neun,  sondern  von  secks  Magnetisirungscoeffioimien 
Qiu  9t2J  9999  999)  991  j  9ii  abkängen. 
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Wir  bemerken  den  fundamentalen  Unterschied  gegenüber  den  Vorgangen 
der  stationären  Strömung  der  Wärme  und  der  Elektricität.  In  der  That 
ist  zur  Unterhaltung  dieser  Vorgänge  ein  continuirlicher  Auftrand  von  Energie 
erforderlich,  während  der  durch  die  Wirkung  eines  unveränderlichen  Magnet- 
feldes einmal  hergestellte  Zu^^tand  der  Magnetisirung  eine  beliebig  lange  Zeit 
hindurch  ohne  Aufwand  von  Energie  bestehen  bleibt. 

11.   inductionsellipsoid.  —  Die  Relationen  II   gestatten  eine  ähnliche 
geometrische  Deutung  wie  die  Geichungen  I*  auf  S.  126 — 127: 
Betrachtet  man  den  Krafivector  ^  als  Badiusvector  des  Eüipsoids: 

90  ist  die  Richtung  der  Magnetisinmg  3  gegeben  durch  die  Normale  der  Tan- 
gentialebene an  dieses  Eüipsoid  im  Endpunkte  von  ^  und  die  Grösse  des 
Veetors  3  ist  gleich  dem  reoiproken  Werthe  des  Abstandes  der  Tangentialebene 
Tom  Mittelpunkte  des  Eüipsoids, 

Im  Allgemeinen  fäUt  die  Richtung  der  Magnetisirung  nicht  zusammen 
mit  der  Richtung  der  Kraftlinien  des  homogenen  Magnetfeldes,  in  welches 
die  Kugel  gebracht  wurde.  Es  sind  aber  stets,  auch  in  einem  triklinen 
Kiystall,  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  gerade  Linien  —  die  Symmetrie- 
axen  des  InduciionseUipsoids  —  vorhanden,  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Magnetisirung  der  Kugel  in  der  Richtung  der  Kraftlinien  des  Feldes  statt- 
findet, sobald  eine  dieser  Linien  zu  den  Kraftlinien  parallel  ist. 

Bezogen  auf  seine  Symmetrieaxen  Xj,  dc^,  X^  sei  die  Gleichung  des 
Inductionsellipsoids : 

Demnach  sind  die  Halbaxen   gegeben  durch   die  reciproken   Werthe  der 
Quadratwurzeln  aus  den  Hauptmagneiisirungscoefficienten  p^,  pj;  ('s* 
Das  Elementargesetz  II  nimmt  jetzt  die  Form  an: 

worin  3j>i,  3o2,  3o8  und  gon  So«»  5o3  ^^  auf  die  Symmetrieaxen  des  In- 
ductionsellipsoids bezogenen  Componenten  der  Magnetisirung  und  der  mag- 
netischen Kraft  des  Feldes  bedeuten.  Man  kann  daher  den  Hauptmagneti- 
5iningscoefficienten  p^  eines  Krystalls  auch  definiren  als  den  Coöfficienten, 
mit  welchem  die  magnetische  Kraft  eines  homogenen  Magnetfeldes  multi- 
plicirt  werden  muss,  um  die  Intensität  der  Magnetisirung  einer  Kugel  aus 
jenem  Krystall  zu  erhalten,  die  in  das  Feld  derart  eingeführt  wird,  dass  die 
^ymmetrieaxe  3£^  den  Kraftlinien  des  Feldes  parallel  ist. 

Bezeichnet  man  die  nach  den  Symmetrieaxen  des  Inductionsellipsoids 
genommenen  Componenten  der  resultirenden  magnetischen  Kraft  §  an  der 
Stelle  P  mit  ^^u  ©02»  $o8>  ^^^  setzt  man 

VOX  ^  ^1  VOl  i       3^08  **  ^2  V02 1       3o«  —  ^3  V03  t 
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so  ergiebt  sich,  da  nach  [8]: 

^n  —  5o»  —  f  ^3on  (n  »  1,  2,  3) 

ist,  für  da«  Elementargesetz  der  magnetischen  Induction: 

Demnach  bestehen  zwischen  den  Coöfficienten  r„  und  g^  die  Beziehungen: 

Sind  die  HanptmagnetisirungBCOäfficienten  sehr  klein,  wie  bei  allen  diamagnetiBchen 
und  der  Oberwiegenden  Mehrsahl  der  magnetischen  Kxystalle,  so  ist  r,  =>  ^.  zu  setzen. 
In  diesem  Falle  ist  die  Einstellung  der  Krjstalle  im  Magnetfelde  von  ihrer  Gestalt 
unabhängig,  wofern  nicht  die  Dimensionen  derselben  nach  yerschiedenen  Richtungen 
allzu  ungleich  sind. 

13.  Magnetische  PermeabilitSt.  —  Die  HauptmagnetisirungscoefGcienten 
9i9  Q2y  Qb  werden  von  W.  Thomson  die  magneäseken  Uauptaufnahmefäkig- 
keiten  (principal  magnetic  suseeptibilities)  genannt.  Ihre  Einführung  beruht 
auf  der  ,,poIaren^^  Definition  der  magnetischen  Kraft  an  einer  Stelle  P  im 
Inneren  des  magnetisirten  Krystalls  (S.  197).  Legt  man  aber  die  „elektro- 
magnetische^'  Definition  jener  Kraft  zu  Grunde,  indem  man  für  die  Höhlung, 
durch  welche  der  Punkt  P  ausgeschieden  wird,  die  Form  einer  dünnen 
kreisförmigen,  zur  Richtung  der  Magnetisirung  senkrecht  stehenden  Platte 
wählt,  so  ist  die  inducirte  Magnetisirung  des  Krystalls  durch  drei  andere 
Constanten  fJ^y  fi^,  fis  oharakterisirt,  welche  W.  Thomson  die  magneHschfffi 
Hauptdurchlässigkeiten  (principal  magnetic  permeabilities)  nennt.  ^ 

Um  die  Beziehung  zwischen  den  Coeffidenten  g^  und  /a^  aufeustellen, 
hat  man  zu  beachten,'  dass  auf  einen  magnetischen  Einheitspol  an  der 
Stelle  P  durch  die  magnetische  Oberflächenschicht  der  Höhlung  eine  Er&ft 
ausgeübt  wird,  deren  Gomponenten  nach  den  Symmetrieaxen  der  Magneti- 
sirung gegeben  sind  durch  4n%^,  ^n^o2i  ^^Sos*  Diese  Gomponenten  treten 
demnach  zu  den  Gomponenten  der  Kraft  ^  hinzu.    Setzt  man  nun: 


'  W.  Thomson,  Magnetic  Permeability,  and  Analogues  in  Electro-static  Indnctioii, 
Conduction  of  Heat,  and  Fluid  Motion.  Beprint  of  Papera  on  Electrost  and  Magn. 
London  1872,  p.  482.  ~  Von  henrorrageudem  Interesse  sind  die  Abbildongen  in  der 
Note:  Diagrams  of  Lines  of  Force;  to  iliostrate  Magnetic  Perme&bilitj.  Repr.  p.  485. 
VgL  On  certain  Magnetic  Gurves;  with  Applications  to  Problems  in  the  Tlieoiies  of 
Heat,  Electricity  und  Fluid  Motion.    From  Jäep.  Brit.  Assoc.  1852,  Repr.  p.  514. 

*  Vgl.  J.  Gl.  Maxwell,  A  Treatise  on  Electr.  and  Maga.  2,  3d9,  400,  42  d. 
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so  wird  die  Vectorgrösse  89,  deren  Componenten  801,  99o2j  ®o3  sind,  die  mag- 
netis^  InducHon  an  der  Stelle  P  im  Innern  des  KrystaUs  genormt.  In  diesem 
Siime  genommen  besitzt  also  die  Bezeichnung  „magnetische  Induction'^  eine 
(fuanäiaüioe  Bedeutung.  Es  ergiebt  sich  nunmehr  für  das  Elementargesetz 
der  inducirten  Magnetisirung: 

»0,  -  (1  +  4ÄrO$oi 

»o3=(l  +  45ir,)C^o8- 
Und  die  hierin  auftretenden  Co^fficienten: 

1  +  4Lnr^  =  jit,,  (»  =  i.  2,  8), 

Mnd  jene  magnetischen  Hauptdurchlässigkeiten  in  den  Richtungen  der 
Symmetrieaxen  3£i,3E,,3£,.    Demnach  besteht  die  Beziehung: 

Die  magnetische  Permeabilität  ist  für  alle  Körper  positiv,  nämlich  für 
den  leeren  Baum  gleich  1,  für  magnetische  Körper  >  1  und  für  diamagne- 
tische Substanzen  <  1. 

Die  magnetische  Induction  93  ist  eine  Vectorgrösse  von  der  Natur  einer 
Strömung.  Sie  befriedigt  dieselben  Stetigkeitsbedingungen  wie  die  Strömung 
der  Wärme  und  der  Elektricitäi  Erst  durch  die  Einfuhrung  dieser  Grösse 
tritt  in  den  Problemen  der  Leitung  der  Wärme,  der  Strömung  der  Elektricität, 
der  magnetischen  und  der  dielektrischen  Polarisation  jene  Analogie  hervor, 
welche  W.  Thomson  eben  mit  Benutzung  des  Begriffes  der  Permeabilität 
auszudrucken  suchte.  Aus  seiner  Darlegung  sei  folgende  Stelle  hervorgehoben. 

„The  Singular  combination  of  matheqiatical  acuteness,  with  e^perimental 
research  and  profound  physical  speculation,  which  Fabaday,  though  not  a 
..mathematician'S  presented,  is  remarkably  illustrated  by  bis  use  of  the 
eipression,  eonduotmg  power  of  a  magnetic  medmn  for  lines  of  force.  The 
analogue  corresponding  to  conducting  power  of  a  solid  for  heat,  or,  as  it  is 
shortly  called,  „thermal  conductivity'^,  is,  in  electrostatic  induction,  the  „specific 
indnctive  capacity^'  of  the  di-electric;  in  magnetism  it  is  not  what  has 
hitherto  been  ciüled  magnetic  inductive  capacity,  —  a  quality  which  is 
negative  in  dia-magnetics,  but  it  is  Fabadat's  „conducting  power  for  lines 
of  force^';  and  in  hydrokinetios  it  is  flux  per  unit  area,  per  unit  intensity 
of  eneigy.  The  common  word  „permeability^^  seems  well  adapted  to  express 
the  gpecifie  quality  in  each  of  tiie  four  analogous  subjects.  Adopting  it  we 
have  thermai  permeabiUiy,  a  synonym  for  thermal  conductivity;  permeabiUiy 
for  Unes  of  eleetrio  foree,  a  synonym  for  the  electro-static  inductive  capacity 
of  an  insulator;  magnMß  penneabiH^,  a  synonym  for  conducting  power  for 
lines  of  magnetic  foice;  and  hydrokynetic  permeahility,  a  name  for  the  specific 
quality  of  a  porons  solid,  according  to  which,  when  placed  in  a  mowing 
frietionleas  liquid,  it  modifies  the  flow.<< 
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13.  Gleichgewichtsstellungen  einer  Kugel  in  einem  homegenen  Magnet- 
felde. —  Es  sei  eine  Engel  aus  einem  homogenen  anisotropen  Eiystall  in 
einem  gleichförmigen  Magnetfelde  in  solcher  Weise  unterstützt,  dass  sie  sich 
um  ihren  Mittelpunkt,  der  unbeweglich  bleiben  soll,  frei  drehen  kann.  Unter 
dieser  Voraussetzung  wird  sich  die  Kugel  nur  dann  im  Gleichgewichte  be- 
finden, wenn  das  von  der  Einwirkung  des  Feldes  an  ihr  hervorgerufene 
Drehungsmoment  D  gleich  Null  ist.  Bezogen  auf  die  Symmetrieaxen  der 
Magnetisirung  SEj,  Xg,  X,  ist  das  Quadrat  dieses  Drehungsmoment^  nach  [10] 
und  [11]: 

=  (J  ^  «^)' 5*  [(P2  -  (^3)V02  Vo3*  +  (P3  -  (>,)V03  Voi^  +  (Pl  -  P2)  Vo,  Vo^T 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  Richtungscosinus  der  Axe  /  des  auf  die 
Kugel  wirkenden  Kraftepaares  die  Werthe: 

COS(/XO  =  ^^V02/"03,      COS(/3E3)  =  ?-^^i/-o3/on      COS  (iSEs)  =  ^"^^  ^0,  Ar 

Soll  nun  Z)  =  0  sein,  so  müssen  die  in  P  enthaltenen  Quadrate  einzeln 
verschwinden,  so  dass: 

((>J  -  Qz)  foi  fo3  =  0,      (P3  -  (>,)  /o3  /"oi  =  0,      {(}^  -  pj)  ^l  ^j  =  0. 

Da  aber  vorausgesetzt  wurde,  dass  die  Hauptmagnetisirungsco^fficienten  Oy 
p,,  pj  von  einander  verschieden  seien,  so  müssen  hiemach,  wenn  Gleich- 
gewicht bestehen  soll,  je  zwei  der  Richtungscosinus  /", ,  /"g,  f^  verschwinden. 
Demnach  ist  für  eine  Oleichgewichtssteüung  der  Kugel  erfordernde,  dass  m^ 
der  Symmetrieaxen  der  MagneHsirung  mU  der  Richtung  der  KraftUttien  dei 
Feldes  xusammenfällt.  • 

Hat  die  Axe  l  insbesondere  die  Richtung  der  Symmetrieaxe  3£,,  so  ist 
das  Drehungsmoment,  wie  aus: 

A=i^«'-5*-(p2-P3)/"o2/o3 
hervorgeht,  proportional  der  Differenz  Q^  —  Q^y  welche  aus  den  redproken 
Werthen  der  Quadrate  der  Halbaxen  in  der  Schnittellipse  des  Inductions- 
ellipsoids  mit  der  zur  Drehungsaxe  X^  senkrechten  Diametralebene  gebildet  ist. 
Es  gilt  aber  ganz  allgemein  der  Satz:  wenn  die  Kugel  unler  der  Ein- 
wirkung des  Magnetfeldes  um  einen  beliebig  gerichteten  Durchmesser  l  roHri,  so 
ist  das  Drehungsmoment  des  Kräftepaares  stets  proportional  der  Differenz  dn 
reciprnkcv  Werthe  der  Quadrate  der  HaJbaxen  in  der  Schniüdlipse  des  InducHons- 
eüipsoids  mit  der  %ur  Drehungsaxe  l  senkrechten  Diametralebene  desselben.  Um 
den  Nachweis  hierfür  zu  liefern  setzen  wir  voraus,  dass  Pj  >  (>2  >  Ps?  ^'^ 
3Ej  die  Symmetrieaxe  der  stärksten,  Xj  jene  der  schwächsten  Magnetisirung 
sei.  Dann  bestehen  zwischen  den  Halbaxen  des  Inducüonsellipsoids  die  Un- 
gleichungen l/y^<  1/1^<  l/"/(>s-  Die  in  der  Ebene  SE,  3Ei  gelegenen 
Normalen  der  Kreisschnitte  des  Inductionsellipsoids  seien  bezeichnet  mit  A,  Ä, 
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Bedeutet  2  V  den  von  der  grössten  Halbaxe  des  Inductionsellipsoids  ^.^  balbirten 
Winkel  (AÄ\  so  ist: 

(1)  cos«  7=2^^^:^,    sin«F=2^^=^. 

Ferner  seien  bezeichnet  die  Halbaxen  der  Ellipse,  in  welcher  das  Inductions- 
eUipsoid  von  der  zur  Drehungsaxe  /  senkrechten  Diametralebene  geschnitten 
wird,  mit  1/V^  und  I/I/öTj  [a^  >  o^)  und  die  Winkel  {lÄ)  =  ^,  {lÄ)^if^\ 
wobei  9  und  (p  von  Null  bis  n  genommen  werden  sollen.  Alsdann  g^t 
die  Sektion^: 

(2)  <T^  —  tfj  =  (pj  -  p3)8in ysin y'. 

Mit  Bücksicht  auf  (1)  nimmt  der  Ausdruck  für  das  Quadrat  des  Drehungs- 
momentes  folgende  Gestalt  an: 

D»  =  {\na^?%^{Q,  -  (>s)"l/osVo,*co8*  V+  Uf,,^  +  /oiVoa^sin^F]. 

Mithin  ist  nach  (2): 


<yi  — <ya 
1114JP  Bin< 

Hieraus  folgt  aber  der  soeben  ausgesprochene  Satz 


^  =  *^«'-S^-sin^^=^-[/o2Vo3'cos*F  + 


14.  Die  magnetischen  Axen.  —  FäUt  die  Drehungsaxe  /  mit  der  Nor- 
male einer  Kreisschnittebene  des  Inductionsellipsoids  zusammen,  so  ist  a^  =^a^ 
und  9?  oder  y'«  0.  Demnach  erhält  das  Drehungsmoment  D  den  unbe- 
stimmten Werth  0/0,  und  die  Kugel  befindet  sich  im  indifferenten  Oleich- 
gewicht.  Mau  bezeichnet  nach  J.  Plückeb  die  Richtungen  der  Normalen 
A  und  Ä  als  die  magneHschen  Axen,  Wird  die  Kugel  nach  der  Richtung 
triner  magnetischen  Axe  zwischen  den  Polen  eines  Elektromagneten  auf- 
gt^hängt,  so  kann  sie  keine  bestimmte  Einstellung  annehmen;  sie  verhält 
sich  alsdann  wie  ein  magnetisch  isotroper  Körper. 

Der  magnetische  Charakter  wird  positiv  oder  negativ  genannt,  je  nach- 
dem der  spitze  Winkel  der  magnetischen  Axen  von  der  Symmetrieaxe  der 
btärksten  oder  der  seh  wächston  Induction  halbirt  wird;  mithin  ist  nach  der 
in  [13]  getroffenen  Festsetzung  in  dem  ersteren  Falle  2F>90^,  in  dem 
leteteren  dagegen  <  90  ^ 

Je  nachdem  2V  ^  n  oder  ^  0  ist,  erhält  man  den  speciellen  Fall  eines 
KrystaUs  mit  einer  Axe  der  Isotropie  von  positivem  oder  von  negativem 
magnetischen  Charakter;  in  dem  ersteren  Falle  ist  (^2  =  (^a»  i^  d®^  ^0*2- 
leren  g^  =  g^. 

^  Diese  Gleichung  wird  im  Zusammenhange  mit  anderen  Relationen  in  dem  über 
dib  optischen  Eügenschaften  der  KrystaUe  handelnden  Kapitel  abgeleitet  werden.  Je 
n&chdem  man  das  InductionseUipsoid  mit  dem  Indezellipsoid  (Mag  Cüllaqh)  =  Polari- 
BüionsellipBoid  (Caucby)  oder  mit  dem  von  Fbesnbl  zur  Construction  der  Strahlen- 
fliehe  benutzten  Ellipsoid  vergleicht,  entsprechen  den  HanptmagnetisirungscoSfficienteu 
<Ü6  Quadrate  der  Uauptlichtgeachwindigkeiten  oder  die  Quadrate  der  Uauptbrechungs- 
verhiitoisse  und  den  magnetischen  Axen  die  optischen  Axen  oder  die  Strahlenaxen. 
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15.  Potentielle  Energie  einer  magnetisirbaren  Kugel  in  einem  liomogenen 
Magnetfelde.  —  Das  auf  die  Kugel  wirkende  Eraftepaar  leistet  bei  einer 
Drehung  der  Kugel  um  den  Winkel  Ss  um  den  Durchmesser  l  die  Arbeit 
DSb,  wenn  D  das  Drehungsmoment  des  Kraftepaares  bedeutet.  Bezeichnet 
man  mit  W  die  potentielle  Energie  der  Kugel,  so  ist  demnach  die  Aende- 
rung  derselben: 

(1)  SW^-DSs. 

Das  Drehungsmoment  hat  den  Werth: 

worin  v  das  Volumen  der  Kugel  und  e  den  Winkel  {if)  zwischen  den  Rich- 
tungen der  Intensität  der  Magnetisirung  und  der  Kraftlinien  des  Feldes 
bedeuten.  Es  seien  jetzt  A^,  ^3,  A,,  i|,  %,  «3  und  fiy  ff,  f^  die  Bichtungs- 
Cosinus  von  l,  i  und  f  in  einem  beliebigen,  mit  der  Kugel  starr  verbundenen 
rechtwinkligen  Axensjsteme  X^^  X^,  X^]  alsdann  folgt  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  /  auf  i  und  f  senkrecht  steht, 

i)  =  «3 5  [Aj  sin  6 .  Aj  +  Aj  sin  e .  Aj  +  A3  sin  6 .  A3] 

=  t;[(3,5,-3,53)Aa  +  (335i-3i5s)A3  +  (3,f53--3.gf,)A3]. 

Bei  der  Drehung  der  Kugel  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  ^e  ändern 
sich  die  ßichtungscosinus  der  Kraftlinien  /i,  /,,  /i-  Zerlegen  wir  die  Dreh- 
ung 3  t  in  die  Drehungen  um  die  C!oordinatenaxen: 

so  ist: 

folglich: 

5*A  =  ®2A,-gf3A3)*a 
oder: 

Analoge  Werthe  gewinnt  man  für  Jg,  und  S%^  durch  oyolische  Ver- 
tauschung der  Indices.  Demnach  ergiebt  sich  jetzt  für  die  Aenderung  der 
Energie  der  Kugel,  ausgedrückt  durch  die  Componenten  der  magnetischen 
Kraft  des  Feldes,  die  Componenten  der  Intensität  der  Magnetisirung  und 
das  Volumen  der  Kugel: 

(2)  SW t;(3i^^gi+3,55,  +  33*3f8)- 

Auch  aus  dieser  Gleichung  gehen  die  auf  S.  200  gewonnenen  Relationen 
i^hk  ^  9kh  zwischen  den  Magnetisirungscoefficienten  hervor:  damit  die  sich 
drehende  Kugel  nicht  eine  unerschöpfliche  Quelle  von  Energie  vrird,  mass 
die  rechte  Seite  von  (2)  ein  voUatändiges  Differential  darstellen;  demnach 
muss,  da  nach  dem  Elementargesetze  (II)  in  [9]  3u  dSgy  %  homc^ene  lineare 
Funktionen  von  %ij  ^,,  fjf,  sind,  W  eine  quadratische  Funktion  von 
5u  5»»  Ss  sein. 
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Aus  (2)  folgt: 

Wählt  man  insbesondere  die  Symmetrieaxen  Xj,  Xj,  3^3  zu  Coordinaten- 
axen,  so  ist: 

(4)  W ^-^[Q.U.'  +  Qj^^  +  Q^U'). 

Kann  sich  nun  die  Eugel  um  ihren  Mittelpunkt  frei  drehen,  so  ist  sie 
nach  [13]  nur  dann  im  Gleichgewichte,  wenn  eine  der  Symmetrieaxen  mit 
der  Richtung  f  der  Kraftlinien  des  Feldes  zusammenfallt,  d.  h.  wenn  für 
die  Richtungscosinus  /öj,  ^2>^s  ^i^^s  ^^^  Werthsysteme  1, 0, 0;  0, 1, 0;  0, 0, 1 
gilt.  Die  besondere  Natur  des  Gleichgewichts  ergiebt  sich  aus  dem  Werthe 
der  potentiellen  Energie. 

Wir  betrachten  zunächst  magnetische  Erystalle,  deren  Hauptmagneti- 
sirungsGO^fficienten  p^,  g^^  q^  positiv  sind. 

Erystalle  ohne  Axe  der  Isotropie. 
(RhombiBchefl,  monoklines,  triklines  System.) 
Sind  jene  Coöfficienten  von  einander  verschieden,  (>i  >  (>3  >  ßs»  so  be- 
findet sich  die  Eugel  im  stabilen  Gleichgewichte,  wenn  die  Energie  ein 
Minimum,  also  der  in  Klammern  eingeschlossene  Factor  in  (4)  ein  Maximum 
ist.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Symmetrieaxe  der  stärksten  Magneti- 
sinmg  X|  in  die  Richtung  f  der  Kraftlinien  fallt,  so  dass 

ist  Da  jede  Stellung,  welche  die  Kugel  in  diesem  Falle  durch  eine  Drehung 
um  die  Richtung  f  annimmt,  eine  Gleichgewichtslage  ist,  so  könnte  dieses 
Gleichgewicht  auch  als  ein  neutrales  bezeichnet  werden. 

Die  Kugel  ist  im  labilen  Gleichgewichte,  wenn  eine  der  Symmetrieaxen 
i,,  3E,  zur  Richtung  der  Kraftlinien  parallel  läuft,  also  die  Axe  der  stärksten 
Hagnetisirung  zn  dieser  Richtung  senkrecht  steht. 

Erystalle  mit  einer  Axe  der  Isotropie. 
(Hezagonales  und  tetragonales  System.) 

I.  Sind  die  beiden  kleineren  Hauptmagnetisirungsco^fficienten  einander 
gleich  {g^  ^  p,),  handelt  es  sich  also  um  einen  Sjrystall  von  positivem  mag- 
netischen Charakter,  so  ist  die  Kugel  im  stabilen  Gleichgewichte,  wenn  die 
Axe  der  Isotropie  in  die  Richtung  f  der  Kraftlinien  fallt.  Wieder  könnte 
dieses  Gleichgewicht  ein  neutrales  genannt  werden,  da  jede  Stellung,  in 
welche  die  Kugel  durch  Drehung  um  die  Richtung  f  gelangt,  eine  Gleich- 
gewichtslage ist 

Die  Kugel  befindet  sich  im  labilen  Gleichgewichte,  falls  die  Axe  der 
Isotropie  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  steht. 
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II.  Besitzt  der  Krystall  einen  negaUven  magnetischen  Charakter  [Qi=g^], 
80  wird  sich  die  Kugel  in  einem  stabilen  Gleichgewichtszustande  befinden, 
wenn  die  zur  Axe  der  Isotropie  senkrechte  Ebene  den  Kraftlinien  parallel 
läuft.  Unter  zwei  Oesichtspunkten  kann  in  diesem  Falle  das  Gleichgewiclit 
als  ein  neutrales  bezeichnet  werden:  denn  es  wird  jede  Stellung,  in  welche 
die  Kugel  durch  eine  Drehung  um  die  Sichtung  der  Kraftlinien  oder  um 
die  Axe  der  Isotropie  gebracht  werden  kann,  eine  Gleichgewichtslage  sein. 

Die  Kugel  ist  im  labilen  Gleichgewichte,  wenn  die  Axe  der  Isotropie 
den  Kraftlinien  parallel  gerichtet  ist 

Isotrope  Krystaüe. 

(Begolftres  System.) 
Da  die  Energie  für  q^  =  q^:=s  g^  einen  Constanten  Werth  besitzt,  so 
befindet  sich  eine  Kugel  aus  einem  magnetisch  isotropen  Krystall  unter  dem 
Einflüsse  eines  homogenen  Magnetfeldes  in  jeder  Stellung  im  Gleichgewichte.  — 

Handelt  es  sich  um  diamagnetisehe  Krystalle,  so  sind  die  Werthe 
von  Qi,  Q21  9s  negativ.  Daraus  folgen  Sätze,  welche  den  soeben  abgeleiteten 
entgegengesetzt  sind:  das  stabüe  Gleichgewicht  tritt  ein,  wenn  die  Bichtung 
der  schwächsten  Magnetisirung  zu  den  Kraftlinien  parallel  ist 

Das  Resultat  ist  also  dieses.  Eine  um  ihren  Mittelptmkt  frei  beu?egliehe 
KrystaUkugel  siusht  sieh  in  einem  homogenen  Magnetfelde  so  einzustellen,  dass 
die  Symmetrieaxe  der  grössien  magnetisohen  oder  der  Tdeinsien  diamagnetiseken 
InducOon  in  die  Richtung  der  Kraftlinien  fäUL 

16.  Experimentelle  Prüfung  der  Theorie  von  W.  Thomson.  —  Das  Drehungs- 
moment Z),  welches  in  einem  homogenen  Magnetfelde  mit  horizontalen  Kraft- 
linien auf  eine,  um  ihren  verticalen  Durchmesser  drehbare  KrystaUkugel 
ausgeübt  wird,  ist  nach  [13]  abhängig  von  der  Feldstärke  g,  dem  Volumen 
der  Kugel  v,  den  Werthen  der  Hauptmagnetisirungscoöfficienten  der  Kugel 
Pi?  Päj  Qz  ^^^  ^^^  2^  Orientirung  der  Kugel  in  dem  Magnetfelde  dienenden 
Grössen.  Wir  wollen  diese  Orientirung  bestimmen  durch  die  Richtungscosiniis 
der  magnetischen  Symmetrieaxen  3Ei,  3£2>  3^3  gegen  ein  rechtwinkliges  Axen- 
system,  welches  durch  die  Richtung  der  Kraftlinien  f  und  die  Aufhängungs- 
richtung l  gegeben  ist  Die  zu  f  und  l  senkrechte  Gerade  sei  bezeichnet 
mit  6,  so  dass  le  die  Aequatorialebene  des  Feldes  ist.  Das  Schema  der 
Bichtungscosinus  sei: 


^ 

^ 

3E, 

f 

f. 

fm 

U 
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«Ol 
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Unter  diesen  Yoranssetzongen  ist  nach  [18],  S.  204: 

oder: 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere  für  einen  KrysiaU  mit  einer  Axe  der 
Isotropie  3£i,  in  welchem  g^  —  Qs  ^• 

oder:  * 

(1)  D  =  ±  t;  3f'  (pi  —  (>j)  sin*  &  sin  rp  cos  i^, 

falls  mit  S-  die  Neigung  der  Axe  der  Isotropie  y  gegen  die  Aufhängungs- 
lichtung und  mit  i/;  der  Winkel  zwischen  dem  Hauptschnitte  der  Auf- 
hängungsrichtung (d«  i.  der  Yerbindungsebene  IX^)  und  der  Aequatorial- 
ebene  le  bezeichnet  wird,  so  dass: 

/iji  =  sini^sin-i^,  e^^  =  sin^S-cost//. 
Das  Gesetz  (1)  ist  durch  Fb.  Stbngbb  und  W.  König  einer  experimen- 
tellen Prüfung  unterzogen  worden.  ^  Das  Material  dieser,  durch  Genauigkeit 
der  Methoden  und  Sorgfalt  der  Durchfuhrung  ausgezeichneten  Arbeiten  bildeten 
Kugeln  aus  Kalkspaih  von  Island,  Im  Ealkspath,  einem  positiven  Erystall 
mit  diomagnelischer  Masse,  ist  die  Induction  am  grössten  in  der  Richtung 
der  Axe  der  Isotropie  y,  aber  q^  und  p,  haben  negative  Werthe.  Eine 
Ealkspathkugel  sucht  daher  ihre  Axe  y  mit  dem  Drehungsmomente: 

(2)  D  =  V  g^  ((>2  —  Q^  sin*  ß-  sin  ip  cos  v 
in  die  Aequatorialebene  zu  stellen. 

Ermittelt  man  nun  den  Werth  dieses  Drehungsmomentes  für  eine  Ealk- 
spathkugel mit  dem  Volumen  v  und  der  Orientirung  #,  i//  in  einem  Magnet- 
felde von  der  Intensität  %  so  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth  der  Differenz  q 
der  HavpimagneHsirungsconstanien  des  Kalkspaih: 

_      __      ^ 1 j. 

"       *^2       (ri       p  cjs  gißS  ^  sin  ^  coa  y/ 

Und  diese  Differenz  muss,  wenn  die  W.  TnoMSON'sche  Theorie  gelten  soll, 
sich  als  eonstant  erweisen  bei  einer  Aenderung  der  Intensität  des  Feldes 
oder  der  Orientirung  der  Kugel  oder  endlich  bei  der  Einführung  einer  Kugel 
von  anderem  Volumen. 

Das  Drehungsmoment  D  kann  nach  einer  Torsionsmethode  oder  durch 
Beobachtung  der  Schwingungsdauer  der  Kugel  gemessen  werden. 

'  Fb.  SrsiresB,  lieber  das  Verhalten  des  Kalkspaths  im  homogenen  magnetischen 
Felde.  Ann.  d.  Pbjs.  N.  F.  20,  304,  1883.  lieber  die  Gesetze  des  Krystallmagnetis- 
mna    OncL  35,  381,  1888. 

W.  Kdne,  Magnetische  Untersuchungen  an  Krystalien.  Ann.  d.  Phys.  N.  F. 
31,  278,  1887. 

I,  VhjB,  Kr7>tell<Hrr.  U 
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1.  Torsionsmetliodeu.  Die  Kugel  sei  an  einem  Torsionskopfe  6i/Uar 
derart  aufgeMngt,  dass  ihr  verticaler  Durchmesser  unter  dem  Winkel  # 
gegen  die  Axe  der  Isotropie  geneigt  ist.  Bezeichnet  man  mit  M  das  Träg- 
heitsmoment der  Aufhängung,  mit  T^  die  auf  unendlich  kleine  Bogen 
reducirte  Schwingungsdauer  der  noch  nicht  magnetisirten  Engel,  so  ist  die 
Directionskrafk  der  Torsion: 

Um  insbesondere  die  Abhängigkeit  des  Drehungsmomentes  D  von  dem 
Winkel  ö-  zu  untersuchen,  sei  der  Kugel,  während  der  Elektromagnet  noch 
nicht  erregt  ist,  eine  Ruhelage  ertheilt,  in  welcher  die  Axe  der  Isotropie  in 
der  Aequatorialebene  des  Feldes  liegt,  so  dass  also  -i//  =  0  ist.  Wird  nnn 
der  Torsionskopf  um  den  Winkel  ff^  gedreht,  und  darauf  der  Magnetismus 
erregt,  so  wird  jetzt  die  Kugel  aus  der  äquatorialen  Stellung  um  einen 
Winkel  qp^  abgelenkt,  für  welchen  die  Beziehung  gilt: 

Tsin(<)Po-(]pJ=/), 
faUs  in  dem  Ausdruck  (2)  tp^  an  Stelle  von  \p  gesetzt  wird.    Demnach  be- 
steht zwischen  den  durch  Messung  zu  bestimmenden  Grössen  v,  Jf,  T^,  §. 
&,  (p^,  (f^  und  der  gesuchten  Differenz  ^  =  ^2  ~~  Pi  ^®  Relation: 

—  "'^  _      Bin  (yo  —  y J 
^  ""    To*      V  3f*  sin'^  sin  tp^  cos  y^  ' 

Bedient  man  sich  einer  unifUarm  Aufhängung,  so  ist: 

^(<)Po-  9>J  =  ^. 
wenn  in  (2)  wieder  \p  durch  (p^  ersetzt  wird.    Für  geringe  Torsionen,  wie 
sie  hier  zur  Anwendung  kommen,  ergiebt  sich  aus  (2): 

so  dass: 

^  _  n^M 1 yo-ym 

2.  Schwingungsmethode.  Nachdem  die  Directionskrafk  der  Torsion 
T  =  x^M/Tq^  an  der  nicht  magnetisirten  Kugel  ermittelt  ist,  wird  der 
Elektromagnet  erregt  und  die  Schwingungsdauer  T^  der  magnetischen  Kngel 
bestimmt  und  auf  unendlich  kleine  Bogen  reduc^  Befindet  sich  in  der 
Ruhelage  der  Kugel  die  Axe  y  wieder  in  der  Aequatorialebene  {\fß  ==0),  so 
besteht  die  Relation: 

Folglich  ist: 

_      n^M      (  1        j_\ 

Apparat  und  Btobacbtungsmethod«  von  Fr.  Siengar.  —  Die  Einnohtniig  des  von 
Fb.  STSHesa  in  seiner  ersten  Arbeit  benutzten  Apparates  wird  dorch  daa  Sehema 
Fig.  108  erlftntert 
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Magnetfeld.  A  xmd  B  sind  die  horizontalen  Schenkel  eines  RuHHKOHFF'schen 
Elektromagnete  mit  flachen,  im  Dnrchmesser  17  cm  messenden  nnd  um  8,8  cm  von 
einander  abstehenden  Polplatten;  die  Enden  der  Drahtumwickelangen  sind  mit  ah  cd 
beieichnet 

F  ist  die  stromgebende,  ans  acht  grossen  B(TNSBH*schen  Elementen  bestehende 
Batterie.  Um  den  Strom  und  die  Intensität  des  Feldes  constant  zu  erhalten,  wurde 
mit  der  Abnahme  des  Stromes  Ballastwiderstand  ausgeschaltet  Zu  den  groben  Ein* 
Stellungen  diente  ein  Widerstandsapparat  N,  wie  man  ihn  für  elektrische  Beleuchtungen 
bnncht,  um  Widerstände  zwischen  1/10  und  6^10  Ohm  ein- 
oder  ausschalten  zu  können,  fär  die  genaue  Einstellung  da- 
gegen ein  mit  Quecksilber  gefülltes  enges  Glasrohr,  in  welchem 
einer  der  Leitungsdrähte  auf  und  ab  bewegt  werden  konnte. 
Die  UnTeränderlichkeit  der  Stromstärke  wurde  mit  einem  in 
einemNebenschluss  befindlichen  Galvanometer  O  mit  astatischem 
Nadebystem  controlirt 

In  der  zweiten  Arbeit  bediente  sich  Fb.  Stbkobr  einer 
Accumulatorenbatterie  von  24  Elementen,  die  zu  sechs  hinter- 
einander, zu  vier  nebeneinander  geschaltet  waren.   Die  Batterie 
wurde  höchstens  auf  Vs  ihrer  Capadtät  entladen  und  so  für 
die  Dauer  der  Messungen  eine  aus- 
reichende Constanz  in  der  Stromstärke 
erzielt   Besondere  Vorrichtungen  zur 
Stromregulirung  waren   daher  nicht 
•^erforderlich. 

Die  Feldstärke  erwies  sich  als 
constant  innerhalb  eines  cyUndrischen 
Baumes  von  mindestens  10  cm  Durch- 
measer,  dessen  Endflächen  um  1  cm 
?on  doi  Polplatten  abstehen.  DilTe- 
renaen,  welche  die  Beobachtungsfehler 
äbenteigen,  d.  h.  V«  Proc.  überschrei- 
ten,   waren    in    den    angegebenen 

Grenzen  nicht  vorhanden.  Die  Bestimmung  der  Feldstärke  in  absolutem  Maasse  er- 
tönte nach  der  von  Fb.  Stbnqbb  angegebenen  Methode,  welche  gestattet  Feldstärken 
bis  auf  0,1  Proc.  genau,  sicher  und  bequem  zu  messen.  * 

Dass  die  Kraftlinien  horizontal  liegen,  wurde  in  folgender  Weise  geprüft  Dünne 
geradlinige,  etwa  2  cm  lange  Drähte  aus  weichem  Eisen  (Blumendraht)  wurden  in  der 
Mitte  des  Feldes  an  Coconfäden  befestigt,  so  dass  sie  sich  um  ihren  Mittelpunkt  be- 
liebig drehen  konnten,  ohne  der  Anziehung  der  Pole  als  Ganzes  Folge  leisten  zu  können. 
Der  Elektromagnet  wurde  dann  so  montirt,  dass  die  beiden  Enden  des  Drahtes  in 
dem«elben  kathetometrisch  beobachteten  Niveau  lagen. 

Aufhängung.  In  der  Mitte  des  Feldes  befand  sich  die  Kalkspathkugel  C,  auf- 
gekittet auf  den  mit  dem  Spiegel  s  versehenen  Holzstab  D.  An  D  schloss  sich  mit 
einpm  Bajonettverschluss  die  imtere  Klemmvorrichtung  des  Silberdrahtes  F  von  etwa 
3  m  Länge  an,  der  mit  seinem  oberen  Ende  in  einen  cylindrischen  Messingstab  ein- 
geklemmt war  und  mit  Hülfe  des  Hebels  H  tordirt  werden  konnte.  Dieser  obere 
Tbeil  bildete  ao  einen  Torsionskopf,  der  fest  an  die  Wand  des  Zimmers  angeschraubt 
wurde.  Der  Bajonettverschluss  gewährte  den  Vortheil  einer  leichten  Trennung  der 
Kugel  von  dem  Drahte,  wie  sie  zur  Messung  des  Winkels  ^  erforderlich  ist  Die 
ganze  Aufhängung  ist  theils  von  dem  Holzkasten  X,  der  in  seiner  vorderen  Wandung 


^  Fb.  SnxoEB:  Zur  absoluten  Messung  homogener  magnetischer  Felder. 
Phys.  N.  F.  33,  312,  1888. 
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zur  Beobachtung  der  in  s  gespiegelten  Scftla  eine  mit  einer  Glasplatte  verachloflsene 
Oefinung  besitzt,  theils  von  der  Böbre  £  nach  aussen  abgeschlossen. 

Diese  von  Fb.  Stenobb  in  seiner  ersten  Arbeit  benutzte  Aufhängevorrichtung  hat 
sich  indessen  nicht  bewährt.  Sie  besass  zweifellos  eine,  wenn  auch  nur  sehr  geringe,  mag- 
netische Richtkraft,  deren  Einfluss  bei  diesen  sehr  subtilen  Messungen  störend  hervortritt 
In  der  That  beruht  hierauf^  wie  W.  König  naehgewieten  hat,  die  von  Fr,  Stenger  anfäng- 
lich gefundene  Ahweichv/ng  zwischen  seinen  Beobachtungen  und  der  W,  Thomsoiiieksn 
Theorie.  Daher  suchte  Fb.  Stbnqxb  in  seiner  zweiten  Arbdt  eine  möglichst  ein&che 
Aufhängung  herzustellen,  aus  Substanzen,  deren  Oberflächen  leicht  mit  Säuren  gereinigt 
werden  können.  Vor  allem  musste  demnach  Holz  vermieden  werden.  Es  wurde 
schliesslich  ein  dünnes  Glasstäbchen  von  1  cm  Länge  und  1  mm  Durchmesser  mit 
einer  Spur  von  Schellack  an  den  Aufhängedraht  gekittet  Dieser  Draht,  ans  Süber 
von  0,07  mm  Durchmesser,  wurde  kürzer  als  firüher  gewählt,  etwa  1  m,  um  zur  Meesang 
des  Winkels  &  die  Kugel  mit  dem  Drahte  ohne  Gefahr  durch  das  Zimmer  transportiren 
zu  können.  Das  Glasstäbchen  trug  einen  kleinen  platinirten  Spiegel  von  etwa  3  mm' 
und  wurde  mit  etwas  Wachs  und  Colophonium  auf  der  Kugel  befestigt  Oben  wurde 
der  Aufhängedraht  in  einen  Torsionskopf  gelöthet,  der  in  ein  mit  der  Wand  fiest 
verbundenes  Brett  eingesetzt  war. 

Dass  auf  diese  Aufhängung  das  Magnetfeld  keine  Richtkraft  ausübte,  wurde  durch 
Ablesung  mit  Spiegel  und  Scala  constatirt.  Auch  die  durch  den  Spiegel  bedingte  Luft* 
dämpfung  war  unmerklich.  Ebenso  trat  keine  messbare  Dämpfung  des  Systems  durch 
die  Inductionsströme  ein,  welche  das  Feld  in  der  dünnen  Platinschicht  des  Spiegek 
erzeugt  Endlich  war  auch  die  Dämpfung  durch  Luftreibung  und  innere  Reibung  im 
Aufhängedrahte  für  die  Versuche  ohne  wahrnehmbaren  Einfluss. 

Der  Winkel  &  zwischen  der  Drehungsaze  der  Kugel  und  der  Aze  der  Isotropie 
wurde  auf  optischem  Wege  ermittelt 

Apparat  und  Beobachtungsmetbode  von  W.  König.  —  Außängung.  Ein  zwisdien  den 
Wänden  einer  Fensternische  gut  befestigter  Holzbalken  trug  den  Torsionskopf  äner 
Drehwage  nebst  dem  daran  befindlichen  Glasrohre.  An  das  untere  Ehide  dieses  letzteren 
konnten  engere,  kurze  Glasröhren  angesetzt  werden,  welche  in  kleine  viereckige,  aus 
Spiegelglasplatten  gekittete  Kästchen  ausliefen.  Die  letzeren  dienten  zur  Aufnshme 
der  KrystaJlkugeln  und  waren  so  gebaut,  dass  jedes  Kästchen  der  zugehörigen  Kugel 
nur  eben  Platz  gewährte.  Diese  Einrichtung  gestattete  die  Kugeln  unter  Luftabschluss 
schwingen  zu  lassen,  ohne  die  Wahl  und  Anordnung  des  magnetischen  Feldes  wesent- 
lich zu  beeinträchtigen.  Die  Kugeln  wurden  direct  mittelst  ganz  kleiner  Glashäkchen, 
welche  mit  einem  Tropfen  Golophoniumkitt  oder  Fischleim  an  den  Kugeln  befestigt 
waren,  an  den  Aufhängefaden  gehängt. 

Die  Aufhängung  war  eine  bißlare  von  sehr  einfacher  Gestalt  Fan  Gooonfaden 
wurde  unter  Belastung  so  aufgehängt,  dass  er  frei  austordiren  konnte.  Nach  Verlauf 
eines  Tages  wurden  seine  Enden  unter  möglichster  Vermeidung  erneuter  Diillimg 
zusammengeknüpft,  der  Knoten  über  einen  an  der  Axe  des  Torsionskopfes  befestigten, 
1  mm  dicken  Kupferdrahthaken  gelegt  und  mit  einem  Tropfen  Kitt  daran  befestigt 
In  die  frei  herabhängende  Schlinge  wurden  unten  die  Kugeln  mit  ihren  Glashftkchen 
einfach  eingehakt    Die  ganze  Länge  der  Aufhängung  betrug  unge&hr  0,5  m. 

Magnetfeld,  Das  Glasgehäuse  mit  der  schwingenden  Kugel  befand  sich  in  der 
Mitte  des  homogenen  Magnetfeldes  zwischen  den  ebenen  Polflächen  eines  Rdhmkobff'- 
sehen  Elektromagnets,  der  durch  einen  Strom  von  1  bis  5  BcnsEN'schen  Elementen 
erregt  wurde.  Grösse  und  Abstand  der  Polflächen  konnten  variirt  werden.  Die 
Intensität  des  Feldes  wurde  bei  jedem  Versuche  besonders  bestimmt  nach  der  von 
G.  Quincke  ausführlich  beschriebenen  Methode.^ 


*  G.  QüiNcxe,  Elektrische  Untersuchungen.    §  6S.    Stärke  des  Magnetfeldes  des 
RuHHKORFF*schen  Elektromagnets.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  24,  848,  1885. 
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Es  war  nicbt  möglich  die  Bestimmung  der  Sehmngungadauem  an  den  kleinen 
und  leichten  Kalkspatbkngeln,  deren  Schwingungen  sich  verhältmssmässig  rasch  be- 
ruhigten, nach  der  GAüss'schen  Methode  aoszoführen.  Daher  wurde  die  Zeitdauer 
dner  Anzahl  (10  oder  20)  auf  einander  folgender  einfacher  Schwingungen  mit  HtUfe 
eines  Ghronoskopes  oder,  bei  den  genaueren  Messungen,  eines  elektrischen  Registrir- 
t^iparates  bestimmt  Dabei  war  es  auch  nicht  erforderlich  besondere  Vorsorge  zu 
treffen,  um  den  magnetisirenden  Strom  l&ngere  Zeit  hindurch  constant  zu  erhalten. 

Zugleich  mit  den  Schwingnngsdauem  wurden  die  Ampliitiden  der  Schwingungen 
an  dem  Okularmikrometer  eines  stark  vergrössemden,  auf  die  Oberfläche  der  Kugel 
eingestellten  Mikroskops  abgelesen;  ihr  Winkelwerth  konnte  aus  der  Vergrösserung 
des  Mikroskops  und  den  Dimensionen  der  Kugel  berechnet  und  damit  die  Schwingungs- 
daner  auf  unendlich  kleine  Bogen  reducirt  werden. 

In  einer  besonderen  Untersuchung  wurde  geprüft,  ob  die  Schwingungen  der  mag- 
netisirten  Kugeln  von  den  mngebenden  Metallmassen  der  Pole  des  Elektromagnets  eine 
dämpfende  Wirkung  in  gleicher  Weise  erleiden,  wie  sie  eine  schwingende  Magnetnadel 
TOD  nahen  Metallmassen  erföhrt.  £s  ergab  sich  indessen,  dass  der  Einfluss  dieser 
Dfimpfung  hier  nicht  wesentlich  in  Betracht  kommt 

Die  Beobachtungen  der  Schwingungsdauem  wurden  zunächst  dazu  benutzt,  um 
festzustellen,  ob  der  Werth  der  Differenz  der  Hauptmagnetisirungsco€fficienten  des 
Kalkspath  sich  mit  der  Stärke  des  Feldes  ändert.  Die  Kugeln  wurden  so  aufgehängt, 
daas  die  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  in  die  Horizontalebene  fiel  (^  =  90^),  also 
das  Drehungsmoment  am  grössten  war.  Sie  befanden  sich  zwischen  den  kleinen  Polen 
des  Elektromagnets  von  45  mm  Durchmesser,  die  so  eng  wie  möglich  an  einander 
gerflekt  wurden.  Die  Magnetisirung  erfolgte  nach  einander  durch  5,  4,  3,  2  und  1 
BcvsxN^sche  Elemente.  Es  zeigte  sich,  dass  jene  Differenz  bis  zu  einer  Magnetisirung 
TOn  3000  cm  g  sec  hinauf  so  gut  wie  constant  blieb. 

Zur  Messung  des  Winkels  ^  diente  eine  optische  Methode. 

Resultate  der  Messungen  von  Fr.  Stenger  und  W.  König  am  Kalkspath.  — 

Das  Eigebniss  dieser  Beobachtungen  über  die  Abhängigkeit  des  Drehungs- 
momentes,  welches  auf  eine  um  eine  verticale  Axe  drehbare  Ealkspathkugel 
in  einem  homogenen  Magnetfelde  mit  horizontalen  Ejraftlinien  ausgeübt  wird, 
von  der  Feldstärke  und  der  Orientirung  der  Kugel  gegen  die  Kraftlinien 
ist,  dass  die  Messungen  mit  der  Theorie  von  W,  Thomson  vollständig  überein- 

Allein  für  verschiedene  Kalkspathkugeln  ergaben  sich  erheblich  ver- 
schiedene Werthe  für  die  Differenz  der  Hauptmagnetisirungscoßfficienten 
p=P2  — Pi,  wie  aus  folgender  Tabelle  hervorgeht  (alle  Angaben  im 
C.G.S.-Syst^m): 

Gewicht  ^  x  10" 

rKugell  1,018  1080 

W.  König!     „      2  4,116  1160 

l     „      3  11,810  1080 

ParallelepipedIV   17,775  797 

Kugel  V  23,682  788 

,    m  49,067  900 


Fb.  Stehoeb 


T  1 1 Q  1 A    (innerhalb  der  Pehlergrenaen 

^  liy,lU    identisch  mit  dem  Werth  für  II) 

II  129,03  803 


214  Magnetische  InducHon, 


Die  Kugeln  I  und  II  sind  aus  demselben  Material  hergestellt,  wahr- 
soheinlich  auch  1  und  8.  Im  specifischen  Gewichte  dieser  yollkommea 
wasserhellen  Ealkspathe  sind  nur  äusserst  geringe  Verschiedenheiten  vor- 
handen. Ob  die  Ursache  des  abweichenden  magnetischen  Verhaltens  iu 
kleinen  Beimengungen  isomorpher  Garbonate  zu  suchen  ist,  konnte  nach- 
träglich nicht  geprüft  werden.  Dass  es  wasserhelle  Ealkspathe  giebt,  die 
sich  mit  der  Axe  der  Isotropie  im  Magnetfelde  sogar  axial  stellen,  ist  schou 
von  KnobIäAUCh  und  Tyndall  beobachtet  worden  (S.  191);  als  Ursache  wnrde 
ein  Gehalt  an  FeGO,  festgestellt.  ^  Allein  bei  sämmtlichen  von  Fb.  Stbhgeb 
und  W.  EöNia  untersuchten  Kalkspathen  stellte  sich  wie  bei  chemisch 
reinem  CaGO,  jene  Axe  in  die  Aequatorialebene  des  Magnetfeldes,  so  dass 
zweifellos,  wie  auch  aus  dem  specifischen  Gewichte  folgt,  der  vielleicht  vor- 
handene Gehalt  an  isomorphem  Eisencarbonat  nur  sehr  gering  sein  kann. 

Beobachtungen  am  Quarz.  —  Aus  McssuDgen  der  Schwingnngsdaaem  zweier  Quaiz- 
kugeln  hatte  W.  König  den  Schluss  gezogen,  dass  die  Differenz  der  Hauptmagneti- 
sirungsco^^fficienten  mit  wachsenden  Werthen  der  Feldstärken  abnimmt  Der  Betrag 
dieser  Differenz  ist  indessen  bei  Quarz  so  klein,  dass  die  grösste  Vorsicht  geboten  ist, 
weil  die  geringste  äussere  Verunreinigung  der  Kugel  die  Besultate  erheblich  beein- 
trächtigt. Fr.  Stenobb  konnte  bei  der  Wiederholung  der  Versuche  eine  Abhängi^eit 
jener  Differenz  von  der  Intensität  des  Feldes  nicht  bestätigen. 

O.  TuHLiBz  hat  gefunden,  dass  zwei  sehr  homogene,  senkrecht  zur  Axe  der  Iso- 
tropie geschnittene  Quarzplatten,  deren  Substanz  sich  als  diagmagnetisch  erwies,  zwischen 
den  Polen  eines  Elektromagnets  eine  dauernde  magnetische  Polarität  annahmen,  nicht 
nur  in  der  Richtung  jener  Axe,  sondern  auch  in  allen  dazu  senkrechten  Richtungen. - 

17.  Bewegungen  magnetisirbarer  Krystalle  in  einem  ungleiciifBnnigen 
Magnetfelde.  —  Dieselben  Gesetze,  welche  für  das  Verhalten  einer  Erystall- 
kngel  in  einem  homogenen  Magnetfelde  gelten,  können  auf  ein  unglm^- 
förmiges  Feld  angewendet  werden,  wenn  das  Volumen  v  der  Kugel  als  un- 
endlich klein  vorausgesetzt  wird.  Alsdann  werden  sich  in  dem  Ausdrucke 
für  die  potentielle  Energie  W  der  Kugel  (S.  207)  im  Allgemeinen  die  Starke 
des  Magnetfeldes  und  die  auf  die  Symmetrieaxen  Xi,  3^,  SEs  der  Kugel 
bezogenen  Richtungscosinus  der  Kraftlinien,  also  die  Grössen  %  /^i,  /"qj,  /w- 
mit  der  Bewegung  der  Kugel  ändern.  Daraus  ergiebt  sich  zunächst  folgen- 
der Satz: 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  aufzuwenden  ist,  um  die  unendlich  kleine 
Krystaükugel  von  einer  Stelle  P,  wo  die  magnetische  Kraft  des  Feldes  die  Stärke  % 
und  die  Richtungscosinus  /i,,,  /Jj,,  /Jjj  besitzt,  an  die  Stelle  P'  überzufuhrenj 
wo  die  Werthe  der  entsprechenden  Grössen  durch  ^',  /J,,',  /^j',  /J,,'  gegeben 
sindy  beträgt: 

w'-w — |-[gf"((»iroi''  +  (»«/ö.'*+p»^»")-g*(Pl^,•+e,^,'+P3 /■«')]• 


^  H.  Knoblauch  und  J.  Ttndali.,  Pogg.  Ann.  79,  235,  1S50. 
*  O.  TuMLiBz,   lieber  das  Verhalten  des  BergkrystaUs  im  magneÜBchen  Felde. 
Sitzungsber.  Wien.  Akad.  »1  (2),  301,  1885.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  27,  133,  1886. 
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Isotrope  Krystaüe^ 
In  isotropen  Körpern  ist  Pi  =  Ps  »  (>39  also: 

Demnach  ist  die  Aendemng  der  Energie  an  der  Stelle  P: 

dW ^-d{%\ 

und  die  Kraft,  mit  der  die  Kugel  an  der  Stelle  P  sicli  längs  des  Weges  d7i 
m  bewegen  sucht,  ist  gegeben  durch: 

2      dn 

Diese  Ilelationen  enthalten  den  mathematischen  Ausdruck  für  das  von 
M.  Fa&aday  als  Resultat  seiner  Versuche  ausgesprochene  Gesetz,  wonach 
in  einem  ungleichförmigen  Magnetfelde  eine  sehr  kleine  Kugel  aus  einem 
isotropen  magneHscfien  Körper  (mit  positivem  q)  sich  nach  den  Stellen  hin 
bewegt,  wo  die  magnetische  Kraft  ein  Maximum  ist,  während  eine  Kugel 
aus  einem  diamagneäaehm  Körper  (mit  negativem  q)  die  Tendenz  hat,  sich 
nach  den  Stellen  minimaler  Kraft  zu  bewegen.  Es  lässt  sich  jetzt  der  Sinn 
prädsiren,  in  welchem  die  Bezeichnungen  „Anziehung'^  und  „Abstossung^^ 
der  Wirkung  eines  Magnets  auf  einen  magnetischen  oder  einen  diamagne- 
tischen Körper  beigelegt  werden  können.  Hiemach  kann  der  Ausdruck 
.^Anziehung''  bei  magnetischen  Körpern  gebraucht  werden,  um  die  Kraft 
anzugeben,  mit  der  eine  kleine  Kugel  in  der  Richtung  der  stärksten  Zu- 
nahme der  Intensität  des  Feldes  getrieben  wird.  Da  ausserhalb  des  wirken- 
den Magnets  ein  absolutes  Maximum  der  Feldstärke  nicht  vorhanden  ist, 
so  gelangt  die  sich  selbst  überlassene  Kugel  schliesslich  an  die  Oberfläche 
des  Mi^ets.  Dagegen  findet  der  Ausdruck  „Abstossung^^  bei  diamagne- 
tischen Körpern  Anwendung,  um  die  Kraft  zu  bezeichnen,  mit  der  eine 
Ueine  Kugel  nach  der  Richtung  der  stärksten  Abnahme  der  magnetischen 
Kraft  des  Feldes  hin  getrieben,  also  von  Stellen  grösserer  Feldstärke  fort 
bewegt  wird. 

Anisotrope  Krystaüe. 

Wenn  eine  sehr  kleine  Kugel  aus  einem  magnetisch  anisotropen  Krystall 
in  einem  ungleichförmigen  Felde,  ohne  dass  sich  ihr  Mittelpunkt  verschiebt, 
so  gedreht  wird,  dass  eine  magnetische  Symmetrieaxe  X^  in  die  Richtung 
der  Kraftlinien  ßllt,  so  wird  sie  sich  nach  der  Richtung  der  schnellsten 
Aenderong  der  Feldstärke  zu  bewegen  suchen,  mit  einer  Kraft,  welche  dem 
jener  Symmetrieaxe  entsprechenden  Hauptmagnetisirungscoefflcienten  p^  pro- 
portional ist.    Je  nachdem  nun  (»^  einen  positiven  oder  einen  negativen 

'  W.  TooMaoN,  Bemarks  on  the  Forces  experienced  bj  Indnctively  Magnetiied 
PenooMignetie  or  Diamagnetic  Non-Orystalline  Bubstanees.  Phil.  Mag.  87  9  241,  18<y0. 
Beprint  1872  p.  500. 
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Werth  hat,  wird  die  Kugel  in  der  Bichtung  der  stärksten  Zunahme  oder 
der  schnellsten  Abnahme  der  Intensität  des  Feldes  getrieben. 

Hiemach  lässt  sich  z.  B.  das  Verhalten  einer  Kalkspathkugel  voraussehen. 
Ein  chemisch  reiner  Ealkspathkrystall  ist  ein  diamagnetischer  Körper  mit 
einer  Axe  der  Isotropie  y  von  positivem  magnetischen  Charakter.  Demnach 
wird  das  Verhalten  einer  Kalkspathkugel  dadurch  bestimmt  sein,  dass  sich 
die  Axe  y  senkrecht  zu  den  Krsdftlinien  zu  stellen  und  die  Kugel  als  Ganzes 
von  Stellen  grosserer  nach  Stellen  geringerer  Feldstärke  zu  bewegen  sucht 
Diese  Bewegungstendenz  wird  die  Kugel  in  schwächerem  Maasse  erfeihren, 
wenn  ihre  Axe  y  schon  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  steht,  als  wenn  sie 
ihnen  parallel  läuft. 

18.  Beobachtungen  von  J.  Tyndall  am  Kalkspath,  Wismuth  und  Eisen- 
spath.  —  Die  soeben  dargelegten  theoretischen  Entwickelungen  W.  Thohson's 
erfuhren  sofort  eine  directe  Bestätigung  durch  eine  Reihe  von  Experimenten, 
welche  J.  Ttkdall  im  Laboratorium  von  MAGhNus  in  Berlin  ausführte.^ 
Unabhängig  von  W.  Thomson  untersuchte  J.  Ttndall  gerade  den  von 
W.  Thomson  als  Beispiel  gewählten  Körper  und  gelangte  zu  Resultaten,  die 
mit  jenen  theoretischen  Vorausss^ngen  vollständig  übereinstimmen.* 

Die  von  J.  Ttndall  benutzte  Thriionstoage  war  in  folgender  Weise  constenirt. 
Ans  zwei  einander  gegenüberliegenden  Seitenflächen  AC  nnd  BD  eines  quadratischen 
Holzkastens  (Fig.  104)  wurden  zwei  diagonal  gegenüberstehende  kreisförmige  OefiEnungen 
ausgesägt,  hinreichend  gross ,  um  Drahtrollen  a,  d  von  etwa  4  Zoll  Durchmesser  auf- 

A js 


Fig.  104. 


Fig.  105. 


zunehmen.  Jede  Bolle  enthielt  einen  Kern  von  weichem  Eisen,  der  so  weit  vorgeschoben 
wurde,  dass  die  Mittellinie  oo  Vi  Zoll  von  der  inneren  Endfläche  eines  jeden  Keines 
abstand.    Die  Entfernung  zwischen  den  Polen  p,  q  der  Elektro  magnete  betrug  6  ZdIL 

^  J.  Tthdall,  On  Diamagnetism  and  llagne-crystallic  Action.  PhiL  Hag.  (4) 
2,  174,  1851.    Pogg.  Ann.  88,  897  f.,  1851. 

*  Auf  die  von  M.  Fabadat  über  das  Verhalten  des  Wismuth  angestellten  theore- 
tischen Betrachtungen  und  die  im  Anschlüsse  daran  tmtemommenen  Versuche  wurde 
auf  S.  190  hingewiesen. 
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In  dem  Baume  zwischen  p  q  wurde  ein  kleiner  leichter  Holzstab  (Fig.  105)  aufgehängt, 
an  dessen  Enden  swei  löffelartige  Vertiefungen  zur  Au&ahme  kleiner  Kugeln  ausgehölt 
waren.  Der  Stab  ruhte  in  einem  Papierbügel,  welcher  von  einem  feinen  Silberdrahte 
getragen  wurde.  Der  Draht,  etwa  drei  Fuss  lang,  befand  sich  in  einer  Glasröhre,  an 
deren  oberen  Ende  er  mit  einem  Torsionskopfe  verbunden  war.  Die  Röhre  stand  auf 
einer  dicken  Glasplatte,  welche  den  Kasten  bedeckte  und  somit  auch  den  Stab  vor 
Luftströmungen  schützte.  Etwas  unterhalb  des  Niveaus  der  Azen  der  Eisenkerne  war 
ein  Boden  von  Bristolpapier  dicht  an  die  Drahtrollen  anschliessend  gelegt;  darauf 
hefanden  sich  die  in  Fig.  104  angegebenen  Gradtheilungen. 

Es  wurden  nun  zwei  Kiigeln  des  zu  untersuchenden  Körpers  in  die  Vertiefungen 
des  Stabes  gelegt  und  das  Gleichgewicht  durch  Verschieben  des  Stabes  in  dem  Papier- 
hfigel  hergestellt;  zu  diesem  Zwecke  konnten  die  Seitenflächen  AB  und  CD  des 
Kastens  geö&et  werden.  Der  Torsionskopf  wurde  dann  so  vorgerichtet,  dass  in  der 
Euhelage  des  Stabes  ein  dünner,  am  Stabe  befestigter  Glasfaden  auf  den  Nullpunkt 
der  Gradtheilung  des  Papiers  zeigte,  während  gleichzeitig  der  Zeiger  am  Torsionskopfe 
auf  dem  Nullpunkte  des  Theilkreises  stand. 

Nunmehr  wurden  die  Elektromagnete  a,  d  durch  einen  Strom  derart  erregt,  dass 
die  Pole  p,  q  ungleichnamig  waren.  Dadurch  mussten  magnetische  Kugeln  angezogen, 
diamagnetiBche  Kugeln  abgestossen  werden.  Alsdann  wurde  bei  constantem  Strome 
der  Zeiger  des  Torsionskopfes  in  dem  zu  jener  Bewegungsrichtung  entgegengesetzten 
Sinne  gedreht,  bis  der  Stab  wieder  über  der  Nulllinie  oo  stand.  Die  dazu  erforderliche 
Torsion  ist  ein  Maass  für  die  wirkende,  dem  benutzten  Abstände  entsprechende  Kraft 
der  Anziehung  oder  Abstossung. 

Wenn  der  Glasfaden  auf  Null  stand,  trennte  gewöhnlich  ein  Abstand  von  Vit  Zoll 
die  Kugeln  von  den  Endflächen  der  Eisenkerne.  Die  Stromstärke  wurde  an  einer 
Tangentenbussole  gemessen  und  durch  einen  Rheostaten  zweckmässig  abgeändert.  Vor 
Beginn  einer  jeden  Versuchsreihe  wurde  der  kleine  Balken  geprüft.  Er  erwies  sich 
bei  sehr  schwachem  Strome  in  geringem  Maasse  diamagnetisch ;  eine  messbare  Störung 
konnte  er  indessen  nicht  herbeiführen. 

KalkspcUh  (diamagnetisch ,  positiv).  Die  Kugeln  wurden  einmal  so  auf 
den  Stab  gebracht,  dass  die  Axen  y  parallel  zu  den  Aien  der  Magnetstabe 
lagen,  und  darauf  so  umgelegt,  dass  die  Axen  senkrecht  zu  den  Magnet^ 
Stäben  standen.  Das  Verhältniss  der  Abstossungen  in  den  Sichtungen 
parallel  und  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  y  war  im  Mittel  100:91, 
Demnach  wird  in  der  That  Kalkspath  am  stärksten  abgestossen,  wenn  die 
Axe  der  Isotropie  in  die  Richtung  der  Kraftlinien  fallt. 

WismtUh  (diamagnetisch,  negativ).  Das  Verhältniss  der  Abstossungen 
in  den  Richtungen  parallel  und  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  beträgt 
71:100.1 


^  Am  Witmuih  wurde  nahezu  gleichzeitig  von  W.  G.  Hankel  die  abstossende 
Wirkung  eines  Magnetpoles  nach  krystallographisch  verschiedenen  Richtungen,  und 
zwar  ebenfalls  mittekt  einer  Torsionswage  gemessen,  aber  nicht  durch  directe  Beobach- 
tung der  Ablenkungswinkel,  sondern  durch  Compensirung  der  abstossenden  Kraft  mit 
HüHe  der  Torsion.  An  einem  Cylinder  von  Wismuth,  von  18  mm  Länge  und  8,4  mm 
Durchmesser,  in  welchem  die  basische  Spaltrichtung  parallel  zur  Längsrichtung  lag, 
ergab  sich  f&r  das  Verhältniss  der  kleinsten  zur  grGssten  Abstossung  nahezu  derselbe 
Werfh,  nämlich  67 :  100.  Bedeutet  q>  die  Neigung  der  Axe  der  Isotropie  gegen  die^ 
Kraftlinien,  so  stimmen  die  nach  der  Formel: 

90,7  +  45,8  sin«  gp 
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Eisenspaih  (magnetisch,  positiv).  NacMem  die  Pole  p,  q  der  Mektro- 
magnete  mit  Biistolpapier  bedeckt  waren,  berührten  die  Engehi  in  der 
Anfangslage  eben  noch  das  Papier.  Wurden  nun  die  Elektromagnete  err^ 
so  erfahren  die  Kugehi  eine  Anziehung.  Alsdann  wurde  der  Zeiger  am 
Torsionskopfe  der  Anziehung  entg^en  gedreht,  bis  die  Kugeln  wieder  frei 
lagen.  Daraus  ergab  sich  für  das  Yerhaltniss  der  Anziehungen  in  den  Sich- 
tungen parallel  und  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  der  Werth  100:71. 

19.  Absolute  Werthe  der  Hauptmagnetisirungscoiffficienten.  —  In  einem 
homogenen  Magnetfelde  lassen  sich  nur  Differenzen  von  Hauptmagnetisirungs- 
coSfficienten  ermitteln.  Um  die  absoluten  Werthe  dieser  Co^fficienten  zu 
bestimmen,  muss  man  ein  ungleichförmiges,  aber  symmetrisches  Feld  zu 
Hülfe  nehmen,  in  welchem  die  magnetische  Kraft  an  jeder  Stelle  bekannt 
ist  Der  einzige,  in  dieser  Hinsicht  bislang  unternommene  Versuch^  ist  in 
Folge  eines  Irrthums  in  der  numerischen  Rechnung^  erfolglos  geblieben. 

Die  von  H.  A.  Bowland  entwickelte  Methode  beruht  auf  der  Bestim- 
mung der  Anzahl  der  Schwingungen  eines  zwischen  den  Polen  eines  Elektro- 
magnets  aufgehängten  Stabes.  In  diesem  Falle  besitzt  das  Kraftfeld  ausser 
einem  Centrum  der  Symmetrie  in  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Pole 
eine  Axe  der  Isotropie  und  in  der  zu  dieser  Geraden  im  Centrum  senkrechten 
Ebene  eine  Symmetrieebene.  Die  Axe  ist  einseitig  von  der  ersten  Art  (S.  22), 
so  dass  die  Symmetrieeigenschaften  des  Feldes  durch  das  Symbol: 

repräsentirt  werden.  Ist  die  Yertheilung  der  Kraft  in  diesem  Felde  ermittelt 
so  kann  man  das  auf  den  symmetrisch  aufgehängten  Stab  wirkende  Drehungs- 
moment berechnen;  die  Yergleichung  desselben  mit  der  Schwingungszeit  des 
Stabes  giebt  alsdann  das  Mittel  zur  Berechnung  der  Magnetisirungs- 
coefficienten. 

Diese  Methode  hat  W.  W.  Jacqubs  auf  Stäbe  von  Wisntuih  und  Kaik- 
spath  angewendet,  um  nach  den  von  H.  A.  Bowland  abgeleiteten  Formeln 
die  Hauptdiamagnetisirungscoefiicienten  zu  bestimmen.  Kleine  Stäbe  (circa 
15  mm  lang,  2  nun'  im  Querschnitt)  wurden  aus  eisenfreien  Krystallen  ge- 
spalten, auf  Specksteinplatten  mit  Oel  geschliffen  und,  um  auch  von  den 
Oberflächen  alle  Spuren  von  Eisen  zu  entfernen,  mit  kochender  Salzsauie 
und  destiUirtem  Wasser  gereinigt.  Nachdem  die  Yertheilung  der  Intensität 
in  dem  etwa  hühnereigrossen  Magnetfelde,  in  welchem  die  Versuche  aus- 
gefOhrt  wurden,    mittelst  einer  kleiner  Inductionsspirale   nach  absolutem 


berechneten  Werthe  der  Abstossungen  mit  den  beobachteten  sehr  gut  äberein.  (Mes- 
Bongen  der  Abstossungen  des  krystallisirten  Wismuths  durch  die  Pole  eines  Magneten 
ndttelst  der  Drehwage.    Ber.  Verh.  sftchs.  Gres.  d.  Wlss.  math.-phy8.  Gl.  1851,  99.) 

^  H.  A.  RowLAKD  and  W.  W.  Jacques,  On  the  Diamagnetic  Oonatanta  of  Bis- 
muth  and  Calc-spar  in  Absolute  Measnre.    Amer.  Jonm.  of  Sc  (8)  18,  360,  1879. 

'  Nach  einer  Mittheilnng  Bgwland's  an  A.  von  ErrnrosHAirsBif.  Ann.  d.  Pfaja. 
N.  P.  17,  274,  1882. 


Theorie  von  W.  Thomson.  219 


9i 

C2 


Maasse  festgesteDt  war,  wurde  ein  Stab  an  einem  einzigen  äusserst  dünnen 
Cooonfeiden  in  kleinen  Schlingen  aus  etwas  gröberem  Cocon  aufgehängt. 
Der  Stab  war  umgeben  von  einem  Glaskasten,  der  Faden  von  einem  etwa 
4  Fuss  langen  Glasrohr.  Die  kleinen  Schwingungen,  in  welche  der  Stab 
durch  das  Schliessen  und  Oeffnen  des  Stromes  versetzt  wurde,  konnten  mit 
Hülfe  einer  Secundenuhr  und  eines  horizontalen  Mikroskopes  von  etwa  6  Zoll 
Focalabstand,  welches  auf  eine  Marke  auf  einer  Endfläche  des  Stabes  gerichtet 
war,  gemessen  werden.  Jeder  Stab  wurde  in  zwei  Stellungen,  mit  horizon- 
taler und  mit  vertikaler  Axe  untersucht.  Ausser  der  Schwingungszeit  mussten 
Lange  und  Querschnitt  des  Stabes,  das  Trägheitsmoment  für  jede  der  beiden 
Stellungen  und  bei  Ealkspath  die  krystallographische  Orientirung  im  Magnet- 
felde bestimmt  werden. 

Es  ergaben  sich  für  die  Hauptmagnetisirungscoäfficienten  (j^  und  p2 
parallel  und  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  folgende  Werthe  im  C.G.S.- 
System: 

Wismuth  KäOcspcUh 

-  12554 .  10-12    j     -  37930 .  10"" 

-  14324 .  10-"    I     -  40330 .  lO"". 

Hiemach  würden  die  beiden  diamagnetischen  Körper,  Wismuth  und  Ealk- 
spath, übereinstimmenden  magnetischen  Charakter  besitzen  müssen,  da  ^g— p^ 
in  beiden  Fällen  negativ  gefunden  wurde.  Bekanntlich  ist  aber  Wismuth 
negativ,  Kalkspath  positiv  (S.  193,  217).  Wäre  die  Annahme  gestattet,  dass 
bei  Ealkspath  nur  eine  Verwechselung  des  Vorzeichens  stattgefunden  hat,  so 
würde  doch  der  Werth  (>  =  (jg  —  p^  =  —  24 .  10-^®  viel  zu  klein  sein  gegen- 
über den  von  Fb.  Stbngeb  und  W.  Eönig  für  diese  Differenz  gemessenen 
Werthen  (S.  213). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  wenigstens  das  Verhäüniss  Q2IQ1  ^^ 
Ealkspath  richtig  bestimmt  sei,  hat  W.  Eönig  hieraus  und  aus  dem  von 
ihm  für  die  Differenz  q^  —  Qi  gefundenen  Mittelwerthe  1135  x  10"  ^<>  (S.  213) 
die  absohUen  Werthe  von  q^  und  Q2  berechnet.^ 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Versuche  in  Luft  angestellt,  also  nur 
die  Differenzen  der  auf  den  leeren  Baum  bezogenen  Werthe  q^,  q^  g^S^^^ 
die  Magnetisirungsconstante  r  der  Luft  bestimmt  worden  sind.  Demnach  ist: 

nach  Jacques      (p^  —  r)  /  (pi  —  r)  =  0,9405 

nach  W.  Eönig  (pa  -  r)  -  (p^  -  r)  =  1135 .  10-^^ 

zu  setzen.    Daraus  folgt  für  die  Sichtungen  parallel  und  senkrecht  zur  Axe 

der  Isotropie: 

Pj-r  =  -- 19075.10-10 

()2-r  =  - 17940. 10-1«. 

Nach  den  auf  S.  217  erwähnten  Versuchen  von  J.  Tyndall  ist  für 
Ealkspath  im  Mittel: 

{Q2  -  ^)  I  (Pi  -  r)  =  0,91  (genauer  0,9093). 

*  W.  KöHia,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  31,  300,  1887. 
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Diese  Zahl  ist  etwas  kleiner  als  die  von  Jaoqües  gefandene.^  Es  würde 
hieraus  folgen: 

(>i~r=~  12514.10-1» 

(>2-r  =  - 11879.10-10. 

Die  Zahlen  lassen  wenigstens  erkennen,  Ton  welcher  Grössenordnnng  die 
Hauptmagnetisirongscoefficienten  des  Ealkspath  sind.  Zuverlässige  Wertfae 
dieser  Goefficienten  sind  gegenwärtig  noch  für  keinen  kiystallisirten  Körper 

festgestellt. 

20.  Einstellung  der  Krystalle  in  einem  Magnetfelde,  welches  von  einer 
magnetisirbaren  FlOssigkeit  erfiilit  ist.  —  Bislang  ist  kein  magnetisch  aniso- 
troper Erjstall  bekannt  geworden,  welcher  die  Eigenschaft  hat^  dass  die 
Ueberschüsse  der  auf  den  leeren  Raum  bezogenen  Hauptmagnetisinmgs- 
co^fGcienten  über  den  ebenfalls  auf  den  leeren  Raum  bezogenen  Magneti- 
sirungscoSfficienten  der  Luft  verschiedene  Vorzeichen  haben.  Man  kann 
aber  eine  Yersuchsanordnung  herstellen,  in  welcher  die  scheinbaren  Magneti- 
sirungscoefficienten  eines  Erystalls  zum  Theil  positiv  und  zum  Theil  negativ 
sind.  Zu  diesem  Zwecke  muss  man  das  Magnetfeld  mit  einer  magnetisir- 
baren Flüssigkeit  anfallen,  deren  absoluter  Magnetisirungscoefficient  zwischen 
dem  grössten  und  dem  kleinsten  absoluten  Hauptmagnetisirungsco^f&cienten 
des  Erystalls  liegt.  Alsdann  wird  eine  frei  bewegliche  Eugel  aus  diesem 
Erystall  von  Stellen  stärkerer  nach  Stellen  schwächerer  magnetischer  Kraft 
gedrängt  werden,  falls  ihre  Symmetrieaie  der  stärksten  Magnetisirung  in  die 
Richtung  der  £>aftlinien  ßUt;  sie  wird  in  dem  entgegengesetzten  Sinne 
getrieben  werden,  wenn  ihre  Symmetrieaxe  der  schwächsten  Magnetisinmg 
den  Eraftlinien  parallel  läuft. 

Diese  äusserst  schwachen  Wirkungen  sind  gleichwohl  von  M.  Fababay 
mit  bewunderungswürdiger  Präcisiou  nachgewiesen  werden.* 

21.  Einfluss  der  Temperatur  auf  das  magnetische  Verhalten  der  Krystalle.  — 

Aus  zahlreichen  Versuchen  von  M.  Fabaday  folgt,  dass  in  einem  magnetisch 
anisotropen  Erystall  die  Differenzen  der  Magnetisirungscoefficienten  nach 
verschiedenen  Richtungen  mit  wachsender  Temperatur  merklich  abnehmen. 
Denn  Fabadat  beobachtete,  dass  sich  die  Eraft  der  Einstellung  der  Erystalle 
zwischen  Magnetpolen  mit  der  Erhöhung  der  Temperatur  vermindert.' 

Diese  Erystalle  hingen  an  dem  Draht  einer  Torsionswage  und  tauchten 
in  ein  Bad  von  Terpentinöl,  Wasser  oder  Oel,  das  in  einem  Eupfeigefass 


^  Für  Wismuth  sind  die  Abweichungen  zwischen  den  Messungen  von  jAOQcnB 
und  den  von  Tyndall  und  Hankbl  beobachteten  Werthen  dieses  Quotienten  noch  be- 
deutender; vgl.  S.  217. 

*  M.  Fabaday,  Ezperim.  Researches.  Series  XXX.  3865—8893.  PhiL  Trans. 
1856,  159.    Pogg.  Ann.  100,  112,  1857. 

'  M.  Fa&aday,  Ezperim.  Researches.  Series  XXIL  2569—2573.  PhiL  Trans. 
1849,  26.  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  3,  40,  1858.  Series  XXX.  3894-8420,  3421—9490. 
PhiL  Trans.  1856,  168.    Pogg.  Ann.  100,  439,  1857. 
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zwischen  den  Polen  des  Elektromagnets  stand.  In  der  Kegel  wurde^  nach- 
dem das  Bad  erwännt  war,  bei  langsam  sinkender  Temperatur  die  Torsion 
des  Drahtes  bestimmt,  welche  das  Umschlagen  des  Erystalls  um  180^  be- 
wirkte. 

Die  Differenz  der  HanptmagnetisirangscoefGcienten  des  Wiamuih  wird 
durch  eine  Temperaturerhöhung  von  100^  auf  280®  F.  auf  weniger  als  die 
Hälfte  reducirt  Im  Eisenspat  wird  jene  Differenz  durch  eine  Erwärmung 
von  70®  auf  289®  F.  auf  den  dritten  Theil  herabgemindert. 

22.  Theorem  von  W.  Thomson  Über  die  Wärmeeffecte,  welche  durch  die 
Bewegung  eines  magnetisirbaren  Krystalls  in  einem  Magnetfelde  hervorgerufen 
werden.  —  Aus  diesen  experimentellen  Thatsachen  ergiebt  sich  mit  Hülfe 
der  Principien  der  Thermodynamik  das  folgende  Theorem*: 

Mn  magnetisch  anisotroper  Krystaü  tvird  in  einem  Magnetfeide  eine  Ab- 
kühkmg  erfahren,  wenn  er  aus  einer  Anfangslage,  in  weloher  die  Symmetrieaxe 
der  grössten  magnetischen  oder  der  kleinsten  diamagneOschen  Induction  zu  den 
KrafÜinien  des  Feldes  parallel  ist,  in  eine  Endlage  gedrefU  ivird,  in  welcher  jene 
Axe  auf  den  Kraftlinien  senkrecht  steht.  Wird  der  KrystaU  in  dem  entgegen- 
gesetcten  Sinne  gedreht,  so  findet  eine  Erwärmv/ng  desselben  statt. 

Mit  dem  ErjstaÜ  sei  ein  rechtwinkliges  System  von  Goordinatenaxen 
Z|,  X^j  X|  starr  verbunden.  Das  ganze  in  dem  Magnetfelde  auf  den 
Eiystall  wirkende  magnetische  Eraftsystem  sei  reducirt  auf  die  Eraftcompo- 
nenten  P^,  Pa,  Pj  nach  den  Goordinatenaxen  und  die  Drehungsmomente 
A^,  A^y  A3  um  diese  Axen.  Die  Grössen  P  und  A  seien  bekannte  Funktionen 
der  Temperatur  &. 

Alsdann  ist  nach  einem  zuerst  von  W.  Thomson  abgeleiteten  Satze 
der  Thermodynamik'  die  Wärmemenge  dQ,  welche  dem  Krystall  zugeführt 
werden  muss,  um  zu  verhindern,  dass  er  sich  abkühlt  bei  einer  Verschiebung 
um  dx^,  dx^j  dx^  in  den  Eichtungen  der  Goordinatenaxen  und  einer  Drehung 
mn  de^y  de^,  de^  um  diese  Axen,  gegeben  durch: 

worin  &  die  absolute  Temperatur  und  J  das  mechanische  Aequivalent  der 
Wärmeeinheit  bedeuten. 

Die  Temperaturemiedrigung,  welche  der  Krystall  erfahrt,  wenn  ihm 
weder  Wärme  zugeführt,  noch  Wärme  entzogen  wird,  beträgt  dQj^,  wenn 
mit  (£  die  gesammte  Wärmecapacität  des  Erystalls  bezeichnet  wird,  also 
das  Product  seiner  Masse  in  seine  specifische  Wärme  für  die  llassen- 
einhdt. 


*  W.  Thombon,  ThermomagnetiBm.   Niohol's  Cyclopaedia  of  the  Physical  Sciences. 
2.  ed.  1860.    PhiL  Mag.  (5)  5,  24,  1878.    Math,  and  Phys.  Papers  1,  813,  1882. 

*  Vgl  das  Kapitel  über  Elasticität  der  KrystaUe. 
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Sind  nun  die  Richtungen  von  x^j  x^,  x^  und  die  Drehungssinne  Ton 
Bi,  B^j  €3  so  gewählt,  dass  die  Grössen  P  und  A  positive  Werthe  haben,  so 
sind  die  Grössen 

-Ä  ^^^  -1^  (»  =  1,2,8) 

nach  den  Beobachtungen  von  Farabat  positiv.  Daher  erleidet  ein  Krystall, 
der  sich  bei  erhöhter  Temperatur  mit  verminderter  Kraft  zwischen  Mt^et- 
polen  einstellt,  eine  Abkühlung,  wenn  er  so  bewegt  wird,  dass  eine  mechanische 
Arbeitsleistung  gegen  die  magnetische  Eraft  erforderlich  ist. 


6.  Dielektrische  Polarisation. 


1.  Einstellung  krystallisirter  Körper  zwischen  elektrischen  Polen.  —  Die 

erfolgreichen  ünteisucliuiigen  über  das  Verhalten  krystallisurter  Körper  im 
Magnetfelde  regten  die  Frage  an,  ob  analoge  Erscheinungen  in  einem  elek- 
trischen Felde  nachzuweisen  seien.  Eine  erste  Orientirung  auf  diesem  Ge- 
biete gewann  H.  Knoblauch  durch  eine  Beihe  von  Versuchen  über  die 
Einstellung  dielektrischer  und  leitender  Krystalle  zwischen  elektrischen  Polen.  ^ 
Kreisrunde  Scheiben  aus  hexagonalen,  rhombischen  und  monoklinen 
Krystallen  wurden  horizontal  aufgehängt  zwischen  den  Polen  einer  aus 
400  Paaren  von  Zink  und  Goldpapier  oder  einer  aus  2000  Paaren  von 
Silberpapier  und  Braunstein  bestehenden  Säule  an  einem  Coconfaden  von 
mehr  als  Im  Länge.  Die  verticalen  Polplatten  der  Säule  konnten  dem 
Krystall  beliebig  genähert  werden;  um  sie  ausser  Wirksamkeit  zu  setzen, 
hatte  man  sie  nur  durch  einen  leitenden  Körper  zu  verbinden,  oder  ihre 
freie  Elektricität  durch  Berührung  mit  den  Händen  fortzuführen.  Dieses 
Verfahren  lieferte  folgende  Resultate. 


KalkspcUh  yon  Island 
KaUcspaih  mit  FeCOs 
EUenspcUh  .... 
Turmalin      .... 

BeryU 

WimtUh 


Hezagonales  System. 
Scheibe  parallel  zur  Aze  der  Isotropie  if 


Flacher  Cylinder  parallel  y  | 

Cylinder  senkrecht  zu  ^,  yertical  aufgehängt  1 


if  äquatorial 


axial 


Baryt  Fig.  77,  S.  98  .  .  . 
Aragonit  Fig.  72,  S.  97  .  . 
KaliumnUrat  Fig.  72,  S.  97 


Rhombisches  System. 

Scheibe  parallel  {ah)  =  (001) 
Scheibe  parallel    [c]    =  [001] 

Monoklines  System. 


a  äquatorial 
c  äquatorial 


ÖjfptFig.  62,8.75 


Scheibe  parallel  zur  voll- 
kommensten  Spaltrich- 
tung (010) 


Eine  (rerade,  welche  nur  wenig  von  der 
Diagonale  eines  durch  die  Richtungen 
(100)  und  (lOl)  bestimmten  Rhombus  ab- 
weicht, stellt  sich  äquatorial. 


^  H.  Khoblauob,  Ueber  das  Verhalten  krystallisirter  Körper  zwischen  elektrischen 
Polen.    Ber.  Berlin.  Akad.  1851,  271.    Fogg.  Ann.  83,  289,  1851. 
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Bei  gewissen  dielektrischen  Krystallen  wurde  eine  von  der  kiystallo- 
graphischen  Orientirang  abhängige  Einstellung  verhindert  durch  die  fort- 
dauernde Wirkung  der  in  einer  willkürlichen  Anfangslage  hervorgerufenen 
elektrischen  Vertheilung.  Wurden  horizontal  aufgehängte  Scheiben  von 
Quarz  oder  Topas  auf  kurze  Zeit  in  einer  beliebigen  Orientirung  der  Ein- 
wirkung der  schwachen  elektrischen  Kräfte  zwischen  den  Polen  aui^esetzt, 
so  erwies  sich  dieser  Einfiuss  als  hinreichend,  um  die  in  Botation  versetzte 
Scheibe  augenblicklich  in  ihrer  Bewegung  zu  hemmen  und  in  jener  Orien- 
tirung festzuhalten.  Kleine  Würfel  von  Topas  oder  TurmaHn  wurden  dem 
positiven  Pole  gegenüber  so  stark  negativ,  auf  der  Seite  des  negativen  Poles 
so  stark  positiv  elektrisch,  dass  die  hier  stattfindende  Anziehung  sie  immer 
wieder  in  die  einmal  angenommene  Stellung  gewaltsam  zurückführte,  auch 
wenn  man  sie  unter  Ableitung  der  Elektricität  von  den  Polen  eine  halbe 
Umdrehung  hatte  ausführen  lassen. 

2.  Trennung  des  Vorganges  der  dielektrischen  Polarisation  von  den  Er- 
scheinungen unvolllcommener  Leitung.  —  Ein  Fortschritt  über  diese  Ergebnisse 
hinaus  wurde  erst  erzielt,  als  L.  Boltzmann  und  E.  Boot  auf  Grund  der  von 
M.  Fabaday,  J.  Cl.  Maxwsll  und  H.  von  Helmholtz  entwickelten  Ideen 
darauf  Bedacht  nahmen,  die  elektrischen  Vorgänge,  welche  lediglich  durch 
dielektrische  Polarisation  hervorgerufen  werden,  zu  trennen  von  den  durch 
Spuren  einer  elektrischen  Leitung  bedingten  Erscheinungen. 

Während  der  Vorgang  der  reinen  Polarisation  in  äusserst  kurzer  Zeit 
nach  dem  Beginn  der  Wirksamkeit  der  elektrischen  Kräfte  eintritt  und  als- 
dann, wie  die  magnetische  Polarisation  (S.  201),  unter  der  Einwirkung  un- 
veränderlicher Kräfte  constant  bleibt,  erfordern  die  Erscheinungen  der  un- 
vollkommenen Leitung  zu  ihrer  Entwickelung  eine  längere  Zeit  und  nehmen 
mit  der  Dauer  der  Einwirkung  der  elektrischen  Kräfte  an  Intensität  zu. 

Demnach  bietet  sich  eine  doppelte  Aufgabe  dar.  Um  die  von  der 
dielektrischen  Polarisation  abhängige  Einstellung  eines  in  höherem  oder 
geringerem  Maasse  isolirenden  Krystalls  zu  ermitteln,  muss  man  denselben 
in  ein  homogenes  elektrisches  Feld  bringen,  in  welchem  die  elektrische  Ejraft 
ihrer  Grösse  nach  constant  bleibt,  während  ihre  Richtung  periodisch  in  so 
rascher  Folge  commutirt  werden  kann,  dass  der  Einfluss  einer  Leitung  aus- 
geschlossen ist.  Andererseits  muss  die  Einstellung  dieses  Krystalls  in  einem 
homogenen  elektrischen  Felde  beobachtet  werden,  dessen  Kraft  längere  Zeit 
hindurch  constante  Grösse  und  Richtung  besitzt,  um  die  Fortführung  der 
durch  Influenz  hervorgerufenen  Elektricität  durch  Leitung  zu  gestatten. 

3.  Beobachtungen  von  E.  Root.^  —  Zur  Herstellung  eines  homogenen 
elektrischen  Feldes  bediente  sich  E.  Root  des  in  Fig.  106  abgebildeten 
Gondensators.    Zwei  möglichst  eben  abgeschliffene,  vertical  stehende  Messing- 


^  E.  Boot,  Zur  Kenntniss  der  elektrischen  Polarisation.    Inaog.-Dissert    Berlin 
1876.    80.    93  S.    Pogg.  Ann.  158,  1,  425,  1876. 
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platten  Ä,  B  sind  an  einen  4  mm  dicken,  8  om  breiten  cylindrischen  Hart- 
gmnmirahmen  dnrch  Schrauben  befestigt  und  mit  mechanischer  Genauigkeit 
einander  parallel  gestellt.  Der  Rahmen,  welcher  das  Feld  von  äusseren 
Luftströmungen  abschliessen  soll,  ist  an  vier  Stellen  mit  kreisrunden  Oeff- 
nungen  versehen.  In  die  obere  Oeffnung  ist  eine  verticale  Glasröhre  von 
1  cm  Durchmesser 
und  1  in  Höhe  ein- 
geschraubt, an  deren 
oberem  Ende  sich 
ein  zum  Aufwickeln 
eines  Coconfadens 
dienender  Au&atz 
befindet.  Die  bei- 
den horizontalen, 
durch  Spiegelglas- 
platten Terschlosse- 
nen,  18nmi  weiten 
Oefihungen  bilden 
zwei  Fenster  zur  Be- 
obachtung des  auf- 
gehängtenEjystalls. 
Die  untere,  in  Fig. 
106  nicht  sichtbare 
Oeffnung  gestattet 
einen  Krystall  ein- 
zufahren und  auf- 
zuhängen; sie  kann 
durch  einen  Hart- 
gummipfropfen ver- 
schlossen    werden, 

auf  welchen  eine  kleine  Glasschale  gekittet  ist.  Die  ganze  Vorrichtung 
wird  von  zwei  mit  den  äusseren  Fortsätzen  der  Messingplatten  ver- 
bundenen Hartgummistäbchen  getragen,  die  auf  zwei  Messingsäulen  ruhen. 
Das  Fussbrett  ist  in  der  Richtung  der  unteren  Oeffnung  des  Rahmens 
durchbohrt. 

Dieser  Apparat  gestattet  ein  cylindrisches  elektrisches  Feld  mit  horizon- 
talen Kraftlinien  herzustellen  von  200  mm  Durchmesser  und  25,40  mm 
Länge  in  axialer  Richtung. 

Um  die  Ladung  der  Condensatorplatten  Ä,  B  mit  voller  Sicherheit  und 
constanter  Geschwindigkeit  zu  wechseln,  construirte  £.  Root  Commutatoren 
nach  verschiedenen  Principien.  Es  gelang  ihm  die  Zahl  der  Commutationen 
bis  auf  6090  in  der  Secunde  zu  steigern. 

Zur  Ladung  der  Platten  benutzte  er  zwei  grosse  galvanische  Säulen, 
eine  Giösiot'sche  von  5000  und  eine  DanielFsche  von  1000  Elementen. 
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Fig.  106.     V4  natürl.  Grösse. 
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4.  Der  fundamentale  Unterschied  zwischen  Polarisation  and  Leitung 
gelangte  bei  der  Einstellung  einer  kreisrunden,  parallel  zur  Axe  der  Isotropie  y 
geschnittenen  Scheibe  von  KaUcspaih  zur  Geltung.  Die  zwischen  den  Gonden- 
satorplatten  horizontal  aufgehängte  Scheibe  stellte  seh  bei  constanter  Ladung 
der  Platten  vermöge  der  Leitung  axial,  d.  h.  mit  der  Axe  ;^  in  die  Bichtong 
der  Kraftlinien.  Auch  wenn  sie  weniger  als  2  Minuten  in  dem  mit  den 
Polen  der  DanielPschen  Batterie  direct  verbundenen  Condensator  geblieben 
war,  kehrte  sie  sich  mit  einer  ümkehrung  der  Pole  selbst  um;  die  in  ihr 
eingetretene  Ladung  dauerte  also  noch  einige  Zeit  hindurch  an.  Wurden 
dagegen  die  Pole  des  Condensators  rasch  commutirt,  so  nahm  die  Scheibe 
lediglich  in  Folge  der  dielektrischen  Polarisation  eine  äquatoriale  Lage  an. 

Aus  Beobachtungen  der  Schwingungsdauern,  welche  vertical  auf- 
gehängte kreisrunde  Scheiben  oder  Kugeln  von  Kalkspath,  Quarz,  Aragonit 
und  Schwefel  in  dem  elektrischen  Felde  zwischen  den  Condensatorplatten 
ausfuhren,  wenn  sie  aus  ihrer  Buhelage  abgelenkt  werden,  schliesst  E.  Boot, 
dass  die  dielektrische  Polarisation  weniger  als  0,00000821  Secunden  braucht, 
um  sich  vollständig  zu  entwickeln.  Dagegen  brauchen  alle  dielektrischen 
Erscheinungen^  welche  von  der  Zeit  abhängen,  mehr  als  0,00286  Secunden, 
um  sich  bemerkbar  zu  machen.  Die  untersuchten  Kiystalle,  Schwefel  nicht 
ausgenommen,  zeigten  bei  dauernder  Ladung  des  Ciondensators  oder  lang- 
samer Commutation  der  Pole  desselben  eine  dielektrische  Nachwirkung,  welche 
z.  B.  bei  Aragonit  innerhalb  0,0208  See.  bemerkbar  wurde,  ausserhalb 
0,007  See.  aber  nicht  mehr  zu  spüren  war. 

5.  Theorie  der  reinen  dielektrischen  Polarisation.  —  Wenn  ein  homogener 
Isolator  in  einem  elektrischen  Felde  in  einen  Polarisationszustand  versetzt 
wird,  so  erhält  jedes  Volumenelement  ein  elektrisches  Moment,  gerade  so  wie 
ein  Volumenelement  eines  magnetisch  polarisirbaren  Körpers  im  Magnetfelde 
ein  magnetisches  Moment  empfangt  Die  Theorie  der  reinen  dielektrischen 
Polarisation  ist  daher  lediglich  eine  TJebertragung  der  W.  TnoicsoN'schen 
Theorie  der  magnetischen  Induction  auf  das  elektrische  Gebiet. 

Wir  erhalten  für  die  Abhängigkeit  der  Intensität  der  Elektrisirung  3 
von  der  resultirenden  elektrischen  Kraft  ^  und  der  elektrischen  Kraft  ^  des 
Feldes  Elementargesetze,  welche  den  Belationen  I  und  II  auf  S.  199  ent- 
sprechen. Wieder  folgt  aus  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  die 
Gleichheit  der  zur  Diagonale  symmetrischen  Goef&cienten  in  I  und  II,  so 
dass  ein  trikliner  Kiystall  nur  sechs  Coefficienten  der  dielektrischen  Polari- 
sation p^j^  besitzt  (S.  200).  Es  sind  stets,  auch  in  einem  triklinen  Krystall, 
drei  auf  einander  senkrechte  Geraden,  die  Sjmmetrieaxen  Xj,  3E,,  3^  des 
Inductionsellipsoids : 

vorhanden,  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Polarisation  einer  Kugel  in  der 
Bichtung  der  Kraftlinien  eines  homogenen  elektrischen  Feldes  stattfindet, 
sobald  eine  jener  Geraden  zu  den  Kraftlinien  paraüel  ist  (S.  Ä)l,  204).     Die 
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Noimalen  der  Ereisschnitte  dieses  Ellipsoids,  die  dielektrischen  Axen,  stimmen 
in  ihren  Eigenschaften  mit  den  magnetischen  Axen  überein  (S.  205). 

Femer  entspricht  der  magnetischen  Induction  83  an  einer  Stelle  P  die 
Grösse,  welche  Maxwell  in  quantitativem  Sinne  als  elektrische  Induction 
durch  eine  Fläche  an  einer  bestimmten  Stelle  bezeichnet  hat.  Das  Analogen  der 
magnetischen  Hauptdurchlässigkeiten  /ip  fi^,  ^  in  den  Eichtungen  der  Sym- 
metrieaxen  bilden  die  Hauptdielektricitätsconstanten.  Dem  Elementargesetze 
auf  S.  203  entsprechend  sind  die  Componenten  der  elektrischen  Induction  83 
in  einem  Punkte  P  gleich  den  Producten  aus  den  Hauptdielektricitäts- 
constanten und  den  Componenten  der  an  der  Stelle  P  vorhandenen  elek- 
trischen Kraft  $: 

Nach  der  MAxwELL^schen  Theorie  der  durch  eine  elektromotorische 
Kraft  in  einem  Dielektricum  hervorgerufenen  elektrischen  Verschiebung  ist 
die  Verschiebung  Z)  an  der  Stelle  P  gleich  dem  Quotienten  der  elektrischen 
Induction  83  durch  in.  Demnach  kann  das  Elementargesetz  der  reinen 
dielektrischen  Polarisation  auch  als  eine  Beziehung  zwischen  der  elektrischen 
Verschiebung  und  der  elektrischen  Kraft  ausgesprochen  werden^: 

6.  Beziehung  zwischen  den  Dieleirtricitätsconstanten  und  den  Brechungs- 
indices  eines  durchsichtigen  isolirenden  Krystalls.  —  Die  Bestimmungen  von 
Dielektridtätsconstanten  empfangen  ein  hervorragendes  Interesse  durch  die 
von  J.  Cl.  Maxwell  aufgestellte  elektrische  Theorie  des  Lichtes,  nach 
welcher  die  Dielektricitätsconstante  eines  isotropen  Dielektricums  gleich  dem 
Quadrate  des  Brechungsindex  dieses  Körpers  für  sehr  grosse  Wellen- 
längen ist' 

Bedient  man  sich  zur  Darstellung  der  Abhängigkeit  des  Brechungs- 
index V  von  der  Wellenlänge  des  Lichtes  X  z.  B.  der  zweigliedrigen  Cauchy'- 
schen  Dispersionsformel: 

soistfür>l  =  oo,  i^  =  A;  demnach  wurde  nach  Maxwell  die  Dielektricitäts- 
constante: 

sein.    Man  muss  also  far  zwei  gegebene  Wellenlängen  X,  X  die  zugehörigen 
Werthe  v,  v  bestimmen,  um  nach  der,  aus: 


^  J.  Ol.  Maxwell,  A  Treatise  on  Electr.  and  Magn.   2.  ed.    1,  101  e,  f.]. 
*  J.  Gl.  MiJEWBLL,  A  Dynamical  Theory  of  the  Electromagnetic  Field.    PhU. 
Trans.  155,  459,  1865.    A  Treatise  on  Electr.  and  Magn.  2,  781-S05.] 
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fliessenden  ßelation: 

A  vi* -vi'' 


den  Werth  von  A  und  darauf  fA  zu  berechnen. 

In  der  That  stimmen  für  gewisse  isolirende  Körper,  namentlich  für 
Gase,  die  beobachteten  und  die  berechneten  Werthe  von  fi  sehr  nahe  überein; 
allein  in  der  überwiegenden  Mehrzahl  der  flüssigen  und  festen  dielektrischen 
Eöiper  sind  die  Dielektridtatsconstanten  erheblich  grösser  als  die  mit  Hülfe 
einer  Dispersionsformel  berechneten  Werthe  der  Quadrate  der  Brechungs- 
indices  für  unendlich  lange  Wellen. 

Wie  J.  HopKDiBON  hervorgehoben  hat,  sprechen  diese  Abweichungen 
keineswegs  gegen  die  Bichtigkeit  der  MAxwELL'schen  elektrischen  Licht- 
theorie. Vielmehr  geht  aus  ihnen  hervor,  dass  die  Interpolationsformeln, 
welche  im  Gebiete  der  lichtwellenlängen  die  Abhängigkeit  des  Brechungs- 
index von  der  Wellenlänge  mit  hinreichender  Genauigkeit  darstellen,  ihre 
Gültigkeit  für  so  lange  Wellen,  wie  sie  bei  der  Bestimmung  der  Dielektri- 
citätsconstanten  benutzt  werden,  verlieren.^ 

Das  Elementargesetz  der  diielektrischen  Polarisation  in  einem  Erystali 
mit  den  Hauptdielektricitatsconstanten  ^a^,  jd^,  /i,: 

führt  zu  folgendem  Satze  über  die  Abhängigkeit  der  elektrischen  Induction 
83  von  der  elektromotorischen  Kraft  $:  Betraehtet  man  den  Kraftvedor  $  <Ü8 
Radiusveetor  des  ElUpsoids: 

(ff)  ^El'  +  f2S2'  +  M8El'==l, 

so  ist  die  Richhmg  der  elektrischen  Induotion  83  (oder  die  Riehhmg  der  6Ub- 
trisehen  Verschiebung)  gegeben  durch  die  Normale  der  Tangentialehene  an  dieses 
EU^soid  im  Endpunkte  von  $,  und  die  Grösse  des  Veetors  83  ist  gleich  de^n 
reoiproken  Werthe  des  Abstandes  der  Tangentialebene  vom  Mittelpunkte  des 
Myoide. 

Es  seien  jetzt  die  Hauptbrechungsindices  des  EiystallB  für  sehr  grosse 
Wellenlängen  bezeichnet  mit  A^,  A,,  A,,  so  kann  nach  Maxweli«  die 
Gleichung  jenes  EUipsoids  auch  in  folgender  Fonn  geschrieben  werden: 

(ff)  A,«E,«  +  A,«j3»  +  A3»E3»=1. 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  des  von  A.  Fbesnel  zur  Gonstruction  der 
Strahlenfläche  (FnBSNEii'schen  Wellenfläche)  benutzten  EUipsoids.  Die  Rich- 
tung der  Verschiebung  eines  Aethertheilchens  und  die  Richtung  der  durch 
diese  Verschiebung  geweckten  elastischen  Kraft  stehen  nach  Fbesnel's  Theorie 
der  Doppelbrechung  in  derselben,  durch  das  EUipsoid  ((S)  vermittelten  Be- 
ziehung zu  einander  wie  die  Richtungen  von  83  und  $. 


^  J.  HopKiNBoir,  On  the  Befractive  Index  and  Specific  Induetive  Capacii]r   of 
Transparent  LauBolating  Media.    PhiL  Mag.  (5)  IS,  242,  1882. 
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Is*  i^  >  f*a  >  f*3>  ^0  Ä^ch  Ai  >  Aj  >  A3,  so  ist  Xi  die  Symmetrieaxe 
der  grössten,  BE,  jene  der  kleinsten  dielektrischen  Permeabilität  und  gleich« 
zeitig  3Ei  die  kleinste,  d^  die  grösste  Halbaxe  des  FnBSNSL'schen  Ellipsoids. 
In  der  FsBSKBL'schen  Aoffassnng  ist  BE^  die  Symmetrieaxe  der  kleinsten, 
3^3  jene  der  grossten  optischen  Elasticitat. 

Die  Abhängigkeit  derDielektricitätsconstanten  eines  anisotropen  Eiystalls 
Ton  der  Richtung  lässt  sich  daher  voraussagen,  wenn  die  optischen  Eigen- 
schaften des  ErystaUs  ermittelt  sind.  Es  kann  in  diesem  Falle  also  auch 
die  Einstellung  einer  um  ihren  Mittelpunkt  frei  beweglichen  Kugel  aus  dem 
Erystall  in  einem  homogenen  elektrischen  Felde  vorherbestimmt  werden,  da 
die  Kugel  die  Symmetrieaxe  der  grossten  elektrischen  Induction  3Ej  den 
Kraftlinien  parallel  zu  stellen  sucht. 

Die  Beobachtungen  von  E.  Root  über  die  Einstellung  von  Scheiben, 
Linsen  und  Kugeln  aus  Kalkspath,  rhombischem  Schwefel  und  Aragonit,  die 
in  dem  (Kondensator  (Fig.  106,  S.  225)  aufgehängt  waren,  liefern  eine  Be- 
stätigung dieses  Satzes. 

7.  Methoden  von  L  Bottzmann  zur  Bestimmung  der  Dielektricitäts- 
constanten  krystallisirter  K5rper.  —  Ein  frei  beweglicher,  dielektrisch  polarisir- 
barer  Körper  muss  von  einem  mit  Elektricität  geladenen  Körper,  in  dessen 
Nähe  er  gebracht  wird,  angezogen  werden,  gerade  so  wie  ein  frei  be- 
weglicher, magnetisch  polarisirbarer  Körper  von  einem  Magneten  ange- 
zogen wird. 

L.  BoLTZMANN  hat  diese  Anziehungen  quantitativ  zu  bestimmen  gelehrt.  ^ 
Den  Ausgangspunkt  seiner  Versuche  bildet  der  Satz,  dass  unter  dem  Einflüsse 
elekhisdier  Kräfte  eine  Kugel  L  aus  emem  isotropen  dielektrisohen  Körper^  dessen 
Diekkirieitäisconstank  fi  isty 

fi  +2 

mal  so  stark  angexogen  unrd,  als  eine  gleich  grosse  isoUrte  und  ursprünglich 
uneletirische  Kugel  U  aus  emem  isotropen  leitenden  Körper  j  faUs  die  Kugeln 
so  klein  sind,  dass  bei  der  Berechnung  der  Elektrisirung  das  elektrische 
Feld  als  homogen  betrachtet  werden  kann.  Ist  das  Yerhältniss  der  An- 
ziehungen h  und  h'  der  dielektrischen  und  der  leitenden  Kugel  gemessen, 
80  ergiebt  sich  aus  ä  :  ä'  =  ju  —  1  :  ft  -f-  2  der  Werth  der  Dielektricitäts- 
constante: 

f»  =  T  +  2:|-l, 


'  L.  Bo&TzxAiar,  Experimentaliintersachiiiig  über  die  elektrostatbche  FerDwirkung 
dielektrischer  Körper.  Sitzongsber.  Wien.  Akad.  BS  (2),  81,  1873.  Ueber  einige  an 
meinen  Versachen  Aber  die  elektrostatiscfae  Femwirkong  didektrischer  Körper  anza- 
bringende  Correctionen.  ibid.  70  (2),  807,  1874.  Auszog:  Ezperimentaluntersncfating 
Aber  das  Verhalten  nicht  leitender  Körper  unter  dem  Einflüsse  elektrischer  Kräfte. 
Pogg.  Ann.  158,  525,  1874. 
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In  einer  elementaren  Ableitung  dieses  Satzes^  berechnet  L.  Boltzmank 
zunächst  die  Anziehung  h,  welche  eine  elektrische  Ladnng  +  ^  auf  eine 
kleine  isotrope  dielektrische  Engel  L  mit  dem  Badius  b  ausübt;  h  ist  eine 
Funktion  der  Grössen  m^  h,  E  und  des  Abstandes  der  Engel  von  der  Ladung. 
Alsdann  ergiebt  sich  flir  ft  s=  oo  die  Anziehung  h'  auf  eine  gleich  grosse, 
an  die  Stelle  jener  dielektrischen  Engel  gebrachte  isolirte  leitende  Engel  L'. 
Der  Abstand  der  Engel  L  von  der  Ladung  E  sei  hinreichend  gross,  um  die 
Eraftlinien  des  Feldes  als  unter  einander  parallel  und  die  Engel  als  gleich- 
formig  polarisirt  ansehen  zu  können.  Die  unelektrische  Engel  L  kann  mau 
betrachten  als  eine  Superposition  zweier  Engeln  A  und  B^  von  denen  A 
gleichförmig  mit  der  Elektricitatsmenge  —  e  und  B  gleichförmig  mit  der 
Elektricitatsmenge  +  «  geladen  ist.  Alsdann  kann  die  durch  die  Wirkung 
der  Ladung  E  hervorgerufene  Polarisation  der  Engel  L  so  dargestellt  werden, 
dass  die  beiden  anfanglich  zusammenfallenden  Engeln  A  und  B  in  der 
Richtung  der  Verbindungsgeraden  von  E  mit  dem  Mittelpunkte  von  L  ver- 
schoben sind:  Die 
negative  Engel  A 
hat  sich  ein  wenig 
der  Ladung  +E 
genähert,  die  posi- 
-^E  \    \  '^v"  )    J     tive  Engel -B  ein 

wenigvon  ihr  ent- 
fernt (Fig.  107). 
Die  Gresanuntwir- 
Pig.  107.  kung  der  polari- 

sirten  di^ektri- 
schen  Engel  L  ist  die  Resultante  der  von  den  idealen  Engeln  A  und  B 
ausgeübten  Eräfte,  und  die  Wirkung  auf  die  Eugel  L  setzt  sich  zusammen 
aus  den  Wirkungen  auf  die  Eugeln  A  und  B. 

Der  sehr  kleine  Abstand  der  Mittelpunkte  Oj  und  o^  von  A  und  B  sei 
bezeichnet  mit  X.  Auf  äussere  Punkte  wirken  A  und  ^  so,  als  wären  ihre 
Ladungen  ->  e  und  +  6  in  o^  und  o,  concentrirt.  Denmach  ist  das  dielek- 
trische Moment  der  beiden  Eugeln  =  eA.  Da  jede  der  Eugeln  das  Volumen 
4»fc'/3  besitzt,  so  ist  demnach  das  dielektrische  Moment  jeder  Volumen- 
einheit: 

Die  von  A  auf  E  ausgeübte  Anziehung  ist,  wenn  Eo^  =  r  gesetzt  wird, 
JS?6/r*,  und  die  von  B  auf  E  ausgeübte  Abstossung  ist  Eel{r  +  X)\  Dem- 
nach ist  die  ganze  von  der  Ladung  E  auf  die  elektrische  Eugel  L  ausgeübte 


»  Mitgetheüt  in  J.  E.  H.  Gordon,  A  Physical  Ti-eatise  on  Electricity  and  Magne- 
tlsm.    London.    1,  136,  1880. 
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Anziehung  ä,  unter  Vernachlässigung  der  Grössen  von  der  Ordnung  A', 
zunächst  gegeben  durch: 

Das  Moment  eX  ist  abhängig  von  E^  b,  r  und  von  der  auf  Luft  be- 
zogenen Dielektricitätsconstante  [a.  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  ek  durch 
diese  Grössen  auszudrücken. 

Nach  dem  Elementargesetz  der  dielektrischen  Polarisation  ist  das  elek- 
trische Moment  der  Volumeneinheit  3  an  irgend  einer  Stelle  P  der  Eugel  L 
proportional  der  in  P  vorhandenen  elektromotorischen  Kraft  $: 

und  die  Constante  k  steht  mit  der  Dielektricitätsconstante  (i  in  der  Beziehung: 

jEA=  1  +  4nk. 
Um  den  Werth  von  §  zu  berechnen,   müssen  wir  in  o^  eine  Einheit 
positiver  Elektricität  annehmen  und  die  auf  sie  ausgeübte  Gesanmitkraft 
bestimmen.    Die  Ladung  +  E  übt  eine  Abstossung: 

©1  =  ^1 

ans.  Die  Eugel  Ä  wirkt  nicht  auf  o^.  Die  Eugel  B  können  wir  ersetzen 
dnich  eine  um  03  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  k  beschriebene  Eugel, 
deren  elektrische  Ladung  mit  e  bezeichnet  sei,  und  eine  sie  umgebende 
Hohlkugel;  die  letztere  wirkt  ebenfalls  nicht  auf  o^,  dagegen  übt  die  erstere 
äüf  0^  die  Abstossung: 

ans.  Da  nxm  B  gleichförmig  geladen  sein  sollte,  so  ist  das  Verhältniss 
e :  e  gleich  dem  Verhältniss  der  Volumen  der  entsprechenden  Engeln 
\nX^:ifib^,  also: 

Folglich  ist: 

V  -  Vi       Va  =*  r»  ■"  6»  •"  ifc  ""  4nb^k  ^^' 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  das  gesuchte  Moment: 

Mithin  ist  die  Anziehung  h  auf  die  dielektrische  Eugel: 

Ä-^+2  7^^- 
Um  hieraus  die  Anziehung  U  auf  eine  gleich  grosse,  ursprünglich  un- 
elektrische leitende  Eugel  an  derselben  Stelle  abzuleiten,  haben  wir  /»  =  oo 
zu  setzen^;  alsdann  folgt: 

'  Vgl.  Aber  diese  Bechnungsregel:  £.  Cohn  und  L.  Abons,  Leitongsvermögen  und 
IMektricitätBconstante.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  28,  455,  1886. 
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Demnach  ist  das  Verhältniss: 


®""  *  ""li-l 


8.  Zu  einer  ersten  Versuchsreihe  diente  der  in  Fig.  108  dargestellte 
Apparat,  welcher  znr  Erläntemng  der  Methode  sehr  geeignet  ist,  wenngleich 
er  nicht  erlanbt  hinreichend  genaue  Messungen  auszuführen.  An  zwei  etwa 
2  m  langen  Goconföden  hingen  2  Engeln  L  und  L'  von  etwa  7  mm  Duich- 
^  messer,  die  eine  aus  reinem  Schwefel,   die  andere  gleich 

grosse  und  gleich  schwere,  aus  derselben  Substanz  hergestellt, 
aber  mit  Stanniol  überzogen.  Der  Abstand  ihrer  Mittel- 
punkte betrug  etwa  90  mm.  Möglichst  genau  in  der  Mitte 
zwischen  L  und  L'  befand  sich  eine  feste  Metallkugel  M 
von  26  mm  Durchmesser.  Ein  von  M  ausgehender  isolirter 
Draht  konnte  bald  mit  einer  Leydener  Flasche,  bald  mit 
der  Erde  leitend  verbunden,  und  dadurch  die  Eugel  M  ge- 
li'4'i>'^'i>'4^  laden  und  wieder  entladen  werden.  Die  geladene  Kugel  M 
zog  die  pendelnden  Kugeln  L  und  L'  ungleichmässig  etwas 
naher  heran ;  nach  der  Entladung  entfernten  sich  L  and  L' 
wieder.  Diese  Bewegungen  wurden  an  einer  hinter  den 
Fäden  aufgestellten,  in  Millimeter  getheilten  Scala  mit  zwei 
auf  die  Fäden  eingestellten  Femrohren  abgelesen.  Aus  den 
Beobachtungen  der  Ruhelagen  und  der  Umkehrpunkte  der 
Fäden  konnten  die  Anzahlen  der  Theilstriche  entnommen  werden,  um  welche 
die  Fäden  durch  die  Einwirkung  der  Ladung  der  Kugel  M  auf  die  Kugehi 
L  und  V  abgelenkt  wurden.  Da  diese  Ablenkungen  a  und  a  (a  >  a)  sehr 
klein  waren,  so  konnten  die  anziehenden  Kräfte  h  und  h'  proportional  a  und  a 
gesetzt  werden,  so  dass  nunmehr  mit  Hülfe  von: 

h  "  a' 


Fig.  108. 


@^ 


die  Dielektricitätsconstante  fi  zu  berechnen  ist 

Damit  durch  eine  etwa  auf  den  pendelnden  Kugeln  vorhandene  Ladung 
das  Resultat  nicht  beeinträchtigt  werde,  wurde,  nach  einer  von  H.  von 
Helmholtz  herrührenden  Idee,  die  Kugel  M  abwechselnd  positiv  und  negatiT 
geladen.  Lnmerhin  waren  genügende  Messungen  nicht  zu  erlangen,  da  die 
Ablenkungen  nicht  viel  grösser  als  1  Theilstrich  ausfielen,  die  Aufstellung 
von  Jf  in  die  Mitte  zwischen  L  und  L'  sehr  schwierig  war,  die  Bewegungen 
der  Kugel  durch  Luftströmungen  gestört  wurden  und  die  Goconfaden  nicht 
hinreichend  isolirten. 

9.  Viel  geeigneter  erwies  sich  ein  zweiter,  von  L.  Bolizmann  constmirter 
Apparat^  in  welchem  die  zu  untersuchende  dielektrische  Kugel  L  von  einer 
Drehwage  getragen  wurde  (Fig.  109).  Ein  Goconfaden  hing  von  einem  mit  einem 
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Terücalen  Träger  (Fig.  110)  fest  verbundenen  Kupferdrahte  AB  herab  und 
war  um  einen  etwa  V4  nmi  dicken  Kupferdrahthaken  CD  geschlungen, 
welcher  einen  geradlinigen  horizontalen  Hebel  EF  aus  1  mm  dickem  Kupfer- 
draht trug.  Bei  ^  war  ein  ebener  Spiegel  S  angekittet,  dessen  Stellung 
mittelst  Scala  und  Femrohr  abgelesen  werden  konnte.  Gleichzeitig  diente  8 
zur  Aequilibirung  des  Hebels,  an  dessen  Ende  F  ein  horizontaler,  etwa 


F^.  109. 


100  mm  langer  Querarm  FOH  angebracht  war.  In  0  und  H  waren  die 
Enden  eines  ScheÜackfadens  OKH  befestigt,  in  welchem  bei  K  die  Kugel  L 
mittelst  eines  dünnen  Schellackhäkchens  eingehängt  wurde. 

Nahe  der  Kugel  L  war  die  Metallkugel  M  fest  aufgestellt,  so  dass  die 
Mittellinie  von  L  und  K  horizontal  in  der  Ebene  des  Fadens  QKH  lag. 
Der  Zuleitungsdraht  N  hatte  ebenfalls  diese  Richtung. 

um  zu  vermeiden,  dass  die  Ladung  der  Kugel  M  ausser  auf  L  auch 
noch  auf  die  übrigen  Bestandtheile  der  Drehwage  wirke,  befanden  sich  die 
in  Fig.  109  mit  einem  punktirten  Rechtecke  umschlossenen  Theile  in  einer 
mit  den  erforderlichen  Ausschnitten  versehenen  Schachtel  aus  Goldpapier 
(Kg.  110). 

Sollten  bei  K  sehr  leichte  Kugeln  eingehängt  werden,  so  wurde  der 
Haken  0  des  Drahtes  OH  mit  einem  Gegengewicht  versehen,  das,  von  der 
Ooldpapierschachtel  umschlossen,  einer  Einwirkung  der  Ladung  M  ent- 
zogen war. 

Der  Gang  der  Versuche  war  nun  folgender.  Es  wurde  bei  K  eine 
dielektrische  Kugel  L  eingehängt  und  der  Stand  der  Drehwage  durch  SpiegeU 
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ablesung  bestimmt,  während  die  Kugel  M  unelektrisch  war.  Alsdann  wurde 
der  Kugel  M  Elektricitat  mitgetheilt  und  wieder  durch  Spiegelablesung  be- 
stimmt, um  welchen  Winkel  dabei  der  Hebelarm  der  Drehwage  abgelenkt 
wurde.  Darauf  wurde  an  die  Stelle  der  Kugel  L  eine  gleich  grosse  mid 
gleich  schwere,  mit  Stanniol  bekleidete  Kugel  L'  aus  derselben  Substanz 
gehangen  und  von  Neuem  der  Ablenkungswinkel  der  Drehwage  gemessen, 
wenn  der  Kugel  M  genau  dieselbe  Elektricitatsmenge  mitgetheilt  wurde. 
Damit  bei  dem  Austausch  der  Kugeln  eine  Störung  der  Einstellung  Ter- 
mieden  werde,  befand  sich  in  der  Goldpapierschachtel  eine  durch  diepunk- 
tirte  Linie  k  in  Fig.  109  angedeutete  Pappdeckelwand,  auf  die  sich  der 
Hebelarm  EF  sogleich  auflegte,  wenn  die  Kugel  L  entfernt  wurde. 

Die  bei  verschiedenen  Versuchen  der  Kugel  M  mitgetheilten  Elektricitäts- 
mengen  konnten  unter  einander  verglichen  werden  mit  Hülfe  einer  zweitm 
ähnlichm  Drehwage ,  welche  aus  einem  langen  Kupferdraht  mit  zwei  hohlen 
Messingkugeln  P,  P'  bestand  (Fig.  110).  Dieser  Draht  trug  einen  Spiegel 
und  war  mit  Coconfaden  an  einem  festen  Kupferdraht  bifilar  aufgehängt. 
Die  Schwingungsdauer  dieser  Wage  konnte  durch  Verschieben  emes  der 
beiden  Coconfaden  auf  dem  festen  Draht  so  regulirt  werden,  dass  sie  mit 
der  Schwingungsdauer  der  ersten  Drehwage  übereinstimmte. 

Um  die  Kugel  P  mit  der  Erde  leitend  zu  verbinden,  war  zunächst  an 
dem  Drehungspunkte  des  Wagebalkens  PF  ein  verticaler  Platindraht  an- 
gelöthet,  der  unten  ein  in  verdünnte  Schwefelsaure  tauchendes  Platinblech 
trug;  gleichzeitig  tauchte  in  die  Säure  ein  Platindraht,  der  die  leitende  Ver- 
bindung mit  der  Erde  herstellte. 

Der  Kugel  P  stand  eine  unbewegliche,  mit  M  durch  einen  isolirten 
dicken  Kupferdraht  leitend  verbundene  Metallkugel  R  gegenüber,  so  dass 
die  Mittellinie  PP  horizontal  und  senkrecht  zu  PP'  lag. 

Wurde  nun  der  Kugel  R  Elektricitat  mitgetheilt,  so  lud  sich  P  durch 
Influenz  und  wurde  von  R  angezogen.  Die  Ämiehu/ng  ist  dem  Quadrate 
der  jener  Kugel  R  mitgetheilten  Elektricitatsmenge  proportional.  Man  ge- 
wann auf  solche  Weise  zunächst  ein  Maass  dieser  Elektricitatsmenge.  Da 
aber  die  Kugel  M  leitend  mit  R  verbunden  war,  so  musste  die  Elektricitats- 
menge auf  M  proportional  der  auf  R  angesammelten  sein. 

Die  beiden  Äblesefemrohre  befanden  sich  von  ihren  Spiegeln  2,2  m  ent- 
fernt; über  einem  Fernrohre  war  eine  in  Millimeter  getheilte  Scala  angebracht 

Zur  Ladung  der  wirkenden  Kugeln  M  und  R  wurden  drei  verschiedene 
Vorrichtungen  benutzt,  welche  gestatteten  das  System  MR  dauernd  (22  bis 
90  Secunden)  oder  nur  eine  kurze,  aber  genau  gegebene  Zeit  hindurch 
(Vio  Secunde)  oder  endlich  abwechselnd  in  schneller  Aufeinanderfolge  ent- 
gegengesetzt zu  laden.  Zur  Herstellung  der  altemirenden  Ladung,  durch 
welche  der  Einfluss  einer  etwa  schon  ursprünglich  auf  der  zu  untersuchenden 
Kugel  vorhandenen  Elektricitat  eliminirt  werden  sollte,  diente  eine  elektro- 
magnetisch zwischen  den  Elektroden  einer  Influenzmaschine  oscillirende 
Stimmgabel,  welche  in  der  Secunde  180  ganze  Schwingungen  ausfährte,  so 
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dws  M  und  R  nach  jeder  halben  Schwingnng  abwechselnd  positiv  und  gleich 
staA  negatiT  geladen  wurden. 

Die  Kräfte^  welche  auf  die  Kugeln  L  und  P  von  den  wirkenden  Kugeln 
M  und  R  ausgeübt  werden,  sind  den  Quadraten  der  an  M  und  R  mit- 
getheilten  Elektricitätsmengen  proportional,  falls  sich  ausser  diesen  Elek- 
tricitätsmengen  nichts  verändert,  und  die  sehr  kleinen  Ablenkungen  der 
Drehwagen  ^  und  h^  sind  jenen  Kräften  proportional.  Demnach  stellt  der 
Quotient  Ai'.A,  die  Ablenkung  der  ersten  Drehwage  für  den  Fall  dar,  dass 
die  an  M  und  R  mitgetheilte  Elektricitat  an  der  zweiten  Drehwage  die  Ab- 
lenkung Eins  erzeugt.  Boltzmann  nennt  h^ih^  die  reducirte  Anziehung 
der  Kugel  L. 

Nachdem  die  reducirten  Anziehungen  h^ih^^  h  und  h^  :h^'  ssh'  für 
eine  ursprünglich  unelektrische,  dielektrische  Kugel  L  und  die  ihr  ent- 
sprechende, mit  Stanniol  bekleidete,  ursprünglich  ebenfalls  unelektrische, 
leitende  Kugel  L'  bestimmt  waren,  lieferte  der  Quotient  ä'  :  ^  « (S  die  ge- 
sachte, zur  Berechnung  der  Dielektricitatsconstante  erforderliche  Zahl. 

10.  DielelektricitStsconstanten  des  rhombischen  Schwefel.  —  Die  in  [9] 

beschriebene  Methode  von  L.Boltzmank^  bietet  ein  Mittel,  die  Dielektricitats- 
constanten  eines  kleinen  krystallisirten  Körpers  in  verschiedenen  Richtungen 
zu  messen.  Als  eine  hierzu  sehr  geeignete  Substanz  erwies  sich  die  rhombische 
Modification  des  Schwefel,  welche  so  ausgezeichnet  isolirt,  dass  die  Dauer 
der  Einwirkung  der  elektrischen  Kraft  ohne  Einfluss  auf  die  Starke  der  An- 
ziehung ist.  Ob  die  wirkende  Metallkugel  M  während  eines  ganzen^  über 
eine  Minute  in  Anspruch  nehmenden  Versuches  dauernd  positiv  oder  dauernd 
negativ  oder  endlich  abwechselnd  ^/joo  Secunde  positiv,  darauf  V200  Secunde 
negativ,  dann  wieder  V200  Secunde  positiv  u.  s.  w.  geladen  wurde,  sobald  nur 
die  Mengen  der  positiven  und  der  negativen  Elektricitat  bei  der  dauernden 
und  der  alternirenden  Ladung  jedesmal  übereinstimmten^  wurde  eine  Schwefel- 
kngel  L  auch  jedesmal  genau  gleich  stark  von  der  Kugel  M  angezogen. 
Hieraus  folgt,  dcus  die  Anziehung  nur  von  einer  in  äusserst  kurzer  Zeit  sich 
hersieüenden  dieiektrisehen  Polaristxtian  der  Moleküle  herrührt,  nicht  aber  daher, 
dass  die  Kugel  L  in  Folge  eines  geringen  Leitungsvermögens  durch  Influenz 
geladen  wird.  '  Denn  in  dem  letzteren  Falle  hätte  die  Anziehung  unter  dem 
Emflusse  alternirender  Ladungen  vielmal  kleiner  sein  müssen,  als  unter  der 
Einwirkung  einer  dauernden  Ladung. 

Es  wurden  zwei  Kugeln  von  17,5  und  14,5  nmi  Durchmesser  benutzt. 
Die  Bestimmung  der  optischen  Symmetrieaxen  war  leicht  auszuführen,  da 
die  Erscheinung  der  konischen  Befraction  mit  freiem  Auge  ohne  jedes  weitere 
Hälismittel  sehr  deutlich  sichtbar  ist,  sobald  man  durch  jene  Kugeln  einen 
läehtpunkt    betrachtet.     An   jede    Kugel   wurde    in    der   Richtung   einer 

'  L.BQLTXMAinr,  lieber  dieVerschiedenheit  der  Dielektricitatsconstante  des  kiystaUi- 
JHrten  Schwefels  nach  veischiedenen  Bicbtongen.  Sitzongsber.  Wien.  Akad.  70  (2),  842 
1874.    Im  Aiusiige:  Pogg.  Ann.  ISS,  581,  1874. 


236 


Dieiektrische  Polarisation. 


Symmetrieaxe  ein  Schellackstiel  geklebt,  der  in  jeder  der  beiden  dnrch  diese 
Axe  binduichgehenden  Symmetrieebenen  einen  Haken  besass.  Auf  diese 
Weise  gelang  es  eine  Engel  so  anfznhängen,  dass  die  Elektricitat  sncoessiye 
in  zwei  auf  einander  senkrechten  Bichtungen,  welche  fast  genau  mit  Sym- 
metrieaxen  zusammenfielen,  einwirkte. 

Die  elektromagnetische  Stimmgabel  machte  32  ganze  Schwingungen  in 
der  Secunde.  Die  Drehwagen  führten  eine  ganze  Schwingung  in  25  Secunden 
aus.  Das  Trägheitsmoment  der  ersten  Drehwage  betrug  7854  g  nmi^  jenes 
der  zweiten  674  000  g  mm^.  Die  bewegliche  Engel  der  zweiten  Drehwage 
besass  einen  Durchmesser  von  25,8  mm. 

In  der  rhombischen  Modification  des  Schwefel  (Fig.  75,  S.  98)  li^en 
die  optischen  Axen  in  der  Ebene  (äo)  =  (010);  die  Halbirungsgerade  des 
spitzen  Winkels  dieser  Axen  ist  die  Verticalaxe  d  und  der  Charaikter  der 
Doppelbrechung  ist  positiv.^  Demnach  entsprechen  nach  der  auf  S.  193 
eingeführten  Bezeichnung  den  kiystallographischen  Symmetrieaxen  ä,  fr,  6 
die  optischen  Symmetrieaxen  x,  y,  %. 

Nach  A.  SoHBAUF*  haben  die  Hauptbrechungsindices  für  die  Wellen- 
längen, welche  den  Praunhofer'schen  Linien  B,  D,  E,  H  entsprechen,  fol- 
gende Werthe: 


a 

ß 

r 


1,93651 
2,02098 
2,22145 


B 


1,95047 
2,08832 
2,24052 


JE 

B 

1,96425 
2,05443 
2,25875 

2,01704 
2,11721 
2,82967 

Denmach  ergiebt  sich  für  das  von  der  Wellenlänge  unabhängige  Glied  A  in 
der  zweigliedrigen  Cauchy'schen  Dispersionsformel  S.  227: 


K 

^ 

K 

aus  B  und  JS 

aus  2>  und  H 

1,8957 
1,8989 

1,9714 
1,9715 

2,1679 
2,1659 

Daraus  folgen  nach  Maxwell's  Theorie  für  die  Dielektricitätsconstanten 
in  den  Richtungen  der  Axen  x^  ä,  y^b,  x^o  die  Werthe: 

ii.=:A«»=  3,591 
fiß  =  A^«  =  3,886 
£ty=»Ay«=:  4,596, 


^  Demgemäss  ist  die  Halbirungsgerade  des  spiÜEen  Winkels  der  optiacfaen  Axen 
im  FBBSNEL*8chen  Sinne  die  kleinste,  nicht,  wie  Boltzmanv  angiebt,  die  „grOeste  Haupt- 
elastidtätsaxe". 

'  A.  SoHSAUF,  Bestimmung  der  optischen  Constanten  krystallisirter  Körper.  L  BeOie. 
Sitsungsber.    Wien.  Akad.  41,  805,  1860. 
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und  die  hieraus  fliessenden  Werthe  der  Zahl  (S  =  /ii  +  2:fi  —  1,  welche  an- 
giebt,  um  wie  viel  Mal  unter  denselben  Umstanden  eine  mit  Stanniol  belegte 
Schwefelkugel  starker  angezogen  wird  als  die  Schwefelkugel  selbst,  sind  nun 
mit  den  von  L.  BoLTZMAirar  beobachteten  Werthen  zu  vergleichen. 


Bereclmet 

Beobachtet 

1.  Kugel 

2.  Kugel 

Mittel 

2,167 

2,040 
1,812 

2,06 
(2,04;  2,07) 

2,02 

1,79 
(1,78;  1,82) 

2,07 

(2,03;  2,10) 
2,00 
1,805 

(1,80;  1,81) 

2,067 

2,010 
1,796 

Aus  den  beobachteten  Werthen  von  (S  ergeben  sich  die  Dielektricitats- 
constanten: 

M.  =  3,811,    ^^  =  3,970,    ^,  =  4,773, 

welche  nur  wenig  grosser  sind  als  die  nach  der  MAxwELL'schen  Theorie 
berechneten  Werthe.  Die  von  L.  BoLTZMAm^  gemessenen  HauptdielekiruniätS' 
consianten  der  rhombischen  ModificoHon  des  Sehwefel  stimmen,  also  sehr  nahe 
Überein  mit  den  von  der  elektrischen  Lichtiheorie  geforderten,  aus  den  Haupt' 
hrechungsindfices  abzuleitenden  Werthen. 

11.   Beobachtungen  von  Romich  und  Nowak  über  die  Abhängigkeit  der 
dielektrfschen  Poiarisation  im  Fiussspath,  Kaikspath  und  Quarz  von  der  Zeit.  — 

Unter  der  Leitung  von  L.  Boltzhai^n  haben  Romioh  und  Nowak  dieselbe 
Methode  zur  Bestimmung  von  Dielektricitätsconstanten  auf  Kugeln  von  Fiuss- 
spath, Ealkspath  und  Quarz  angewendet^  Jede  derselben  wurde  zuerst  der  Ein- 
wirkung einer  „altemirenden"  Ladung  der  Eugel  M  ausgesetzt,  deren  Zeichen 
in  einer  Minute  64  mal  wechselte,  darauf  aber  der  Wirkung  einer  „dauernden^' 
Ladung,  welche  erst  nach  Verlauf  von  drei  Halbschwingungen  der  Stinmi- 
gabel  ihr  Zeichen  änderte.  Dabei  erforderte  eine  ganze  Schwingung  etwa 
25  Secunden.    Aus  diesen  Versuchen  ergaben  sich  folgende  Werthe. 


Alternirende  Ladung 


^ 


A*o 


Dauernde  Ladung 


@ 


FUmtpaik  1 


Ealkgpath 


n 

Qßon  1 
„      2 


2  . 

8  . 

II  r 

8  . 


1,527 

1,485 

1,526 

1,445 

1,468 

1,408 

1,829* 

1,826* 


6,7 

7,2 

6,7 

7,7 

7,5 

8,4 

4,6* 

4,6* 


1,491 

1,889 

1,488* 

1,888 

1,899 

1,894* 

0,991* 

1,008* 


7,1 
9,9 
7,9* 
9,9 
8,5 
8,6* 
00* 
1000* 


»024 

,109 

,061* 

,080 

,046 

,006* 

,888* 

,821* 


*  BoMiaH  und  Nowak,  Experimentalontersttchung  dielektrischer  Körper  in  Beiug 
auf  ihre  dielektriBehe  Nachwirkung.    Sitningsber.  Wien.  Akad.  70  (2),  880, 1874. 
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Das  Zeichen  cn  für  ju  soll  andeuten,  dass  die  ErystaUkngel  so  stark 
wie  eine  isolirte  Metallkugel  angezogen  wurde.  Die  mit  *  bezeidmeten 
Werthe  sind  wegen  der  Unsicherheit  der  Correctionen  vielleicht  etwas  un- 
genau. Die  Zahl  g  giebt  an,  wie  vielmal  starker  sich  eine  Kugel  bei 
„dauernder"  Ladung  polarisirt  als  bei  „alternirender",  so  dass  ^  =  60/6  ist 

Aus  der  Tabelle  ist  ersichtlich,  dass  die  Dielektricitatsconstanten  fi  für 
Flussspath,  Kalkspath  und  Quarz  erheblich  grösser  sind,  als  die  nach  der 
elektrischen  Lichttheorie  zu  erwartenden  Werthe,  und  dass  namentlich  Qnan 
um  so  starker  dielektrisch  polarisirt  erscheint,  je  länger  er  der  Einwiiknng 
unveränderlicher  elektromotorischer  Kräfte  ausgesetzt  wird.  Demnach  ist 
die  dielektrische  Polarisation  im  Quarz  von  einer  starken  „elektrischen  Ab- 
sorption" (M.  Fabaday)  oder  „dielektrischen  Nachwirkung"  (L.  Boltzmaiw) 
begleitet.  Beim  Kalkspath  war  diese  Erscheinung  nicht  mit  Sicherheit  zu 
constatiren. 


12.  Beobachtungen  von  Rowland  und  Nichols  über  elektrische  Absorption 
im  Kalkspath  und  Quarz.  —  Die  Theorien  der  elektrischen  Absorption  von 
R.  C11AUBIU8,  J.  Cl.  Maxwell  und  H.  A.  Rowland^  nehmen  überein- 
stimmend   an,    dass    in   vollkommen    homogenen   isolirenden  Körpern  die 

dielekrische  Polari- 
sation    nicht    Ton 
elektrischer  Absorp- 
tion   begleitet   sei. 
Daher  sollte  in  iso- 
lirenden Kiystallen, 
die  sich  im  polari- 
sirten    Lichte    als 
homogen   erweisen, 
keine  elektrische  Ab- 
sorption stattfinden, 
wenigstens  nicht 
unter    der    Bedin- 
gung, dass  eine  un- 
begrenzte planparal- 
lelePlatte  den  Raum 
zwischen  zwei  Con- 


Erd^ 


B€dt€n£ 


Fig.  111. 


densatorplatten  vollständig  ausfüllt.   Um  dieser  Bedingung  zu  genügen  haben 
RowLAio)  und  E.  H.  Nichols*  einen  Schutzringcondensator  benutzt  und 


^  R.  Claüsius,  Abhandlungen  über  die  mechanische  Wftrmetheorie.  2.  AbÜL 
BraunBcbweig  1S67, 185.  —  J.  Cl.  Mazwsll,  A  Treatise  on  Electr.  and  Magn.  1,  3i5]. 
—  H.  A.  Rowland,  Note  on  the  Theory  of  Electric  Absorption.  Amer.  Joam.  of 
Math.  1,  58,  1878. 

'  H.  A.  RowLAMD  and  £.  H.  Nicbols,  Electric  Abdoiption  of  Ciyatais.  Phil.  Hag. 
(5)  11,  414,  1881. 
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die  Eupferplatten  a,  b  desselben  amalgamirt.  Auf  die  obere  konisch  be- 
grenzte Platte  a  (Fig.  111)  wurde  ein  Schutzring  d  aus  Kupfer  sorgfältig  auf- 
gepasst.  War  dieser  Ring  herabgelassen,  so  diente  er  dazu,  die  Platte  a  zu 
laden  oder  zu  entladen.  Die  Platte  b  war  mit  der  Erde  verbunden.  Zwischen 
a  und  b  befand  sich  die  planparallele  Krystallplatte  c  von  etwa  35  mm 
Durchmesser. 

Die  Ladung  erfolgte  durch  eine  auf  schwaches  Potential  geladene  Ley- 
dener  Batterie  von  sehr  grossen  Plaschen  mit  je  1  Quadratfuss  Belegung. 
Es  genügte,  die  Ladung  durch  eine  Lane'sche  Maassflasche  zu  bestimmen. 
Der  Ladungsruckstand  wurde  durch  ein  Thomson'sches  Quadranten-Elektro- 
meter gemessen. 

Die  Uebertragung  der  Ladung  auf  den  Gondensator  und  ebenso  die 
Entladung  desselben  konnte  durch  eine  halbe  Umdrehung  einer  Kurbel  be- 
wirkt werden.  Zu  diesem  Zwecke  hing  der  Schutzring  d  an  drei  Seidenfaden 
Ton  der  Metallplatte  f  herab,  welche  mit  Hülfe  der  Kurbelstange  g  gehoben 
und  gesenkt  werden  konnte.  Ein  dünner  Draht  verband  den  Schutzring 
mit  einem  horizontal  liegenden  Hebel  w  aus  Metall,  welcher  die  Kugel  h 
trag;  dieser  Hebel  war  durch  die  Glasröhre  i  isolirt  und  konnte  sich  um 
die  Axe  k  drehen.  Stand  die  Kurbel  so,  wie  es  die  Fig.  111  angiebt,  so 
wurde  die  Kugel  h  durch  das  Gegengewicht  n  emporgedrückt  gegen  die  mit 
der  Erde  verbundene  Kugel  L  Wurde  aber  durch  eine  halbe  Umdrehung 
der  Kurbel  die  Platte  f  herabgelassen,  so  drückte  das  Stück  o  den  Hebel  w 
nieder,  so  dass  die  Kugel  h  die  mit  der  Batterie  verbundene  Kugel  m 
berührte. 

Ein  zweiter  um  t  drehbarer  und  durch  die  Glasröhre  s  isolirter  Hebel  q 
war  durch  einen  sehr  feinen  Draht  mit  einem  Quadrantenpaar  des  Elektro- 
meters verbunden.  Ruhte  der  Bing  u  auf  dem  Hebel  q,  so  drückte  er  den- 
selben auf  die  Condensatorplatte  a,  welche  auf  diese  Weise  in  Verbindung 
mit  dem  Elektrometer  gesetzt  wurde.  Wenn  dagegen  durch  eine  Drehung 
des  Armes  v  der  Ring  u  gehoben  wurde,  so  bewirkte  das  Gegengewicht  r 
eine  Bewegung  des  Hebels  q  bis  zu  dem  mit  der  Erde  verbundenen  An- 
schlag p;  in  dieser  Stellung  waren  also  alle  Quadranten  des  Elektrometers 
zur  Erde  abgeleitet. 

Vor  jedem  Versuche  wurde  die  Kurbel  in  eine  solche  Lage  gebracht, 
dass  der  Schutzring  d  auf  der  Krystallplatte  aufruhte.  Dabei  fand  noch 
keine  Berührung  zwischen  o  und  w  statt,  so  dass  der  Schutzring  zur  Erde 
abgeleitet  blieb.  Wurde  jetzt  die  Kurbel  gedreht,  so  senkte  sich  die  Kugel  h 
auf  m  herab,  und  auf  diese  Weise  wurde  der  Gondensator  während  einer 
bestimmten  Zeit  (10  bis  30  Secunden)  geladen.  Darauf  wurde  durch  die 
entgegengesetzte  Bewegung  zunächst  die  Kugel  h  gehoben  und  der  Gonden- 
sator entladen,  darauf  der  Schutzring  d  gehoben  und  endlich  der  Hebel  qj 
der  außinglich  mit  p  in  Berührung  war,  herabgedrückt,  so  dass  er  sich  auf 
die  Condensatorplatte  a  legte.  Ein  etwa  vorhandener  Ladungsrückstand 
musste  daher  sofort  von  dem  Elektrometer  angezeigt  werden.    Der  Ausschlag 
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des  Elektrometers  hängt  ab  von  der  Natur  des  Dielektricums,  von  der  Dicke 
der  Platte  e,  von  der  Starke  und  der  Dauer  der  Ladung  und  von  der  Dauer 
der  Entladung. 

Es  ei^b  sich,  dass  in  homogenen  SpcUiungsplaUen  von  Kalkspaih  in 
der  That  keine  elektrische  Absorption  stattfand,  selbst  dann  nicht,  wenn  das 
Elektrometer  sehr  empfindlich  gemacht,  die  Gondensatorplatte  bis  zum  Maxi- 
mum geladen  und  der  Gontact  80  Secunden  hindurch  unterhalten  wurde. 
Dagegen  wurde  in  Platten  von  QuarXy  die  zur  Axe  der  Isotropie  senkrecht 
waren,  ein  Rückstand  bemerkt,  der  etwa  Ve  ^^^  dem  in  Glasplatten  be- 
obachteten betrug.  RowLAiO)  und  Niohols  nahmen  zur  Erklärung  dieses 
Verhaltens  an,  dass  ihren  Platten  aus  linksdrehendem  Quarz  einige  Moleküle 
rechtsdrehenden  Quarzes  beigemengt  seien,  welche  die  Inhomogeneiiät  be- 
wirken. Begründeter  ist  wohl  die  Annahme,  dass  die  Bückstandsbildung 
im  Quarz  durch  die  nie  fehlenden  Flüssigkeitseinschlüsse  dieses  Minerals 
hervorgerufen  wird. 

13.  Dielektricitätsconstanten  und  Leitung«fihigkeiten.  —  Unter  den  bis- 
lang geprüften  krystallisirten  Körpern  hat  sich  nur  der  rhombische  Schwefel 
als  ein  nahezu  vollkommener  Isolator  erwiesen.  Alle  übrigen  dielektrischen 
Exystalle  sind  in  geringerem  oder  höherem  Maasse  leitend.  Daher  ist  zu 
ihrer  vollständigen  Charakteristik  die  Eenntniss  ihrer  Hauptdielektricitat&- 
Constanten  und  ihrer  Hauptleitungsfahigkeiten  erforderlich. 

um  Dielektricitätsconstanten  leitender  Körper  zu  bestimmen,  muss  man 
die  Beobachtung  der  strömenden  Elektricität  heranziehen.  Alsdann  lassen  sich 
jene  Grössen,  wie  namentlich  E.  Cohn  und  L.  Abons  an  leitenden  Flüssig- 
keiten nachgewiesen  haben,  ^  aus  der  Messung  des  zeitlichen  Verlaufes  elek- 
trischer Ladungen  entnehmen.  In  XJebereinstimmung  mit  den  Vorstellungen 
Maxweiil's'  ergab  sich,  dass  in  einem  nicht  voUkonmien  isolirenden  Körper 
unter  der  Einwirkung  unveränderlicher  elektromotorischer  Kräfte  zwei  gleich- 
zeitige und  von  einander  unabhängige  Vorgänge  stattfinden,  welche  sich 
einfach  superponiren:  eine  dielektrische  Polarisation  und  eine  Leitung.  Durch 
eine  geeignete  Combination  von  Beobachtungen  gelang  es  die  Grössen,  welche 
diese  beiden  Vorgänge  bestinmien,  von  einander  zu  trennen  und  zu  messen: 
die  Dielektricitätsconstante,  wie  sie  definirt  ist  für  einen  Isolator  aus  dem 
Verhalten  ruhender  Elektricität,  und  die  Leitungsfahigkeit,  definirt  aus  der 
stationären  Strömung. 

Dasselbe  Ziel  hat  J.  Cubie  an  Krystallen  verfolgt.'   Es  sei  aus  einem 

^  K  CoHH  und  L.  Arokb,  LeitongSTermögen  und  Dielektricitätsconstante.  Ann. 
d.  Phys.  N.  F.  28, 454, 1886.  Messung  der  Dielektricitätsconstanten  leitender  FUlsaig- 
kdten.    Ebenda.  83,  13,  1888. 

'  J.  Cl.  Maxwell,  A  Treatise  on  Elektr.  and  Magn.  1,  825]. 

'  J.  Cubie,  Recherches  snr  la  pouyoir  inducteur  8p6cifique  et  sur  la  condaoti- 
^^  ^^  ^^^^  cri8tallifl&.  Th^ea  pr^s.  k  la  Pac  des  Sc.  de  Paria  1888,  4«,  68  p. 
(Gesammelt  aus:  LumiÄre  ölectrique.  28,  29, 1888.)  Wieder  abgedruckt  in:  Ann.  cbim. 
phya.  (6)  17,  385;  18,  203,  1889. 
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dielektrischen  Kiystall  eine  planparallele  Platte  geschnitten,  die  hinreichend 
dünn,  aber  anch  breit  genug  ist,  nm  die  Herstellung  eines  gleichförmigen 
elektrischen  Feldes  zu  gestatten.  Die  beiden  Plattenflächen  seien  durch 
Versilberung  oder  irgend  ein  anderes  Verfahren  mit  leitenden  Belegungen 
A^  B  versehen.  Darauf  werde  die  Belegung  A  dieses  Condensators  mit  der 
Erde  leitend  verbunden,  also  auf  dem  Potential  Null  gehalten,  die  Belegung 
B  dagegen  mit  einer  Elektricitätsquelle,  dem  einen  Pol  einer  Säule,  in  leitende 
Verbindung  geseczt  und  dadurch  auf  ein  constantes  Potential  V  gebracht. 
In  dem  Momente,  wo  diese  letztere  Verbindung  hergestellt  wird,  findet  in 
unmessbar  kurzer  Zeit  eine  Ladung  der  Fläche  A  statt  und  es  beginnt  ein 
Ladungsstrom,  dessen  Intensität  sehr  rasch  abninmit.  Im  Allgemeinen  hört 
dieser  Strom  nach  kürzerer  oder  längerer  Dauer  vollständig  auf;  in  seltenen 
Fällen  nimmt  er  einen  constanten  Werth  an.  Bei  der  Entladung  des  Con- 
densators durch  Verbindung  der  Belegung  B  mit  der  Erde  empfangt  die 
Belegung  A  plötzlich  eine  neue,  der  ursprünglichen  gleiche  Ladung  von  ent- 
gegengesetztem Zeichen,  und  es  tritt  nun  ein  dem  Ladungsstrome  entgegen- 
gesetzter Entladungsstrom  auf,  dessen  Intensität  mit  der  Zeit  abnimmt,  um 
nach  kürzerer  oder  längerer  Dauer  vollständig  zu  verschwinden. 

Um  die  experimentelle  Thatsache  der  Aenderung  des  Ladungsstromes 
mit  der  Zeit  vergleichen  zu  können  mit  dem  stationären  Zustande,  bezeichnet 
J.  CüBiE  als  LeUungsfähigkeit  vur  Zeit  t  den  Quotienten  der  Intensität  des 
Ladungsstromes  zu  dieser  Zeit  durch  die  äussere  elektromotorische  Kraft, 
das  Potential  der  Ladungssäule.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Belegung  B 
dieses  Potential  zur  Zeit  Null  erhalten  habe. 

Die  Versuche  lassen  keinen  Zweifel  darüber,  dass  es  sich  bei  den  Er- 
scheinungen der  instantanen  und  der  allmählich  abnehmenden  Ladung  um 
zwei  von  verschiedenen  Ursachen  abhängige  Vorgänge  handelt:  Agentien, 
welche  auf  die  mit  der  Zeit  veränderliche  Ladung  einwirken,  äussern  nicht 
den  geringsten  Einfiuss  auf  die  von  den  Dielektricitätsconstanten  abhängige 
instantane  Ladung. 

Demnach  muss  man,  um  die  Eigenschaften  jener  dielektrischen  Platte 
vollständig  zu  bestimmen,  folgende  Grössen  ermitteln;  1)  den  Werth  der  Di- 
elektricitätsconstante  für  die  Richtung  der  Plattennormale,  2)  die  Intensität  des 
Ladungsstromes  zu  verschiedenen  Zeiten  t,  von  dem  Beginn  der  Ladung  an 
bis  zum  Verschwinden  des  Stromes  oder  bis  zum  Eintritt  einer  constanten  Lei- 
tungsfähigkeit,  3)  die  Intensität  des  Entladungsstromes  zu  verschiedenen  Zeiten. 
Unter  diesem  Gesichtspunkte  hat  J.  Cvbie  eine  Reihe  krystallisirter  Körper  bei 
verschiedenen  Temperaturen  untersucht.  Die  von  ihm  benutzten  neuen  Metho- 
den zur  Messung  von  Dielektricitätsconstanten  und  Leitungsföhigkeiten  beruhen 
auf  der  von  J.  und  P.  Cttbie  entdeckten  Thatsache,  dass  ein  piezoelektrischer 
Krystall,  wie  Quarz,  eine  constante  Elektricitätsquelle  darbietet  (vgl.  Kapitel  7). 

14.  Zunächst  ergab  sich,  dass  bei  einem  Theile  der  untersuchten  krystalli- 
sirten  Körper,  nämlich  bei  Quarz,  Kalkspath,  Topas,  Steinsalz,  Alaun  und 
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Flussspath,  die  Ladungsdaaer  einen  ausserordenüich  geringen  Einflnss  auf 
den  Werth  der  Dielektricitätsconstantm  ausübt;  dagegen  vermindert  sich 
dieser  Werth  mit  der  Kürze  der  Ladungszeit  beträchtlich  bei  Turmaün, 
Beryll  und  Glimmer  in  Folge  des  Ladungsstromes,  der  selbst  in  sehr  kurzer 
Zeit  bedeutende  Elektricitätemengen  geben  kann. 

Verschiedene  Erystalle  derselben  Substanz  lieferten  sehr  nahe  überein- 
stimmende Werthe  der  Dielektricitatsconstanten.  Diese  Thatsache  verdient  be- 
sonders hervoi^ehoben  zu  werden  gegenüber  den  beträchtlichen  Abweichungen 
in  den  Leitungsfahigkeiten.  So  varürte  in  dem  mit  besonderer  Sorgfalt  unter- 
suchten Quarz  an  Platten  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  die  Dielektricitäts- 
constante  nur  um  Vso  ^^^  Betrages;  dagegen  änderten  sich  bei  derselben 
Temperatur  die  Werthe  der  Leitungsföhigkeiten  im  Verhältniss  von  65 : 1. 
Demnach  sind  die  Dielektricitatsconstanten  in  demselben  Maasse  charakteri- 
stisch für  die  Substanz,  wie  andere  physikalische  Constanten,  z.  B.  die  optischen. 

Femer  ist  sehr  bemerkens werth,  dass  die  Dielektricitatsconstanten  sich 
so  weni^  mit  der  krystallographischen  Richtung  ändern.  Sie  unterscheiden 
sich  z.  B.  im  Quarz  für  Platten  senkrecht  oder  parallel  zur  Axe  der  Isotropie 
nur  um  ^/^^o  ^^^^^  Werthe,  während  die  Leitungsfähigkeit  in  der  Bichtung 
dieser  Axe  2500  mal  so  gross  ist  als  in  den  auf  dieser  Axe  senkrechten 
Richtungen. 

Mit  alleiniger  Ausnahme  des  rhombischen  Schwefel  sind  die  Dielektrici- 
tatsconstanten der  krystallisirten  Körper  bedeutend  grösser  als  nach  der  elek- 
trischen Lichttheorie  von  Maxwell  zu  erwarten  ist.  Zweifellos  wachsen 
ihre  Werthe  mit  der  Ladungsdauer.  Indessen  übt  die  Verminderung  der 
Ladungsdauer  keinen  regelmässigen  Einflnss  aus:  für  gewisse  Körper  ist  der- 
selbe beträchtlich,  bei  anderen  dagegen  kaum  wahrnehmbar. 

Von  den  Flüssigkeitseinschlüssen  scheinen  die  Dielektricitatsconstanten 
im  Gegensatze  zu  den  Leitungsfahigkeiten  unabhängig  zu  sein.  Doch  bedarf 
dieser  Gegenstand  noch  einer  genaueren  Untersuchung. 

15.  Stellt  man  die  Intensität  eines  Ladungsstromes  als  Funktion  der 
Zeit  durch  eine  Curve  dar,  deren  Abscissen  die  Zeiten  und  deren  Ordinaten 
die  Intensitäten  repräsentiren,  so  ergeben  die  Versuche  von  J.  Cume  folgende 
allgemeingültige  Gesetze. 

1)  Die  Ordinaten  der  Iniensitätscurve  sind  proportional  der  ekktromotori^ 
sehen  Kraft.  Dieses  Gesetz  wurde  an  einer  grossen  Zahl  von  Körpern  für 
elektromotorische  Kräfte  von  1  bis  300  Volt  bestätigt  gefunden. 

2)  Für  eine  constante  elektromotorische  Kraft  sind  die  Ordinaten  der 
Intensitätseurven  umgekehrt  proportional  der  Dicke  der  dieiektrischen  Platte. 

3)  Jede  Aenderung  der  elektromotorischen  Kraft  zwischen  den  Plattenfläeken 
wirkt  so,  als  wäre  sie  allein  vorhanden.  Nach  diesem  Gesetze  der  Super- 
Position  sind  die  Ordinaten  der  Intensitätscurve  eines  aus  mehreren  Ladungen 
resultirenden  Stromes  gegeben  durch  die  algebraische  Summe  der  Ordinaten 
der  Intensitätscurven  der  den  einzelnen  Ladungen  entsprechenden  Ströme. 


Leiiungsfähigkeit  dielektrischer  Krystaüe,  243 


Die  Gesetze  1)  und  2)  gestatten  für  jede  Platte  eine  Ourve  der  sped- 
fischen  Leitungsfähigkeit  c  als  Function  der  Zeit  t  vom  Beginn  der  Einwirkung 
der  elektromotorischen  Kraft  an  zu  berechnen.  Indessen  werden  die  Curven 
(/,  c)  sehr  lang.  Es  ist  daher  zweckmässiger,  die  Beobachtungen  graphisch 
darzustellen  durch  Curven,  deren  Abscissen  und  Ordinaten  durch  log  t  und 
log  c  gegeben  sind.  Diese  Darstellung  empfangt  ein  besonderes  Interesse 
durch  die  von  J.  Curie  festgestellte  Thatsache,  dass  die  Curven  (log^,  logc) 
häufig  gerade  Linien  sind.  Sie  werden  alsdann  durch  Gleichungen  von 
der  Form: 

logßsa  loga  —  nlogt 

ausgedrückt,  worin  a  und  n  Constanten  bedeuten;  n  ist  stets  positiv.  Hieraus 
folgt,  dass  die  ursprünglichen  Curven  {i,  c)  hyperbolisch  sind: 

c  =  at-\ 

Ein  ausgezeichneter  Vertreter  dieses  Typus  ist  Muscovit,  dessen  Leitungs- 
fahigkeit  rasch  bis  auf  Null  sinkt,  so  dass  die  Curve  (log  t,  log  c)  eine  steil 
geneigte  Gerade  ist.  Femer  gehören  hierher:  parallel  zur  Axe  der  Isotropie 
geschnittene  und  längere  Zeit  erhitzte  Quarzplatten  und  reine  Turmaline. 

Ein  zweiter  Typus  wird  durch  Kalkspaih  repräsentirt,  dessen  Leitungs- 
fahigkeit  anfanglich  constant  ist,  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  aber  ab- 
nimmt. Die  Curve  (log  /,  log  c)  ist  stark  concav  gegen  die  Abscissenaxe, 
und  die  Curve  (<,  c)  wird  durch  einen  Exponentialausdruck  von  folgender 
Form  dargestellt: 

Endlich  ist  ein  dritter  Typus  durch  das  Olas  gegeben,  dessen  Leitungs- 
gfahikeit  sich  einem  constanten  Werthe  nähert.  Die  Curve  (log  ^,  log  c)  ist 
concav  gegen  die  Abscissenaxe. 

TJebrigens  scheint  jede  vollständige  Ladungscurve  eine  Vereinigung 
dieser  drei  Typen  darzubieten,  so  dass  die  Abnahme  der  Leitungsfahigkeit 
mit  wachsender  Zeit  der  Beihe  nach  dem  zweiten,  ersten  und  dritten  Typus 
entspricht,  wobei  der  constante  Endwerth  von  c  in  den  meisten  Fällen 
äusserst  klein  ist. 

Das  auffallendste  Besultat  der  Messungen  von  J.  Cubie  ist  der  Nach- 
weis einer  Abhängigkeit  der  Leitungsfahigkeit  dielektrischer  Krystaüe  von  ein- 
geschlossenen  Flüssigkeiten.  In  allen  Fällen,  wo  solche  Einschlüsse  unter 
dem  Mikroskop  wahrgenommen  werden  konnten,  ergab  sich  auch  eine  be- 
trächtliche Leitungsfahigkeit,  welche  beim  Austrocknen  abnahm,  um  sofort 
zurückzukehren,  wenn  die  Aufnahme  von  Wasser  gestattet  wurde. 

Hiermit  steht  im  Zusammenhange,  dass  die  Leitungsföhigkeit  in  ver- 
schiedenen Platten  derselben  krystallisirten  Substanz  sehr  verschieden  sein 
kann.  So  geben  Quarzplatten  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  bei  derselben 
Temperatur  nach  Grösse  und  Form  wesentlich  von  einander .  abweichende 
Curven  (^,  e) ;  die  Leitungsföhigkeit  wechselt  im  Verhältniss  von  25 : 1.  Aehn- 
liche  Beobachtungen  wurden  am  Steinsalz  gewonnen.   Es  ist  in  hohem  Grade 

16* 
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wahrscheinlich,  dass  diese  auffallende  Veränderlichkeit  einer  specifischen 
Eigenschaft  lediglich  von  den  in  wechselnden  Verhältnissen  eingeschlossenen 
Flüssigkeiten  herrührt. 

Diese  Deutung  findet  eine  Stütze  in  den  Beobachtungen  von  E.  du 
Bois-Rbymond  über  die  von  ihm  als  „innere  Polarisation"  bezeichnete  Er- 
scheinung, welche  in  porösen,  mit  Flüssigkeiten  getränkten  Körpern  eintritt^ 
wenn  sie  von  einem  elektrischen  Strome  durchflössen  werden.^  Durch  An- 
feuchten erwärmter  Porzellanplatten  hat  J.  Cubie  verschiedene  Typen  leiten- 
der dielektrischer  Körper  nachgeahmt.  Die  Ströme,  welche  durch  feuchtes 
Porzellan  fliessen,  gehorchen  dem  Gesetz  der  Superposition,  und  die  elektro- 
motorischen Kräfte  der  inneren  Polarisation  können  mehrere  hundert  Volt 
erreichen. 

16«  In  der  folgenden  Zusammenstellung  der  Messungsresultate  von  J.  Curie  be- 
deuten fi  die  Dielektricitfitsconstante,  c  die  speeifische  Leitungsfthigkeit  in  elektro- 
statischen C.G.S.-Einheiten,  S  die  Temperatur,  t  die  Zeit,  v  den  Brechungsindex  (S.  227). 

Isotrope  Krystalle. 

Fliusspath,  Vollkommen  rein  und  farblos,  fi  =  6,80  (y*  =  2,07)  übereinstimmend 
mit  den  Messungen  yon  Romich  und  Nowak  (S.  237).  Die  Leitungsflüssigkdt  ist 
bei  20  <»<  0,0001. 

c  =  0,0270 .  ^-0.056  bei  110^    e  =  1,738 .  i^-o.oeo  bei  155«. 

Steinsalz,  fi  —  5,85  {v^  »  2,88).  Die  Leitungsfähigkeit  ist  sehr  gering  und 
bei  20  0  <  0,0001. 

c  =  0,00133  .  ^-0,164  bei  100<>;    c  =  0,0044 .  ^-o,i6e  bei  150«. 

Die  Werthe  geben  indessen  nur  die  Grössenordnung  an;  yerschiedene  Platten  zeigen 
enorme  Unterschiede.  Während  nach  J.  Oübie  die  Leitungsfähigkeiten  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  übereinstimmen,  glaubte  F.  Bbauk  Abweichungen  in  den  Rich- 
tungen der  Normalen  der  HezaSder-,  Oktaeder-  und  DodekaSderflächen  wahrgenommen 
zu  haben.' 

Zinkblende,  Das  Gresetz  der  Superposition  der  elektromotorischen  Kräfte  scheint 
hier  nicht  zn  gelten.  Wahrscheinlich  sind  die  Flässigkeitseinschlüsse  von  bedeuten- 
dem Einflufifl. 

Alaun,  fi  s  6,36  (v'  «  2,2).  Vollkommen  reine  und  durchsichtige  Krystalle  zeigen 
Unregelmässigkeiten,  welche  von  der  Entwässerung  der  Substanz  herzurühren  scheinen. 

Krystalle  mit  einer  Aze  der  Isotropie. 

fi^  und  (i^  bedeuten  die  Hauptdielektricitätsconstanten  in  der  Richtung  der  Axe 
der  Isotropie  y  ^^<1  <^6n  zn  ihr  senkrechten  Richtungen  a.  Der  Brechungsindez  der 
ordentlichen  Strahlen  ist  mit  g>,  der  Hauptbrechungsindez  der  ausserordentlichen  Strahlen 
mit  8  bezeichnet.  Für  unendlich  grosse  Wellenlängen  soll  nach  Mazwbll's  Theorie 
(S.  227)  fi^  =  ö'  und  fi^  «  <a'  sein. 

^  E.  Du  Bois-Rbtmoio),  Ueber  die  innere  Polarisation  poröser,  mit  Elektrolyten 
getränkter  Halbleiter.  Monatsber.  Berlin.  Akad.  1856,  450.  Vgl  femer  ib.  1859,  68; 
1860,  846. 

*  F.  Braun,  Ueber  das  elektrische  Verhalten  des  Steinsalzee.  Ann.  d.  Phy^  N.  F. 
81,  865,  1887. 
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Beryll,  Farblos  und  durchsichtig.  Die  Dielektricitätsconstanten  sind  sehr  ver- 
änderlich mit  der  Ladungsdauer.  Für  eine  Ladungszeit  von  1  Secunde  ergaben  sich 
an  einer 

Platte  senkrecht  m  f  ,  .  .    /i^  =  6,24  (e*  =  2,48) 
„      parallel       „    „  .  .  .    fi^,  =  7,58  (w*  =  2,50). 

Der  Charakter  der  dielektrischen  Polarisation  stimmt  also  überein  mit  dem  negativen 
Charakter  der  Doppelbrechung.  —  Die  Leitungsfähigkeit  in  der  Richtung  y  ist  be- 
deutend grösser  als  in  den  Richtungen  n,  in  denen  sie  kaum  wahrgenommen  werden 
kann.  Dieses  Verhalten  ist  bedingt  durch  feine  röhrenförmige,  parallel  zur  Aze  y 
angeordnete  und  mit  Flüssigkeit  erfüllte  Hohlräume. 

Xalk^afh.  Die  Werthe  /i^  =  8,02  («'=  2,26)  und  ^,  =  8,48  (a)'=  2,75)  stimmen 
nahezu  überein  mit  den  Messungen  von  Romich  und  Nowak  (8.  287).  Der  Einfluss 
der  Ladungsdauer  kann  nur  sehr  gering  sein.  —  Die  Leitungsfähigkeiten  in  den  Rich- 
tungen Y  uncl  a  sind  von  derselben  Grössenordnung.  Sie  wachsen  mit  der  Temperatur 
und  verändern  sich  nicht  erheblich  mit  der  Ladungsdauer.  Allein  verschiedene  Platten 
verhalten  sich  recht  verschieden.  Der  Grad  der  Trockenheit  scheint  von  wesentlichem 
Einfluss  zu  sein. 

Turmalin.  Einer  Ladungsdauer  von  1  Secunde  entsprechen  die  Werthe  ^  =  6,05 
(€»=  2,63)  und  /*„  =  7,10  (<y«=  2,70).  —  Ein  Theil  der  Turmaline  isolirt  fast  voll- 
kommen, ein  anderer  ist  stark  leitend.  Die  Leitungsfähigkeit  kann  durch  Entfemimg 
der  Flüssigkeitseinschlüsse  vermindert  werden.  Im  Widerspruch  mit  der  MAxwELL*schen 
elektrischen  Theorie  der  Absorption  des  Lichtes  ergaben  Platten  aus  farbigen  Tur- 
malinen  in  den  Richtungen  if  und  a  dieselbe  Leitungsfähigkeit. 

Quarz  ist  von  J.  Curie  besonders  eingehend  untersucht  worden.  Die  Haupt- 
dielektricitätsconstanten  sind,  wie  nach  der  schwachen  Doppelbrechung  zu  erwarten 
ist,  von  einander  wenig  verschieden.  Sie  scheinen  auch  in  verschiedenen  Krystallen 
nicht  merklich  zu  variiren.    Im  Mittel  ergab  sich: 

ii^  =  4,55  (8»  =  2,41) 
^.  =  4,49  (oi*  =  2,38). 

Mit  der  Ladungsdauer  nahmen  die  Werthe  von  /i^  und  fi^  zu  (vgl.  S.  237,  240): 

Ladungsdauer  0,02  See 4,55  4,51 

l  » 4,60  4,54. 

Ueberraschende  Eigen thümlichkeiten  bietet  die  Leitungsfähigkeit  des  Quarz  dar. 
Eine  Platte  parallel  zur  Axe  der  Isotropie  bildet  bei  gewöhnlicher  Temperatur  einen 
vorzüglichen  Isolator;  demnach  besitzt  Quarz  in  allen  zur  Axe  f  senkrechten  Rich- 
tungen kaum  eine  Spur  von  Leitungsfähigkeit.  Dagegen  lässt  sich  an  Platten  parallel 
zur  Basis  nachweisen,  dass  er  in  der  Richtung  der  Axe  ^  leitet.  Die  unmittelbar  nach 
der  Herstellung  der  Ladung  beträchtliche  Leitungsfähigkeit  c  sinkt  in  den  beiden 
ersten  Minuten  rasch  und  darauf  sehr  allmählich  noch  weiter  herab  (nach  10  Tagen 
auf  Vso)-  1°  verschiedenen  Krystallen  variiren  die  Werthe  der  Leitungsfahigkeiten. 
Die  Zunahme  der  Leitungsfähigkeit  mit  der  Temperatur  iet  aus  folgender  Tabelle 
ersichtlich: 

^  =  20®  100<»  140«  200®  250<*  300® 

«•y  «0,0603.  ^-0,286    0,45.^    0.526     10,8.^-0.52    246.^-^72    955.^-0,11    32400.^-0.16 

C^=»         0,0076  1,10  2,14  13,2  576  16100. 

C..  bedeutet  die  einer  Ladungsdauer  von  1  Minute  entsprechende  Leitungsfähigkeit; 
der  Betrag  derselben  steigt  durch  eine  Temperaturerhöhung  von  20  bis  300®  von  0,008 
bis  auf  16000  elektrostatische  C.G.S.-Einheiten,  wächst  also  im  Verhiiltniss  1:2000000. 
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An  Platten  parallel  zur  Axe  f  erhielt  J.  Curie: 

(9  =  20»  100»  160» 

c„  =  0,00112 .  ^-0.907       0,000  229  .  ^-0,3         0,00261 .  f-o.«« 

C^=      0,000  027  5  0,000  676  0  0,002  0900. 

Zur  Erläuterung  des  abweichenden  Verhaltens  der  Richtungen  ff  und  a  möge 
folgende  Zusammenstellung  dienen: 

Ladungsdauer       10  See.  1  Min.  10  Min.  1  Stunde 

Cy  0,086  600  0,007  2500  0,003  720  00  0,002  2400 

/  0,000110  0,000027  5  0,000  003  99  0,0000000. 

Die  enorme  Differenz  der  Werthe  von  c^  und  e^  veranlasst  eine  eigenartige  Er- 
scheinung in  einer  zur  Aze  tf  parallelen  Platte,  deren  Seitenflächen  mit  leitenden 
Belegungen  versehen  und  zur  Erde  abgeleitet  sind  (Fig.  112).  Ladet  man  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  die  Plattenfläche  B  positiv,  so  beobachtet  man  auf  der  gegenüber- 
liegenden Fläche  A  die  gewöhnliche  instantane  Ladung.    Darauf  constatirt  man  an 

Stelle  der  geringen  positiven 
Elektricitätsmenge,  welche 
durch  Leitung  übergeführt 
wird,  wenn  dieSeitenfljtchen 
unbelegt  sind,  die  allmfih- 
liehe  Entwickelung  einer 
r^  ' "  Q     kleinen  negativen  Elektrid- 

j:nU  AxecUrJsofropie.     V    ^  Erde    tätsmenge,  wie  wenn  die  Di- 

elektricitätsconstante  abge- 
nommen hätte.  Bei  50^ 
erfolgt  diese  Entwickelung 
schneller  und  bei  75*  ist 
das  negative  Quantum  der 
instantanen  Ladung  gleich. 
^  Bei    100»   und    120»    geht 

j-Lj  "  "^  *'  |-^    jene  Entwickelung  so  rasch 

Erde  Erde  vor  sich,  dass  an  dem  mit  Ä 

Fig.  112.  verbundenen    Elektrometer 

kaum  noch  ein  Aussdilag 
wahrzunehmen  ist,  so  dass  sich  von  120 '^  an  die  Platte  wie  ein  Körper  mit  der  Di- 
elektricitätsconstante  Null  verhält.  Bei  der  Entladung  treten  dieselben  Erscheinungen 
auf,  nur  sind  die  Vorzeichen  der  Elektricität  die  entgegengesetzten.  Man  überzeugt 
sich  übrigens,  dass  hierbei  auf  den  Seitenflächen  nur  die  den  Enden  der  Axe  f  ent- 
sprechenden Stellen  wirksam  sind. 

Zur  Erklärung  dieser  Erscheinung  muss  man  eine  fortschreitende  Ablenkung 
der  Kraftlinien  aus  der  auf  den  Plattenflichen  A,  B  senkrechten  Sichtung  a  in  die 
zu  A,  B  parallele  Richtung  ^  annehmen  (Fig.  112).  In  der  That  lässt  sich  nachweisen, 
dass  ein  ziemlich  starker  Strom  fliesst  zwischen  der  mit  der  Säule  verbundenen  Fläche 
B  und  jenen  mit  der  Erde  verbundenen  Stelleu  der  Seitenflächen,  welche  den  Enden 
der  Richtung  if  entsprechen. 

Erhitzt  man  eine  basische  Quarzplatte  auf  200»  so  findet  man  nach  dem  Ab- 
kühlen ihre  Leitungsf^igkeit  vermindert.  I^ach  einer  Erhitzung  auf  Weissgluth  ist 
die  Platte  nicht  mehr  leitend.  Die  zur  Axe  y  parallelen  Platten  zeigen,  nachdem  sie 
andauernd  erhitzt  worden  sind,  keine  Spur  einer  Ablenkung  der  Kraftlinien.  Höchst 
wahrscheinlich  beruht  dieses  Verhalten  der  Quarzplatten  auf  dem  durch  die  Erhitzung 
bevrirkten  Entweichen  der  Flüssigkeitseinschlüssc.  Die  Werthe  der  Dielektricitäts- 
constanten  ändern  sich  auch  durch  längere  Erhitzung  nicht.  — 
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£.  Wabburg  nnd  F.  Tbgetmeieb  ^  fanden,  dass  eine  basische  Quarzplatte,  deren 
Fläi'hcn  durch  Belegungen  von  Gold  oder  Graphit  leitend  gemacht  sind,  unter  längerer 
Einwirkung  einer  nach  der  Axe  der  Isotropie  f  gerichteten  grossen  elektromotorischen 
Kraft  bei  etwa  230^  eine  permanente  Verftnderung  erleidet,  indem  sie  das  elektrische 
Leitungsvermögen,  welches  sie  im  frischen  Zustande  besitzt,  bis  auf  einen  sehr  kleineu 
Tbeil  einbüsst.  In  den  zu  f  senkrechten  Richtungen  a  erwies  sich  Quarz  auch  bei 
höherer  Temperatur  als  ausgezeichneter  Isolator.  Die  permanente  Verftnderung  betrifft 
das  Innere  des  Qtiarz,  sie  ist  aber  nicht  mit  Veränderungen  des  optischen  und  pyro- 
elektrischen  Verhaltens  verknüpft.  Ihre  nähere  Untersuchung  hat  ergeben,  dass  Quarz 
in  der  Richtung  der  Are  if  bei  höherer  Temperatur  elektrolytisch  leitet,  ungefiLhr  so 
gut,  wie  gewöhnliche  Gläser,  und  dass  bei  der  Elektrolyse  einer  basischen  Platte,  wenn 
Xatriomamalgam  die  Anode  bildet,  Natrium  nach  Massgabe  des  FABADAY'schen  Ge- 
setzes durch  die  Platte  hindurchwandert,  während  das  Gewicht  der  Platte  ungeändert 
bleibt.  Es  scheint  hieraus  zu  folgen,  dass  der  Quarz  Natrium  oder  ein  durch  Natrium 
ersetzbares  Metall  enthält;  wahrscheinlich  ist  Natrium  als  Na^SiOs  vorhanden  und 
dit't^es  im  Quarz  ähnlich  verbreitet,  wie  ein  Salz  in  seinem  Lösungsmittel. 

Krystalle  ohne  Axe  der  Isotropie. 

Dir  Leitungsfähigkeit  des  rhombischen  Schwefel  ist  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
fast  Null,  jedenfalls  <  0,0001  elektrostatische  C.G.S.-Einheiten. 

Eme  Spaltungsplatte  von  farblosem  Topas  aus  Sachsen  ergab  in  der  Richtung 
der  Verticalaze  ft  =  6,56  (Quadrat  des  entsprechenden  Brechungsindex  2,61);  die  Lei- 
tnugsfahigkeit  m  dieser  Richtung  ist  bei  gewöhnlicher  Temperatur  <  0,0001. 

An  einer  Spaltungsplatte  von  Gyps  nach  (010)  beträgt  der  Werth  der  Dielektricitäta- 
coDstante  in  der  Richtung  der  Symmetrieaxe  u  =  6,38  (das  Quadrat  des  entsprechenden 
Brechungsindex  ist  2,32).  Bei  der  Bestimmung  der  Leitungsfähigkeit  traten  Anomalien 
anf,  wie  sie  der  Alaun  zeigt;  dieselben  beruhen  wahrscheinlich  ebenfalls  auf  der  Ent- 
wässerung der  Substanz. 

Die  Dielektricitätsconstante  einer  Spaltungsplatte  von  Glimmer  (Muscovit)  ver- 
ändert sich  mit  der  Ladungsdauer.  Für  einen  äusserst  kleinen  Bruchtheil  einer 
Secnnde  ist  ju  =  4,6;  einer  Ladungsdauer  von  1  Secunde  entspricht  der  Werth  ^  =  8,0. 
—  Die  Leitnngsf^igkeit  ist  bei  gewöhnlicher  Temperatur  unmittelbar  nach  der  Her- 
ai'IIung  der  Ladung  recht  beträchtlich,  nimmt  aber  sehr  rasch  ab  und  verschwindet 
nach  einigen  Minuten  ganz.    Für  S  ^  20^  ist: 

Ladungsdauer      10  See.  1  Min.  10  Min.  1  Stunde 

c  0,000  457  0,000103  0,000  015  0,000008. 

Für  #  =  100®  ergeben  sich  grössere  Werthe  von  c: 

Ladungsdauer        10  See.  1  Min.  10  Min. 

c  0,001030  0,000  257  0,000  066. 

Auch  W.  H.  ScHTJLTZE  hat  an  Spaltungsplatten  von  Muscovit  (Connecticut,  Ben- 
galen) und  Biotit  (Monroe)  nachgewiesen,  dass  die  Leitungsfähigkeit  mit  der  Temperatur 
zonimmt;  nach  Erreichung  eines  Maxim alwerthes  sinkt  sie  wieder,  um  bei  einer  ge- 
wissen hohen  Temperatur  verschwindend  klein  zu  werden.* 

'  E.  Wabbubo  und  F.  Tbqbthbier,  Ueber  eine  besondere  Art  von  elektrischer 
Polarisation  in  Krystallen.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  32,  442,  1887.  Ueber  die  elektro- 
lytiache  Leitung  des  Bergkrystalls.  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen.  1888,  210.  Ann. 
d.  Phys.  N.  F.  35,  455,  1888. 

'  W.  H.  ScfHULTZE,  Das  elektrolytische  Verhalten  des  Glimmers  bei  hoher  Tem- 
peratur.   Ann.  d.  Phys.  N.  F.  86,  655,  1889. 
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17.  Fortpflanzung  freier  Elektricität  auf  der  Oberflicbe  dielektrischer  Kryetalle.  —  Ueber 
die  Leitungsfkhigkeit  der  Oberflftchen  isolirender  Rrystalle  haben  nahesa  gleichzeitig 
G.  WiEDBMAKN  uod  H.  DB  Senashont  Versucbe  angestellt. 

Das  Verfahren  von  G.  Wibdbmank  war  folgendes.  *  Auf  eine  mit  Lycopodium 
oder  Mennige  bestreute  Fläche  eines  Krystalls  wurde  eine  Nähnadel  senkrecht  auf- 
gesetzt. Wurde  nun  der  Nadel  durch  Berührung  mit  dem  Knopf  einer  mit  positiver 
Elektricität  geladenen  Lejdener  Flasche  Elektricität  mitgetheilt,  so  entfernte  sich  das 
Pulver  von  der  Nadel  nach  allen  Seiten.  Auf  diese  Weise  wurde  eine  im  Allgemeinen 
elliptisch  gestaltete  Figur  mit  strahligen  Verästelungen  frei  gelegt,  welche  grosse  Aehn- 
ichkeit  mit  den  Lichtenberg*schen  Figuren  hatte.  Stand  die  Fläche  auf  einer  Axe  der 
Isotropie  senkrecht,  so  bildete  sich  eine  kreisförmige  Figur. 

Nach  dieser  Methode  wurden  untersucht:  Fiussspath,  Alaun;  Apatit,  Kalkspath, 
Turmalin,  Quarz;  Kupfer-Calciumacetat;  Aragonit,  Baryt,  Cölestin;  Gyps,  Borax,  Epidot, 
Feldspath« 

Nach  einer  etwas  abweichenden  Methode  erhielt  H.  de  Sbnabmont  analoge  Er- 
gebnisse.* Der  Krystall  wurde  mit  einem  zur  Erde  abgeleiteten  Stanniolblatte  umhüllt, 
aus  welchem  auf  der  zu  untersuchenden  Fläche  ein  kreisförmiges  Loch  ausgeschnitten 
war.  Im  Centrum  des  unbedeckten  Flächenstückes  wurde  eine  Metallspitze  aufgestellt. 
Die  ganze  Vorrichtung  wurde  unter  die  Glasglocke  einer  Luftpumpe  gebracht  und  die 
Metallspitze  mit  dem  positiven  Conductor  einer  Elektrisirmaschine  verbunden.  Alai^a-nn 
beobachtete  man  unter  hinreichend  schwachem  Druck  auf  gut  gereinigten  Oberflächen 
im  Dunklen,  je  nach  der  Natur  der  Krystallfläche  kreisförmige  oder  elliptisch  gestaltete 
Lichtfiguren. 

Nach  diesem  Verfahren  untersuchte  H.  de  Senarmokt  folgende  Substanzen:  BeiyU, 
Apatit,  Kalkspath,  Turmalin,  Quarz;  Zinnerz,  Rutil,  Vesuvian;  Schwefel,  Antimonglanz, 
Aragonit,  Baryt,  Cölestin,  Topas,  Staurolith,  Seignettesalz;  Gyps,  Glauberit,  Borax, 
Epidot,  Glimmer,  Feldspath. 

Am  Turmalin  hatten  G.  Wiedeuann  und  H.  de  Senarhont  übereinstimmend  auf 
Flächen  pai*allel  zur  Axe  der  Isotropie  y  elliptische  Figuren  beobachtet,  deren  längere 
Axe  ia  der  Richtung  von  f  fiel.  Dagegen  zog  S.  P.Thompson'  aus  der  MAxwELL'schen 
elektrischen  Lichttheorie  den  Schluss,  dass  die  längere  Axe  auf  ^  senkrecht  stehen 
müsse.  Auf  ganz  reinen  und  ebenen  Oberflächen  konnte  er  nach  deni  Verfahren  von 
G.  Wibdemann  ein  bestimmtes  Resultat  nicht  erlangen;  dagegen  erhielt  er  eine  Be- 
stätigung seiner  Folgerung  einmal  nach  der  SEKABMONr'scheu  Methode  und  andererseits 
auf  dem  Wege,  dass  er  einen  Tropfen  Olivenöl  auf  die  Krystallfläche  brachte  und  in 
denselben  mittelst  einer  Nadel  die  Entladung  einer  Leydener  Flasche  einleitete.  In 
der  Mitte  der  Spritzfigur  bildete  sich  ein  elliptisch  gestalteter  Fleck,  dessen  längere 
Axe  auf  ^  senkrecht  stand  und  etwa  doppelt  so  gross  war,  als  die  kürzere  Axe. 

^  G.  WiEDEUAKN,  Ueber  das  elektrische  Verhalten  krystallisirter  Körper.  Pogg. 
Ann.  76,  41)4;  77  9  584,  1849.  Ann.  chim.  phys.  (3)  29,  229,  1850.  Note  sur  la  con- 
ductibilitö  superficielle  des  corps  cristallis^s  pour  T^lectrlcit^  de  tension.  Compt  rend. 
30,  110,  1850.    Die  Lehre  von  der  Elektricität.  2,  67, 1883. 

*  H.  DE  Sbnabmont,  Memoire  sur  la  conductibilit^  superficielle  des  corps  cristal- 
lis6s  pour  r^lectricit^  de  tension.  Compt.  rend.  20,  750,  1849.  Ann.  chim.  phys.  (3J 
28,  257,  185U. 

*  S.  P.  Thompson,  On  the  Opacity  of  Tourmaline  Crystals.  Phil.  Mag.  (5) 
12, 112,  1881. 


7.    Pyroelektricität  und  Piezoelektricität. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  elektrischen  Erregungen  schlecht  leitender 
Krystalle,  welche  durch  die  mit  Temperaturänderungen  oder  mechanischen 
Einwirkungen  verbundenen  elastischen  Deformationen  hervorgerufen  werden. 
Beschranken  wir  uns  dabei  auf  Fälle,  wo  die  elektrische  Vertheilung  in  einer 
gesetzmässigen  Beziehung  zu  den  Symmetrieeigenschafben  steht,  und  beachten 
wir,  dass  elastische  Deformationen  ihrer  Natur  nach  centrisch  symmetrisch 
sind,  während  eine  dielektrische  Polarisation  eines  Centrums  der  Symmetrie 
entbehrt,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  in  Rede  stehenden  elektrischen  Er- 
regungen nur  in  Krystallen  zu  erwarten  sind,  die  kein  Centrum  der  Symme- 
trie besitzen.  Die  vorhandenen  Beobachtungen  umfassen  indessen,  so  weit 
sie  der  zuerst  ausgesprochenen  Voraussetzung  genügen,  nur  solche  Krystalle 
ohne  Centrum  der  Symmetrie,  welche  durch  eine  oder  mehrere  polare  Sym- 
metrieaxen  ausgezeichnet  sind. 


Pyroelektricität.  ^ 

1.  Bestäubungsverfahren  von  A.  Kundt.  —  In  erster  Linie  handelt  es 
sich  um  die  Ermittelung  der  Beziehung  zwischen  der  Krystallform  und  der 
elektrischen  Vertheilung  auf  der  Oberfläche  eines  pjToelektrischen  Krystalls. 
An  Stelle  der  älteren  mühsamen  und  zeitraubenden  Methoden,  nach  denen 
jede  Stelle  der  Oberfläche  mit  Hülfe  eines  Elektroskops  oder  eines  Elektro- 
meters geprüft  werden  musste,  hat  A.  Kundt  1883  ^  ein  überaus  einfaches 


*  Die  ältere  OeBchichte  der  Pyroelektricität  wurde  dargestellt  von:  P.  Th.  Ribss, 
Die  Lehre  von  der  Beibungsclektricitut.  Berlin  1853,  2,  460;  und  W.  G.  Hankel, 
IJ.'bersicht  über  die  Entwickelung  der  Lehre  von  der  Thermoelektricität  der  Krystalle. 
Abb.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  10  (15),  345,  1874. 

Die  von  Bbewsteb  (Observations  on  the  PyroElectricity  of  Minerals.  Edinb. 
Joum.  of  Sc.  1,  208,  1824.  Pogg.  Ann.  2,  297,  1824.)  gewühlte  Bezeichnung  Pyro- 
elektricität soll  keineswegs  ausdrücken,  dass  ein  hoher  Wärmegrad  zur  Hervorruf ung 
dieser  Erscheinungen  erforderlich  ist;  sie  soll  dazu  dienen,  die  in  Rede  stehenden  Vor- 
gänge von  den  thermoelektrischen  Erscheinungen  in  gut  leitenden  Krystallen  zu  trennen. 

•  A.  KüNDT,  üeber  eine  einfache  Methode  zur  Untersuchung  der  Thermo-,  Actino- 
und  Piezoelektricit&t  der  Krystalle.  Sitzungsber.  Akad.  Berlin.  1883,  421.  Ann.  d. 
Phys.  N.  F.  20,  592,  1883.  —  A.  Kundt  und  E.  Blasiüs,  Bemerkungen  über  ünter- 
Buchung  der  Pyroelektricität  der  Krystalle.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  28,  145.    1886. 
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und  bequemes  Verfahren  angewendet,  welches  den  grossen  Vorzug  besitzt, 
auf  einmal  die  elektrische  Vertheilung  auf  der  ganzen  Oberfläche  eines 
Krystalls  zur  Anschauung  zu  l)ringen.  Die  Methode  ist  dem  Verfahren  von. 
Lichtenberg  nachgebildet,  welches  dazu  dient,  die  Anordnung  der  positiven 
und  negativen  Elektricität  auf  einem  Isolator,  auf  welchen  Elektricitat  über- 
geströmt ist,  sichtbar  zu  machen. 

In  dem  Moment,  in  welchem  die  während  einer  Aenderung  der  Tem- 
peratur oder  des  Druckes  auf  einem  Krystall  entwickelte  elektrische  Ladung 
bestimmt  werden  soll,  bestäubt  man  denselben  mit  einem  Gemenge  von 
Schwefel  und  Mennige,  welches  durch  ein  engmaschiges  Sieb  von  Baumwolle 
hindurchgesiebt  wird.  Bei  diesem  Vorgange  wird  das  Schwefelpulver  negativ, 
die  Mennige  positiv  elektrisch,  und  ebenso  wie  bei  den  Lichtenberg'schen 
Figuren  setzt  sich  nun  der  Schwefel  auf  die  elektrisch  positiven,  die  Mennige 
auf  die  elektrisch  negativen  Theile  der  Krystalloberfläche.  Die  Anordnung 
des  gelben  und  des  rothen  Pulvers  giebt  dann  ein  sehr  anschauliches  Bild 
von  der  Vertheilung  der  elektrischen  Ladung  auf  der  Oberfläche  des  Krystalls. 
Nicht  mehr  verwendbar  ist  das  Gemenge  bei  der  Schmelztemperatur 
des  Schwefels;  letzterer  wird  dann  am  besten  durch  sehr  fein  zertheilte,  aus 
Wasserglas  niedergeschlagene  Kieselsäure  ersetzt.  Lang  andauernde  Unter- 
suchungen erfordern  Vorsichtsmassregeln,  damit  der  Mennigestaub  nicht  der 
Gesundheit  nachtheilige  Folgen  hervorrufe.  Man  bestäubt  dann  die  Krystalle 
unter  einem  Abzüge.  Nöthigenfalls  kann  die  Mennige  durch 
das  Oxyd  eines  anderen  schweren  Metalls,  z.  B.  Eisenoxyd, 
ersetzt  werden. 

Zum  Bestäuben  dient  eine  Art  Blasebalg  aus  Leder 
(Fig.  113),  der  am  breiteren  Ende  mit  einem  abschraubbaren 
Deckel  versehen  ist,  um  das  Pulvergemisch  einzufüllen.    An 
dem  anderen  Ende  ist  über  die  Oeflfnung  ein  Stück  Mousselin 
gelegt,  durch  dessen  Maschen  das  Pulver  geblasen  wird.    Das 
Mousselinstück  wird  durch  einen  aufgeschraubten  Deckel,  der 
in  der  Mitte  ein  Loch  von  ca.  6  mm  Durchmesser  hat,  festgehal- 
ten. Beim  Bestäuben  muss  der  Apparat  in  einiger  Entfernung 
Fig.  118.  Vjnatürl.von  den  Krystallen  gehalten  werden,  so  dass  der  Luftstrom 
GröBse.        letztere  nicht  direct  trifft,  vielmehr  nur  die  langsam  nieder- 
fallenden Pulvertheilchen  in  die  Nähe  der  Krystalle  kommen. 
Die  Erwärmung  der  Krystalle  erfolgt  in  einem  Lufkbade.    Die  erreich- 
bare Maximaltemperatur  hängt  von  der  Substanz  ab.    Vor  dem  Bestauben 
zieht  man  die  Krystalle  durch  eine  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung 
stehende  Alkoholflamme,  um  die  auf  ihrer  Oberfläche  vorhandene  Elektricität 
zu  beseitigen.  — - 

Um  in  einer  planparallelen  Krystallplatte  eine  intensive  radiale  Wärme- 
bewegung zu  erzeugen,  legt  man  die  von  etwa  vorhandener  Oberflächen- 
elektricität  befreite  Platte  auf  einen  erhitzten,  vertical  stehenden  Messing- 
oder Kupfercylinder  und  bestäubt  sie  möglichst  schnell  nach  dem  Auflegen. 
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Der  in  Fig,  114  abgebildete  Apparat  gestattet  die  Temperatur  des 
Metallcylinders  d  wenigstens  angenähert  zu  ermitteln,  um  auf  diese  Weise 
ein  Zerspringen  der  Platte  thunlichst  zu  verhüten  und  dabei  doch  der  er- 
laubten Temperaturgrenze  möglichst  nahe  zu  kommen. 

Auf  einen  eisernen  Dreifuss  aaaa  mit  einem  Ringe  hh  wird  ein 
massiver  Kupferkegel  cc  und  auf  diesen  ein  kleinerer  Kegel  d  gesetzt,  auf 
dessen  obere  Endfläche  dann  die  zu  untersuchenden  Platten  gelegt  werden. 
Für  grössere  Platten  sind  dickere,  für  kleinere  Platten  dünnere  Kegel  d 
vortheilhafter.  In  dem  Kegel  e  befindet  sich  seitlich  eine  Bohrung  zur 
Aufnahme  eines  Thermo- 
meters. Auf  der  gegen- 
überliegenden Seite  ist 
eine  Messingfassung  an- 
geschraubt, in  welche  der 
Griff  e  einfasst.  lieber  den 
Kegel  d  kann  die  Glimmer- 
scheibe f  geschoben  werden. 

Ist  der  Kegel  c  durch 
einen  kleinen  Gasbrenner 
erhitz  ty  so  hebt  man  ihn 
mit  dem  Griff  ab,  setzt 
ihn  auf  eine  Steinplatte, 
schiebt  die  Glimmerplatte 
auf  und  legt  nun  die  vor- 
hergereinigte Krystallplatte 
auf  den  Kegel  d,  nachdem 
das  Thermometer  die  ge- 
wünschte Temperatur  an- 
genommen hat.  Die  Glim- 
merplatte verhindert,  dass 
beim  Bestauben  die  ganze 
MetallinassemitdemPulver 
bedeckt  wird.  — 

Setzt  man  den  kleinen 
Kegel  d  auf  ein  Stück  feste  Kohlensäure,  die  mit  einer  Presse  comprimirt 
ist,  so  erhält  man  beim  Bestäuben  die  einer  Temperaturverminderung  ent- 
sprechende Pulvertheilung.  — 

Zu  bea<)hten  ist,  dass  eine  Trennung  des  Pulvergemisches  in  seine  Be- 
standtheile  auch  eintreten  kann,  wenn  man  dasselbe  in  einen  von  zwei 
unelektrischen  Flächen  gebildeten  einspringenden  Winkel  sehr  kräftig  hinein- 
bläst. Es  ist  bisher  nicht  gelungen,  diese  Erscheinung,  bei  welcher  die 
Elektricität- keine  Bolle  spielt,  zu  erklären.  Sie  kann  aber  bei  ungünstigen 
Aufstellungen  des  KrystaUs  oder  an  Krystallen  mit  einspringenden  Flächen- 
winkeln zu  Irrthümem  Anlass  geben. 


Fig.  114.     Vs  natürl.  Grösse. 
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Auch  durch  Bisse  oder  Sprünge  kann  die  Vertheilung  des  Pulver- 
gemisches modificirt  werden;  wo  dieselben  bis  an  die  Oberfläche  des  E[rystalls 
heranreichen,  geben  sie  auf  den  mit  Mennige  überlagerten  Gebieten  zur 
Bildung  gelber  Schwefeladem,  dagegen  auf  den  mit  Schwefel  bedeckten 
Flächen  zum  Absatz  von  rothen  Mennigeadem  Anlass.  Daher  müssen  Unter- 
suchungen über  die  elektrische  Vertheilung  an  durchaus  homogenen  Erjstallen 
ausgeführt  werden.  — 

Die  KuNBT'sche  Methode  hat  Revisionen  der  älteren  Beobachtungen 
über  Pyroelektricität  veranlasst,  welche  die  früher  gewonnenen  Ergebnisse 
vielfach  berichtigt  haben.  Darüber  hinaus  ist  es  mit  ihrer  Hülfe  gelungen, 
das  pyroelektrische  Verhalten  gewisser  krystallisirter  Körper  von  complicirtem 
Bau,  die  auf  anderem  Wege  nur  unvollständig  untersucht  werden  konnten, 
völlig  klar  zu  stellen. 

2.  Bezeichnungen.  —  Die  bequemste  Uebersicht  des  pyroelektrischen 
Verhaltens  gewinnt  man  durch  Bestäubung  einer  Kugel  aus  dem  zu  unter- 
suchenden Krystall.  Ist  der  Krystall  homogen,  so  beobachtet  man  an  den 
Endpunkten  jedes  zu  einer  polaren  Symmetrieaxe  parallelen  Durchmessers 
Maxima  von  Anhäufungen  der  Bestandtheile  des  Pulvergemisehes,  Allgemein 
sollen  die  Eichtungen  von  Durchmessern,  an  deren  Enden  Maxima  der  elek- 
trischen Ladungen  von  entgegengesetzten  Zeichen  auftreten,  elektrische  Axen 
genannt  werden. 

Zur  Bezeichnung  der  Pole  elektrischer  Axen  bietet  sich  ein  von  P.  Riess 
und  G.  Rose  vorgeschlagenes  Hülfsmittel  dar,  welches  die  Art  der  Elek- 
tricität  bei  einer  Temperaturänderung  unzweideutig  angiebt.  ^  Hiemach  nennt 
man  analog  elektrischen  Pol  jenen,  an  welchem  das  algebraische  Zeichen  des 
Temperaturzuwachses  dem  Zeichen  der  dadurch  erregten  Elektricität  ent- 
spricht, antüog  elektrischen  Pol  denjenigen,  an  welchem  diese  Zeichen  ein- 
ander entgegengesetzt  sind.  Der  analoge  Pol  einer  elektrischen  Axe  wird 
also  durch  Erwärmung  positiv,  durch  Erkaltung  negativ,  der  antiloge  Pol 
hingegen  durch  Erwärmung  negativ,  durch  Erkaltung  positiv  elektrisch. 

3.  Elektrische  Vertheilung  auf  der  Oberfläche  pyroelektrischer  Krystalle.  — 

Wie  sich  aus  der  Uebersicht  auf  S.  33 — 50  einlebt,  treten  polare  Symmetrie- 
axen  in  folgenden  12  Gruppen  auf. 

Reguläres  System. 

2]  Tetraödrisch-hemiedrische  Gruppe;  vier  polare  3-zählige  Axen  {Zink- 
blende, Helvin). 

5]  Tetartoedrische  Gruppe;  vier  polare  3-zählige  Axen  {NatriumcMorai). 

]  ^'  RiBSs  und  G.  JRosE,  üeber  die  Pyroelektricität  der  Mineralien.  Abb.  Akftd. 
d.  Wi88.  Berlin.     Aus  dem  Jahre  1843,  59. 
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Hexagonales  System. 

7]  Hemimorph-heiiii(?drisclie  Gruppe;  eine  polare  6-zälilige  Axe. 

10]  Erste  hemimorph-tetartoödrische  Gruppe;  eine  polare  6-zälilige  Axe. 

11]  Sphenoidisch-hemiädrische  Gruppe;  drei  polare  2-zählige  Axen. 

14]  Zweite  hemimorph-tetartoödrische  Gruppe;  eine  polare  3-zälilige 
Axe  {Turmalin). 

15]  Trapezoedrisch-tetartoödrische  Gruppe;  drei  polare  2-zahlige  Axen 
{Quarz), 

17]  Ogdoedrische  Gruppe;  eine  polare  3-zälilige  Axe. 

Tetragonales  System. 

19]  Hemimorph-hemiedrisclie  Gruppe;  eine  polare  4-zälilige  Axe. 
22]  Hemimorph-tetartoödrische  Gruppe;  eine  polare  4-zälilige  Axe. 

Bhombisches  System. 

27]  Hemimorphe  Gruppe;  eine  polare  2-zählige  Axe  (KiesehinJcerz, 
Struvit). 

Monoklines  System. 

29]  Hemimorphe  Gruppe;  eine  polare  2-zahlige  Axe  {Rohrzucker, 
Weinsäure), 

Schlecht  leitende  krystaUisirte  Körper  aus  den  Gruppen  7],  17]  und  19] 
sind  bislang  noch  nicht  auf  ihr  pyroelektrisches  Verhalten  untersucht  worden. 
Für  die  Gruppen  10],  11]  und  22]  sind  Beispiele  gegenwärtig  noch  nicht 
bekannt. 

I.  Krystalle  mit  einer  einzigen  polaren  Symmetrieaxe. 
Turmalin  (Taf.  I,  Figg.  1,  2). 

Hexagonal,  rhomboödrisch-hemimorph.    a :  o  =  1 : 0,4474. 

G.  BosB,  Ueber  den  Zusammenhang  zwischen  der  Form  und  der  elektrischen 
Polarität  der  Kiystalle.  I.  Abh.  Turmalin.  Abh.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin  1886,  215. 
Pogg.  Ann.  39,  285,  18S6.  —  P.  Rikss  und  G.  Rose,  Ueber  die  Pjroelektricität  der 
Mineralien.  Abh.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin  1843,  59.  Pogg.  Ann.  59,  358',  1848;  61, 
659,  1844.  —  H.  Sohsdtleb,  Experimentelle  Untersuchungen  über  das  elektrische  Ver- 
halten des  Turmalins.    N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  4,  519,  1886. 

Nach  G.  Rose  hat  man,  um  unmittelbar  aus  der  Erystallform  die  Lage 
der  elektrischen  Pole  zu  erkennen,  nur  das  trigonale  Prisma  a  und  die 
Stellung  der  oberen  und  der  unteren  Flächengruppe  des  Grundrhomboßders^ 
gegen  dasselbe  zu  beachten:  An  dem  antilog  elektrischen  Pole  erscheinen 
die  Flächen  p  auf  die  Kanten  des  Prismas  a  aufgesetzt;  an  dem  analog 
elektrischen  Pole  bilden  die  Flächen  p  mit  den  Flächen  a  horizontale  Com- 
binationskanten.  In  der  weit  überwiegenden  Mehrzahl  der  Fälle  bleibt  die 
Bestimmung  der  Pole  nach  dieser  Begel  nicht  zweifelhaft;  die  Formen  a 
und  p  fehlen  nur  sehr  selten,  und  wo  sie  nicht  Torhanden  sind,  lässt  sich 
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ihre  Lage  aus  den  übrigen  Endflächen  beurtheilen.  Scheinbare  Aasnahmen 
erklären  sich  dadurch,  dass  die  neben  dem  Prisma  a  auftretenden  Flächen 
des  correlaten  trigonalen  Prismas  a  zuweilen  grösser  sind  als  die  Flächen  a. 

Die  pyroelektrische  Ladung  ist  abhängig  von  der  chemischen  Zusanmien- 
setzung:  rothe,  grüne  und  braune  Turmaline  entwickeln  unter  gleichen  Be- 
dingungen bedeutend  grössere  Elektricitätsmengen  als  schwarze  Erjstalle. 

Fig.  1  stellt  eine  sehr  verbreitete  Combination  dar,  welche  gebildet  wird 
von  dem  zweiten  hexagonalen  Prisma  b  —  (1120)  mit  dem  trigonalen  Prisma 
a  =  (1010),  den  oberen  Flächengruppen  der  ßhomboßder  ;>  =  (1011)  und 
0  —  (0221)  am  antilogen  Pole  und  den  unteren  Flächengruppen  der  Rhom- 
boöder  p  « (1011)  und  n  =  (0112)  am  analogen  Pole. 

In  Fig.  2  ist  ein  Turmalin  von  Schaitansk  im  Ural  abgebildet.  Neben 
den  Prismen  b  und  a  treten  am  antilogen  Pole  die  oberen  Flächengruppen 
des  BhomboMers  p  =  (1011)  und  des  Skalenodders  t  —  (2131),  am  analogen 
Pole  nur  die  basische  Fläche  o  =  (0001)  auf. 

Kieselzinkerz  (Taf.  I,  Fig.  3  <). 

(H0Zn)aSi03.    Rhombisch,  hemimorph.  a :  6 :  c  =  0,7835 : 1 : 0,4778. 

F.  Köhler,  Die  Kiystallform  des  Tarmalins,  Zinksilicats  und  Boracits  in  Bezug 
auf  ihre  Pyroelektricität  Pogg.  Ann.  17,  146,  1829.  —  W.  G.  Hankbl,  Ueber  die 
Thermoelektricität  der  KrystaUe.  Pogg.  Ann.  49,  503,  1840.  —  P.  Riess  und  G.  Böse, 
Ueber  die  Pyroelektricität  der  Mineralien.  Abh.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin.  1843,  70.  Pogg. 
Ann.  59,  368, 1843.  —  M.  Bauer  und  R.  Braünb,  Beitrag  zur  Kenntniss  der  krystaUogr. 
und  pyroelektr.  Verhältnisse  des  Rieselzinkerzes.    N.  Jahrb.  f.  Min.  1889,  1,  1. 

Fig.  3  auf  Taf.  I  stellt  einen  Krystall  von  AJtenberg  bei  Aachen  dar. 
An  dem  analog  elektrischen  Pole  treten  die  oberen  Flächengruppen  von 
6  =  (001),  8  =  (101),  t  =  (301),  e  =  (011)  auf;  der  antilog  elektrische  Pol 
wird  begrenzt  durch  die  unteren  Flächengruppen  von  t?=s(l2i)  und  6  =  (011). 
Nach  M.  Baueb  und  K.  B&aüns  sind  am  analogen  Pole  auf  den  Flächen  t 
in  den  Richtungen  der  Symmetrielinien  häufig  schmale  Zonen  vorhanden,  in 
denen  bei  abnehmender  Temperatur  eine  Entwickelung  von  positiver  Elek- 
tricität  stattfindet,  während  an  den  Kanten  der  Flächen  t  gegen  m  ^  (110) 
und  b  =  (010)  eine  negative  elektrische  Erregung  beobachtet  wird. 

Struvlt  (Taf.  I,  Pigg.  4, 4). 

Mg(NHJP04 .  6HaO.    Rhombisch,   hemimorph.    a  :  6  :  c  =  0,5667  :  1  : 

0,9121. 

J.  F.  L.  Hausmakn,  Notiz  über  die  Krystailisation  und  Pyroelektricitftt  des 
Struvits.  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen,  1846,  121.  —  P.  Rdbbb,  Fortscbr.  d.  Physik. 
1846,  868.  Die  Lehre  von  der  Beibungselektricitftt  2,  485,  1853.  —  £.  Eullsowskt, 
Ueber  Struvit  von  Homburg  v.  d.  Höhe.    Zeitschr.  f.  Kryst  11,  1,  1885. 

Die  gewöhnliche  Form  des  Struvit  aus  dem  Grunde  der  Nicolai-Kirche 
in  Hamburg  (1846)  wird  durch  Fig.  4  auf  Taf.  I  veranschaulicht.    An  dem 

^  In  Fig.  3  auf  Taf.  I  sind  die  Zeichen  +  und  —  zu  vertauschen. 
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antilog  elektrischen  Pole  sind  die  oberen  Plächengruppen  von  r  =  (101)  und 
q  =  (Oll)  vorhanden,  an  dem  analog  elektrischen  Pole  dagegen  die  unteren 
Flächengruppen  von  c  =  (001)  und  u  =  (103).  Wie  aus  Fig.  5  zu  ersehen 
ist.  zeigt  sich  nach  E.  Ealkowsky  im  Centrum  der  Basis  o  bei  abnehmender 
Temperatur  ein  kleines  positiv  erregtes  Feld.  Dieselbe  Erscheinung  wurde 
am  Struvit  von  Homburg  vor  der  Höhe  beobachtet.  —  Schon  die  Warme 
der  Hand  reicht  zur  Bestimmung  der  Pole  aus. 

Rohrzucker. 
CjgHjjOii.     Monoklin,    hemimorph.     a  :  b  :  o  =^  1,2595  :  1  :  0,8782; 
.^  =  103^30'. 

W.  G.  EUnkbl,  Ueber  die  Thermoelektricität  der  Krystalle.  Pogg.  Ann.  49, 
495,  1840.  —  P.  R1B88,  Die  Lehre  von  der  Reibiingselektrieität.  2,  486,  1853. 

Bohrzucker  ist  durch  Hygroskopie  bei  gewöhnlicher  Temperatur  leitend, 
bei  der  Erwärmung  und  kurze  Zeit  danach  isolirend;  er  wird  leicht  pyro- 
elektrisch.  Neben  a  =  (100),  e  =  (001),  r  =  (101)  treten  am  antilog  elek- 
trischen Pole  die  linken Plächengruppen von  j?= (110),  ^  =  (011)  und  o=(lIl), 
am  analog  elektrischen  Pole  die  rechten  Flächen  von  j?  =  (110)  auf. 

WeinsKure. 
CyB^Og.      Monoklin,    hemimorph.      a:  b  :  0  ^  1,2747  :  1  :  1,0266; 
./?=  t0OM7'. 

K.  BöTTOBB,  Unterscheidung  der  krystallisirten  TraubenBäure  von  der  Weinsäure 
hinsichtlich  ihres  theimoelektrischen  Verhaltens.  Pogg.  Ann.  43 ,  659,  1838.  — 
W.  G.  Hakkel,  Ueber  die  Thermoelektricität  der  Krystalle.    Pogg.  Ann.  49,  500,  1840. 

Krjstalle  von  Weinsäure  werden  schon  durch  die  Handwärme  elektrisch 
erregt.  Bei  der  Rechtsweinsäure  findet  man  neben  a  «=  (100),  0  =  (001), 
r  =  (101),  r  =  (101)  am  analog  elektrischen  Pole  die  linken  Flächen  von 
P  =  (110),  am  antilog  elektrischen  Pole  die  rechten  Flächengruppen  von 
j?  =  (110)  und  q  =  (011).  Krystalle  der  Linksweinsäure  zeigen  am  linken 
Ende  der  Symmetrieaxe  den  antilog  elektrischen  Pol  und  die  Flächen  q. 

IL  Krystalle  mit  drei  polaren  Symmetrieaxen. 
Quarz  (Taf.  I,  Figg.  6—12). 

SiO,.    Hexagonal,  trapezoödrisch-tetartoedrisch.    a :  c  =  1 : 1,0999. 

W.  G.  Hahxkl,  Ueber  die  Thermoelektricität  der  Krystalle.  Pogg.  Ann.  50, 
605, 1840.  Ueber  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Bergkrystalles.  Abb.  Sachs. 
Ges.  d.  WiBS.  8  (13),  328,  1866.  Pogg.  Ann.  131,  621,  1867.  Ueber  die  aktino-  und 
pigzo-elektrischen  Eigenschaften  des  Bergkiystalles  und  ihre  Be2dehungen  zu  den  thermo- 
elektriaeheo.  Abb.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  12  (20),  457,  1881.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  17, 
163,  1882.  Neue  Beobachtungen  über  die  Thermo-  und  Aktinoelektricität  des  Berg- 
krystalles als  Erwiderung  auf  einen  Aufsatz  von  C.  Friedel  und  J.  Cubie.  Ber.  sächs. 
Ges.  d.  Wiss.  1888,  35.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  19,  818,  1883.  Berichtigung  einer  An- 
gabe des  Hm.  y.  Kolbiolo  in  Betreff  der  thermoelektrischen  Vertheilung  an  Berg- 
krystaUen.    Ann.  d  Phys.  N.  F.  26,  150,  1885.    Fortsetzung  der  Versuche  über  das 
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elektrische  Verhalten  der  Quarz-  and  der  Boracitkrystalle.  Abh.  sächs.  Ges.  d.  Wisd. 
14  (24),  271,  1887.  —  C.  Fsiedel,  Sur  la  pjro^lectricite  dans  la  topaze,  la  blende  et 
le  quartz.  Bull.  soc.  min.  2,  81,  1879.  —  C.  Fribdbl  et  J.  Cubk,  Sur  la  pjrro^lectri- 
cit^  du  quartz.  Bull.  soc.  min.  5,  282,  1883.  Compt.  rend.  96,  1262,  1389,  188S.  — 
W.  C.  Röntgen,  Ueber  die  thermo-,  aktino-  und  piäzo-elektrischen  Eagenschaften  des 
Quarzes.  Ber.  Oberhess.  Ges.  f.  Natur-  u.  Heilk.  22, 181,  1883.  Ann.  d.  Phys.  N.  F. 
19,  518,  1883.  —  A.  Kündt,  Ueber  eine  einfiEU^he  Methode  zur  Untersuchung  der 
Thermo-,  Aktino-  und  PiSzoelektricität  der  Kiystalle.  Sitzungsber.  Akad.  Berlin.  18S3. 
421.  Ann.  d.  Phys.  N.  P.  20,  592,  1883.  —  B.  von  Kolenko,  Die  Pyroelektricitat  des 
Quarzes  in  Bezug  auf  sein  kiystallographisches  System.  Zeitschr.  £.  Eryst  9, 1,  1884. 
Erwiderung  betreffend  die  Fyroelektricitllt  des  Quarzes.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  29, 
416,  1886. 

Die  pyroelektrische  Vertheilung  auf  der  Oberfläche  von  Quarzkrystallen 
ist  erst  durch  die  Untersuchungen  you  W.  C.  Röntgbn,  A.  Kuhdt  und 
B.  VON  KoLENKO  Völlig  klargestellt  worden. 

Um  das  Bestaubungsverfahren  anzuwenden,  erwärmt  man  einen  Quarz- 
krystall  im  Luftbade,  bis  er  in  seinem  ganzen  Inneren  eine  Temperatur  von 
40--50°  C.  angenommen  hat  —  eine  stärkere  Erwärmung  erzeugt  leicht 
Sprünge  nach  den  Rhomboöderflächen  p,x  —  nimmt  ihn  dann  heraus,  über- 
fahrt ihn  schnell  mit  einer  Alkoholflamme,  um  die  auf  seiner  Oberfläche  etwa 
schon  vorhandene  Elektricität  zu  entfernen,  und  bestäubt  ihn,  während  er 
sich  im  freien  Luftraum  abkühlt.  Das  Bestreichen  mit  einer  Alkoholflamme 
ist  keineswegs  unbedingt  erforderlich;  die  Vertheilung  der  Bestandtheile  des 

Pulvergemisches  tritt   aber  da- 
durch schärfer  hervor. 

Zur  Beschreibung  des  Ver- 
haltens emfadher  homogener  Kri- 
stalle (Figg.  115,  116)  seien  die 
Richtungen  der  drei  polaren 
Queraxen  bezeichnet  mit  a^,  a^. 
cc^,  in  der  Weise,  dass  —  a  die 
Richtung  einerQueraxe  nach  einer 
Kante  des  Prismas  a  =:  (1010). 
an  welcher  Flächen  der  trigo- 
nalen  Pyramide  «  =  (1121)  und 
der  directen  trigonalen  Trapezoöder  x  =  (5161),  y  =  (4151),  u  =  (3141)  u.  s.  w. 
auftreten,  bedeutet,  während  +aden  entgegengesetzten  Richtungssinn  angiebt. 
Die  Bestäubung  zeigt  elektrische  Zonen  parallel  zu  den  Kanten  des 
Prismas  a.  Die  analog  eUktrischen  Zonen  liegm  an  den  Enden  der  Axefi- 
richkmgen  —  «j,  —  a^j  ^  ^z\  ^^  antilog  elektrischen  Zonen  treten  an  den 
Enden  der  Axenrichtungen  +  cf, ,  +  «2 ,  +  «3  auf.  Demnach  erscheinen  nach 
der  Bestäubung  bei  der  Abkühlung  die  drei  Kanten  des  Prismas  a,  an 
welchen  die  Flächen  der  trigonalen  Pyramide  s  und  der  directen  trigonalen 
Trapezoöder  liegen,  roth,  während  die  übrigen  Kanten  gelb  geßrbt  sind 
(Taf.  I,  Figg.  6,  7,  8). 
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Stellt  man  einen  einfachen  Quarzkiystall  so  auf,  dass  dem  Beobachter 
vorn  oben  eine  Fläche  des  Grundrhomboeders  p  zugewendet  ist,  so  liegt  bei 
der  Abkühlung  eine  elektrisch  negative  (rothe)  Zone  an  einem  linken  Krystall 
links  unter  p  (Fig.  7),  an  einem  rechten  Krystall  rechts  unter  p  (Fig.  8). 
Man  kann  demnach  den  Charakter  eines  Quarzkrystalls,  an  welchem  die 
charakteristischen  Flächen  s,  x  fehlen,  aus  seinem  elektrischen  Verhalten 
erst  ermitteln,  nachdem  die  Bhomboeder  p  und  x  unterschieden  sind. 

Den  Verlauf  der  elektrischen  Zonen  auf  einer  Quarzkugel  stellt  Fig.  12 
auf  Taf.  I  dar. 

Von  hervorragendem  Interesse  ist  der  durch  W.  C.  Röntgen  geführte 
Nachweis,  dass  die  durch  Erwärmung  einer  Quarzplatte  oder  einer  Quarz- 
kugel entwickelte  Elektricität  an  derselben  Stelle  je  nach  der  Art  des  Er- 
wärmens dem  Zeichen  nach  verschieden  sein  kann. 

Auf  eine  parallel  zur  Basis  geschnittene  homogene  Quarzplatte  wurde 
ein  Stanniolring  von  2  und  4  cm  Durchmesser  geklebt.  Dieser  Ring  wurde 
dann  in  den  Richtungen  ßi,  ß^,  ß^  durchschnitten,  so  dass  sechs  von  einander 
isolirte  Ringstücke  mit  den  Synmietrielinien  ±  «j,  ±  «j?  ±  ^s  entstanden. 
Das  erste,  dritte  und  fünfte  Stück  wurden  durch  Drähte  mit  dem  einen 
Halbringe  eines  Kirchhoff-Thomson'schen  Elektrometers,  das  zweite,  vierte 
und  sechste  Stück,  sowie  der  zweite  Halbring  des  Elektrometers  mit  der 
Erde  verbunden.  Als  nun  der  centrale  stanniolfreie  Theil  der  anfanglich 
die  Zimmertemperatur  besitzenden  Platte  durch  Aufsetzen  eines  wärmeren 
Messingcylinders  oder  auf  irgend  eine  andere  Art  erwärmt  wurde,  erwies 
sich  die  elektrische  Ladung  derRingstücke  entgegengesetzt  derjenigen  Ladung, 
welche  das  Elektrometer  anzeigte,  wenn  der  jenen  Stanniolring  umgebende 
peripherische  Theil  der  Platte  durch  aufgelegte  wärmere  Metallringe,  oder 
durch  Strahlung  u.  s.  w.  eine  Erwärmung  erfahr. 

Später  hat  B.  von  EoiiENKO  festgestellt,  dose  die  Enden  der  polaren 
Symmetrieaxen  +  «j,  +  «3,  +  cc^,  welche  bei  der  Abkühlung  eines  ganzen 
Krystaüs  positiv  elektrisch  werden,  auch  positive  Elektricität  zeigen ,  werni  eine 
aus  dem  KrysiaU  parallel  zur  Basis  geschnittene  Platte  durch  Aufsetzen  eines 
tvarmen  MetallcyUnders  von  dem  Centrum  aus  erwärmt  unrd.  —  Fig.  9 
auf  Taf.  I  veranschaulicht  das  Resultat  der  Bestäubung  einer  auf  dem 
Apparat  Fig.  114  vom  Centrum  aus  sich  erwärmenden  Quarzplatte  aus  einem 
rechten  Krystall  (vgl.  Fig.  8). 

W.  C.  Röntgen  hat  gefunden,  dass  durch  Erwärmung  einer  Platte 
vom  Centrum  aus  oder  durch  eine  Abkühlung  derselben  von  der  Peri- 
pherie aus  jedes  Ringsiück  diejenige  Elektricität  erhält^  welche  erregt  unrd 
durch  eme  Compression  der  Platte  in  der  Richtung  der  z/u  jenem  Ringstück 
gekorigen  elektrischen  Axe  a.  Röntgen  zieht  hieraus  den  Schluss,  dass  die 
auf  sehr  verschiedene  Weise,  durch  Wärmeleitung,  Strahlung  oder  Druck- 
änderung  hervorzurufende  Elektricitätsentwickelung  auf  eine  gemeinsame 
Ursache  zurückzuführen  ist.  In  der  That  erzeugen  die  centrale  Erwärmung 
oder  die  peripherische  Abkühlung  in  der  Platte  Spannungsänderungen  der- 
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selben  Art,  wie  ein  auf  die  seitlichen  Begrenzungsflächen  ausgeübter  gleich- 
förmiger Druckzuwachs,  während  die  centrale  Abkühlung  oder  die  peii- 
pherische  Erwärmung  eine  Druckabnahme  hervoirufen  analog  der  durch 
einen  seitlichen  gleichförmigen  Zug  hergestellten  Spannungsänderung. 

III.  Krystalle  mit  vier  polaren  Symmetrieaxen. 
Zinkblende. 

(Zn,  Fe)  S.    Regulär,  tetraßdrisch-hemiödrisch. 

C.  Fribdel,  Sur  la  pyro^ectricit^  dans  la  topaie,  la  blende  et  le  quartz.  BoU. 
80C.  min.  2,  81, 1879.  —  C.  Fbibdbl  et  J.  Cubib,  Sur  la  pryro^ectricitä  dans  la  blende, 
le  chlorate  de  sodium  et  la  boracite.  Bull.  soc.  min.  6»  191 ,  1888.  Compt  rend.  97, 
61,  1888. 

Der  Nachweis  dafür,  dass  Zinkblende  vier  elektrische  Axen  in  den 
Richtungen  der  Tier  polaren  Symmetrieaxen  besitzt,  wurde  tou  C.  Fbdsdei« 
nach  folgendem  Verfahren  erbracht  Eine  planparallele,  zu  einer  Tetra^der- 
fläche  parallele  Platte  wurde  horizontal  auf  einen  Träger  gelegt,  der  mit 
HüKe  einer  Schraubenbewegung  eine  rasche  verticale  Verschiebung  der  Platte 
auszuführen  erlaubte.  Die  untere  Fläche  der  Platte  war  leitend  mit  der  Erde 
verbunden.  Ueber  der  Platte  hing  an  einem  isolirten,  mit  einem  Thomson- 
Branly'schen  Elektrometer  Yerbundenen  Drahte  eine  kleine  metallene,  auf 
etwa  100^  erhitzte  Halbkugel.  Wurde  die  Platte  bis  zur  Berührung  mit  der 
Halbkugel  gehoben,  so  erfuhr  die  Nadel  des  Elektrometers  eine  Ablenkung. 
Durch  TJmkehrung  der  Platte  änderte  sich  das  Vorzeichen  der  durch  das 
Elektrometer  angezeigten  Ladung  der  oberen  Plattenfläche. 

HelTln. 

(Mn,  Be,  Fe)7  (8104)3  S.    Regulär,  tetraedrisch-hemißdrisch. 

W.  Gr.  Hankbl,  Ueber  die  thermoelektiischen  Eigenschaften  des  Helvins,  o.  s.  w. 
Abb.  sftchs.  Ges.  d.  Wiss.  12  (20),  5Ö1,  1S82. 

Beim  Erkalten  zeigten  die  grösseren  und  glänzenderen  Tetraederflächeu 
positive,  die  kleineren  matten  Tetraederflächen  negative  elektrische  Ladung. 

Katriomehlorat. 

NaClOj.    Regulär,  tetartoßdrisch. 

C.  Fbiedel  et  J.  Curie,  BuU.  soc.  min.  6,  191,  1883.    Compt  rend.  97,  61,  1888. 
Das  Vorhandensein  von  vier  elektrischen  Axen  wurde  auf  demselben 
Wege  wie  bei  der  Zinkblende  nachgewiesen. 

4.  Krystallzwillinge.  —  Das  Kx7ia)T'sche  Bestäubungsverfahren  ist  treff- 
lich geeignet,  Zwillingsbildungen  schlecht  leitender  Krystalle  mit  polaren 
Symmetrieaxen  zu  untersuchen.  Insbesondere  dient  diese  Methode  dazu,  die 
am  häufigsten  auftretenden  Zwillinge  des  Qucurx  zu  erkennen,  welche  auf 
optischem  Wege  nicht  von  einfachen  Krystallen  zu  unterscheiden  sind,  da 
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ihnen  das  Cresetz  zu  Grande  liegt,  dass  zwei  rechte  oder  zwei  linke  Erystalle 
die  Kiohtang  der  Yerticalaxe  y  gemein  haben  nnd  zu  ihr  symmetrisch  liegen. 
Die  Verwachsung  der  beiden  Individuen  ist  eine  überaus  mannigfache.  Stets 
ergiebt  sich  aber  auch  da,  wo  weder  aus  dem  Auftreten  der  trigonalen 
Pyramide  und  der  TrapezoMer  noch  aus  der  VertheUung  glänzender  und 
matter  Felder  auf  der  Oberfläche  eine  ZwiUingsbildung  erschlossen  werden 
kann,  aus  der  Anordnung  der  Bestandtheile  des  Pulvergemisches  nach  dem 
Bestäuben  sofort  die  Art  der  Zusammensetzung  des  Krystalls.  Eine  Beihe 
complicirter  Verwachsungen  ist  auf  diesem  W^e  von  B.  von  Eolbnko 
untersucht  und  durch  Abbildungen  yeranschaulicht  worden. 

Die  elektrische  Prüfung  der  Erganzungszwillinge  des  Quarz,  welche  aus 
einem  linken  und  einem  rechten  Erystall  gebildet  sind  nach  dem  Oesetz, 
dass  die  beiden  Individuen  zu  den  Flächen  des  zweiten  hexagonalen  Prismas 
symmetrisch  stehen,  ergab  ein  mit  dem  bekannten  optischen  Verhalten  über- 
einstimmendes Resultat.  Aus  den  Fig.  10  und  11  auf  Taf.  I  ist  zu  ersehen, 
wie  sich  der  complicirte  Aufbau  des  brasilianischen  Amethyst  mit  Hülfe  des 
Bestäubungsverfahrens  vollständig  und  durchaus  unabhängig  von  der  optischen 
Prüfung  ermitteln  lässt.^ 

Nicht  minder  werthvoU  sind  die  ober  den  Aufbau  des  Boracit  und  des  hroMia- 
nuehen  Topas  von  K.  Mack  gewonnenen  Aufschlüsse,  welche  die  Vorzüge  des  Be- 
stäubungsverfahrens  gegenüber  den  älteren  Methoden  in  helles  Licht  gesetzt  haben. 
Eine  ausführlichere  Darlegung  der  Ergebnisse  würde  die  Grenzen  dieser  Schrift  über- 
schreiten. Es  möge  hier  nur  auf  die  Figuren  15  und  16,  Taf.  I,  hingewiesen  werden, 
aus  denen  ersichtlich  ist,  dass  die  im  polarisirten  Licht  hervortretende  charakteristische 
Feldertheilimg  einer  basischen  Spaltplatte  des  brasilianischen  Topas  auch  das  pyro- 
elektrische  Verhalten  desselben  beherrscht 

Boracit:  F,  Köhlbk,  Pogg.  Ann.  17,  146,  1829.  —  W.  G.  Hankel,  Pogg.  Ann. 
oO,  471,  1840;  56,  58,  1842;  61,  282,  1844;  74,  281,  1848.  Abh.  sächs.  Ges.  d.  Wiss. 
4  (6),  151, 1857;  14  (24),  299,  1887.  —  G.  Kabstbn,  Pogg.  Ann.  71,  243, 1847.  —  P.Eiess 
und  G.  Boss,  Abh.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin.  1848,  82.  Pogg.  Ann.  59,  876,  1848.  — 
C.  Fbibdsl  et  J.  GüBiB,  Bull.  soc.  min.  6,  191 ,  188H.  Compt.  rend.  97,  61,  1888.  — 
K.  Macx,  Zdtschr.  f.  Kryst  8,  508,  1884.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  21,  410,  1884. 

RkodieU:  G.  Boss,  Beise  nach  dem  Ural  etc.  1,  469,  1887.  —  P.  Bibss  und 
G.  BoßE,  Abh.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin.    1843,  88. 

•  Topas:  P.  BiBSS  und  G.  Bosb,  Abh.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin.  1843,  91;  Pogg.  Ann. 
5»,  358,  1843;  61,  659,  1844.  —  W.  G.  Hankbl,  Abh.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  9  (14),  859, 
1871.  Pogg.  Ann.  Jubelband,  649,  1874.  —  C.  Fbiedbl  et  J.  Curie,  Bull,  soc  min. 
8, 16. 1885.    Compt.  rend.  100, 213, 1885.  —  K.  Mack,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  28, 153,  1886. 

5.  Versuche  von  Gaugain.  —  Die  Erforschung  der  quantitativeu  Be- 
ziehungen zwischen  der  Aenderung  der  Temperatur  und  der  Entwickelung 
der  Elektricität  in  pyroelektrischen  Krystallen  wurde  von  J.  M.  Gaugain 
1856—57  begonnen.  Die  Besultate  seiner  Beobachtungen  am  Turmalin 
sind  folgende.* 

»  Vgl.  B.  VON  KoLENKO,  Zcitschr.  f.  Kryst  9,  12—14,  1884.  —  A.  Kukdt  nnd 
E.  BionoB,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  28,  147,  1886. 

*  F.  H.  Gauoaik,  Note  sur  les  propridt^  ölectiiques  de  la  tonrmaline.  Compt 
rend.  42, 1264, 1856.    Note  sur  T^lectricit^  des  tourmalines.    Relation  entre  la  qnantit^ 
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Wenn  man  eine  beliebige  Anzahl  von  Tunnalinen  zu  einer  Batterie 
vereinigt,  indem  man  ihre  gleichnamigen  Pole  mit  einem  Kupferdraht  um- 
schlingt, so  ist  die  von  denselben  gelieferte  Elektridtatsmenge  gleich  der 
Summe  der  Elektricitätsmengen,  welche  von  den  einzelnen  Tunnalinen  unter 
denselben  Umständen  erzeugt  worden  wären. 

Wenn  man  eine  Reihe  von  Turmalinen  derselben  Art  von  gleichem 
Querschnitte  hintereinander  schaltet,  indem  man  die  ungleichnamigen  Pole 
durch  Kupferdrähte  verbindet,  so  ist  die  von  dieser  Säule  gelieferte  Elek- 
tricitätsmenge  nicht  grösser  als  die  von  einem  einzelnen  Turmalin  erzeig. 

Die  von  einem  Turmalin  entwickelte  Elektricitätsmenge  ist  proportional 
seinem  Querschnitte  und  unabhängig  von  seiner  Länge.  Dabei  wurde  als 
Maass  für  die  Menge  der  Elektricität  die  Anzahl  der  Entladungen  eines  zur 
Selbstentladung  eingerichteten  Elektroskops  benutzt. 

Die  Elektricitätsmenge,  welche  ein  Turmalin  entwickelt,  wenn  seine 
Temperatur  um  eine  bestimmte  Anzahl  von  Graden  sinkt,  ist  unabhängig 
von  der  zu  der  Abkühlung  erforderlichen  Zeit. 

Die  bei  einer  Temperaturerhöhung  entwickelten  Elektricitatsmengen  sind 
ebenso  gross,  wie  die  einer  gleich  grossen  Temperaturemiedrigung  ent- 
sprechenden. 

6.  Theorie  der  Pyroelektricität  von  W.  Thomson.  —  Den  leitenden  Ge- 
sichtspunkt für  eine  tiefer  eindringende  Erforschung  der  Gesetze  der  Pyro- 
elektricität gab  W.  Thomson  1860  durch  die  Bemerkung,^  dass  ein  pjro- 
elektrischer  Erystall  mit  einer  polaren  Sjmmetrieaxe  sich  wahrscheinlich  in 
seinem  Inneren  permanent  in  jenem  Zustande  elektrischer  Polarität  befindet^ 
von  dem  M.  Fabaday  gezeigt  hat,  dass  er  temporär  in  gewöhnlichen 
dielektrischen  Körpern  durch  die  Einwirkung  äusserer  elektromotorischer 
Kräfte  hervorgerufen  wird,  und  dass  dieser  natürliche  Zustand  dielektrischer 
Polarisation  des  Krystalls  eine  Funktion  der  Temperatur  ist. 

Im  Allgemeinen  wirkt  ein  polarisirter  dielektrischer  Körper  nach  Aussen 
so,  als  wäre  auf  seiner  Oberfläche  eine  elektrische  Ladung  von  einer  be- 
stimmten Flächendichtigkeit  6  und  in  seinem  Inneren  eine  elektrische  Ver- 
theilung  von  einer  bestimmten  Dichtigkeit  q  vorhanden.  Ist  der  Körper 
insbesondere  gleichförmig  polarisirt,  nämlich  so,  dass  die  Intensität  der  Elek- 
trisirung  (S.  226)  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  in  der  ganzen  Ausdehnung 
des  Körpers  constant  bleibt,  so  ist  (> »  0;  in  diesem  Falle  ist  also  die  äussere 


d*61ectricit^  d^velopp^e  et  la  vitesse  du  refroidissement.  ib.  43,  916, 1856.  Troisitoe 
note  Bor  l'^lectricit^  des  tourmalines.  ib.  43, 1122, 1856.  Qaatiiöme  note  mir  r^ectricite 
des  tourmalines;  action  bygrom^trique;  lois  de  la  section  et  de  la  longueur.  ib.  44, 62S, 
1857.  Memoire  sur  relectricit6  des  tourmalines.  Ann.  chim.  phys.  (3)  57,  5,  1859. 
Sur  rorigine  unique  des  forces  ^lectromotrices.  Art  382—388:  Cristauz  pyro-^lectriques. 
Ann.  chim.  phys.  (4)  6,  41,  1865. 

^  W.  Thomson,  On  the  thermoelectric,  thermomagnetic  and  pyroelectric  properties 
of  matter.  NichoFs  Cyclopaedia  of  Phys.  Sc.  2.  ed.  1860.  Phil.  Mag.  (5)  &,  26, 187R. 
Math.  phys.  Papers.  1,  815. 
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Wirkung  des  Körpers  äquivalent  der  Wirkung  jener  fingirten  elektrischen 
Oberflächenschiclit. 

Nun  hat  man  für  einen  pyroelektrischen  Eiystall  mit  einer  einzigen 
polaren  Symmetrieaxe  eine  gleichförmige  innere  Polarisation  anzunehmen, 
derart,  dass  die  elektrischen  Axen  der  Moleküle  parallel  zur  Symmetrieaxe 
liegen.  Demnach  wird  ein  solcher  Erystall  nach  Aussen  so  wirken,  wie  eine 
auf  seiner  Oberfläche  vertheilte  elektrische  Schicht  von  einer  bestimmten 
Flächendichtigkeit. 

Die  inducirende  Wirkung  der  molekularen  Polarisation  des  Krystalls 
auf  ein  äusseres,  nicht  vollkommen  isolirendes  Mittel  besteht  nun  darin,  dass 
sich  der  Oberfläche  des  Krystalls  allmählich  eine  reelle  elektrische  Schicht 
auflagert,  welche  der  Wirkung  jener  Polarisation  auf  alle  äusseren  Punkte 
vollkommen  das  Gleichgewicht  hält. 

Wird  jetzt  die  Temperatur  des  Krystalls  geändert,  so  ändert  sich  gleich- 
zeitig seine  molekulare  Polarisation,  während  die  aufgelagerte  elektrische 
Oberflächenschicht  langsamer  folgt,  je  nach  dem  grösseren  oder  geringeren 
Widerstände,  welche  der  elektrischen  Leitung  in  dem  Krystall  oder  auf  der 
Oberfläche  desselben  dargeboten  wird.  Bevor  die  Neutralisirung  wieder  her- 
gestellt ist,  hat  man  also  Gelegenheit  die  Differenz  zwischen  den  äusseren 
Wirkungen  der  molekularen  Polarisation  und  der  aufgelagerten  elektrischen 
Schicht  zu  beobachten. 

7.  Fundamentalversuche  von  Ed.  Riecke.  —  Einen  entscheidenden  Be- 
weis für  die  Richtigkeit  der  W.  TnoMSON'schen  Theorie  der  pyroelektrischen 
Erregung  hat  Ed.  Biecke  gegeben.^ 

Wenn  ein  Turmalin  in  einem  Trockenkasten  während  mehrerer  Stunden 
erhitzt  worden  ist,  so  erweist  sich  derselbe  unmittelbar  nach  dem  Heraus- 
nehmen stets  unelektrisch.  WiU  man  die  bei  der  Abkühlung  hervortretende 
Polariiäl  permanent  erhalten,  so  muss  man  den  Turmalin  nach  der  Eni' 
femung  aus  dem  Trockenkasien  in  eifien  Ea^wi  verseixen^  in  welchem  die 
Bildung  einer  leitenden  Oberflächenschicht  verhindert  unrd.  Bis  zu 
einem  genügenden  Grade  ist  dies  der  Fall  unter  der  Glocke  einer  Luftpumpe, 
wenn  die  m  derselben  enthaltene  Luft  gut  getrocknet,  von  Staub  befreit  und 
sehwach  verdünnt  worden  ist. 

Die  benutzte  Glocke  hatte  oben  eine  Oeflhung  mit  ebenem  Rande,  welche 
durch  eine  aufgeschlifFene  Glasplatte  verschlossen  werden  konnte.  An  diese 
Platte  war  in  excentrischer  Stellung  eine  Schellacksäule  angekittet,  welche 
an  ihrem  unteren  Ende  mit  zwei  Haken  versehen  war.  Die  Turmaline 
wurden  mit  Hülfe  von  Coconfaden,  welche  um  ihre  Mitte  und  das  obere 
Ende  geschlungen  waren,  an  diesen  Haken  aufgehängt,  so  dass  sie  frei  in 
dem  Baume  der  Glocke  hingen.  In  dieser  stand  seitlich  gegen  die  Mitte 
der  Oeffnung   verschoben    ein    gewöhnliches    Goldblattelektroskop ,    dessen 

*  Ed.  Riecke,  Zwei  Fundamentalversuche  zur  Lehre  von  der  PyroelektricitÄt 
Xachr.  Ges.  d.  Wies.  Göttingen.    1887,  151.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  31,  889,  1887. 
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Divergenz  einen  Maassstab  für  die  elektrische  Ladung  des  Tunnalins  liefert^. 
Die  excentrische  Befestigung  der  Schellacksäule  macht«  es  möglich,  durch 
Drehen  der  Verschlussplatte  den  Turmalin  dem  Knopfe  des  Elektroskops  5>o 
weit  zu  nähern,  dass  er  gerade  über  demselben  hing,  oder  ihn  in  hoiizon- 
talem  Sinne  um  den  Durchmesser  der  oberen  Oeffnung  von  dem  Elektroskope 
zu  entfernen.  Der  Baum  des  Recipienten  wurde  getrocknet  durch  wieder- 
holtes Auspumpen  und  Zulassen  von  trockener  Luft;  ausserdem  befand  sich 
in  demselben  noch  ein  besonderes  Trockengefass,  welches  bei  der  Mehrzahl 
der  Versuche  mit  concentrirter  Schwefelsäure  gefüllt  war;  bei  einigen  Ver- 
suchen wurde  statt  dieser  wasserfreie  Phosphorsäure  angewandt.  Die  Diver- 
genz der  Goldblätter  wurde  gemessen  mit  Hülfe  eines  ausserhalb  der  Glocke 
aufgestellten  Glasmaassstabes.  Die  Stellen  der  Theilung,  welche  mit  den 
Goldblättem  des  Elektroskops  zusammenfielen,  wurden  mit  einem  Fernrohr 
beobachtet,  das  in  der  Entfernung  von  einigen  Metern  aufgestellt  war. 

In  der  folgenden  Tabelle  bedeutet  T  die  Zeit,  in  welcher  die  anfanglich 
vorhandene  Differenz  zwischen  der  Temperatur  ©j  des  Trockenkastens  und 
der  Temperatur  0^  des  Abkühlungsraumes  unter  der  Glasglocke  auf  den 
Betrag  von  V«^  herabsank.  Femer  ist  mit  T^  der  grösste  Zeitraum  be- 
zeichnet, nadi  dessen  Ablauf  noch  die  polare  Ladung  eines  obgekiMtefi  TVir- 
mcdins  mit  Hülfe  des  Elektroskops  Tiacfigewiesen  vmrde. 


Turmalin 

T 

T^ 

von  Brasilien     .    .    . 

0,58  Stunden 

30  Stunden 

„    Elba 

0,85 

24 

?>       » 

1,4 

21        „ 

„    Snarum  .... 

1,0 

23 

„    Kärnten.    .    .    . 

1,7 

24 

p    Mursinsk     .    .    . 

0,48 

5,5      „ 

Während  aus  diesen  Beobachtungen  folgt,  dass  ein  Turmalin .  dessen 
Oberfläche  in  einen  Zustand  vollkommener  Isolation  verseht  ist,  in  der  Tkat 
einen  permanent  elekirischen  Körper  bildet,  dessen  elektrisches  Hauptmomeni  in 
die  Eichtung  seiner  Symmetrieaxe  fällt,  ergiebt  sich  aus  einer  zweiten  Ver- 
suchsreihe, dass  die  von  dem  Turmalin  während  der  AbküMimg  entwidcelte 
Elektridtät  steis  dasselbe  Zeichen  besitzt.  Hierzu  dienten  Turmaline,  deren 
Enden  mit  Stanniol  überzogen  waren.  Wurde  nun  die  während  der  Ab- 
kühlung entwickelte  Elektricität  immer  wieder  durch  Ableitung  der  Be- 
legungen neutralisirt,  so  war  in  dem  Zeichen  dieser  Elektricität  kein  Wechsel 
zu  beobachten.  Daraus  folgt,  dass  die  Entwickelung  der  molekularen  Elek- 
tricität während  der  Abkühlung  stets  in  demselben  Sinne  fortschreitet 

Bei  diesen  letzteren  Versuchen  wurde  ein  I'ECHNER'sches  Elektroskop 
benutzt;  die  Zambonische  Säule,  welche  zur  Ladung  der  Platten  dient»*, 
befand  sich  im  Innern  einer  mit  einem  Schlitze  versehenen  Glasröhre.  Der 
eine  Pol  derselben  war  zur  Erde  abgeleitet,  der  andere  wurde  gebildet  durch 
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eine  schmale  Messingplatte,  welche  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Säule 
doreh  den  Schlitz  hindurch  zwischen  die  Platten  geschoben  werden  konnte. 
Es  war  auf  diese  Weise  leicht,  dem  Elektroskop  die  für  die  Ausführung 
der  Versuche  passende  Empfindlichkeit  zu  geben.  Die  Platten  der  Säule 
wurden  mit  Hülfe  eines  an  einem  einarmigen  Hebel  wirkenden  Gewichtes 
mit  constantem  Druck  zusammengepresst.  Von  den  Platten  des  Elektroskops 
war  die  eine  verbunden  mit  dem  positiven  Pole  der  Säule,  die  andere  zur 
Erde  abgeleitet. 

Wenn  die  an  ihren  Enden  mit  Stanniol  überzogenen  Turmaline  nach 
genügender  Erhitzung  aus  dem  Trockenkasten  heraus  genommen  waren,  so 
wurde  das  negativ  elektrische  Ende  mit  dem  Knopfe  des  Elektroskops  in 
leitende  Verbindung  gebracht,  während  das  andere  nach  der  Erde  abgeleitet 
wurde. 

Dies  geschah  bei  einem  Theile  der  Versuche  so,  dass  das  untere  negative  Ebide 
des  Toimalins  direct  an  den  Knopf  des  Elektroskops  angelegt  wurde,  während  das 
andere  von  der  Klemme  eines  mit  der  Gasleitung  durch  einen  Draht  verbundenen 
Meflsingstativs  gebalten  war.  In  anderen  Fällen  wurde  das  untere  Ende  des  Turmalins 
mit  einem  Drahte  verbunden,  welcher,  in  der  Verlängerung  der  Axe  liegend,  an  seinem 
Ende  eine  kleine  Schale  von  Messing  trug;  das  obere  Ende  des  Turmalins  wurde  mit 
einer  Messingzange  ge^nsst  und  der  Turmalin  mit  dieser  an  dem  Stativ  befestigt  Die 
an  dem  Ende  des  Drahtes  befindliche  Messingschale  wurde  durch  Herabschieben  der 
Stativklammer  federnd  gegen  den  Knopf  des  Elektroskops  gedrückt  Bei  den  übrigen 
Venueben  war  das  obere  Ende  der  Krjstalle  mit  Spiraldrähten  verbunden,  welche  oben 
bakenf^rmig  umgebogen  waren.  Mit  den  Haken  wurden  die  KiystaUe  an  den  Arm 
des  Stativs  gehängt,  während  die  an  den  unteren  Enden  befindlichen  Messingschalen 
sich  in  Folge  der  Dehnung  des  Drahtes  auf  den  Knopf  des  Elektroskops  auflsetsten. 

Es  wnrde  nun  zunächst  bestätigt,  dass  hei  der  Abkühlung  der  erhitxtm 
Turmaline  die  Atissckläge  des  Äluminiv/mhlaMes  stets  nach  der  Seite  der  posi- 
tiven Elek^ode  hin  erfolgten^  dass  also  in  der  That  während  derselben  die 
entwickelte  Elektricität  stets  dasselbe  Zeichen  besitzt. 

Die  Empfindlichkeit  des  Elektroskops  war  so  regnUrt,  dass  nach  einiger 
Zeit  das  Almniniumblatt  desselben  an  die  positive  Elektrode  anschlug.  Die 
in  dem  Blatte  befindliche  negative  Elektricität  strömte  dann  nach  der  Erde 
ab,  während  dasselbe  gleichzeitig  eine  positive  Ladung  annahm,  welche  einen 
schwachen  Ausschlag  nach  der  anderen  Elektrode  hin  bewirkte.  Die  fort- 
schreitende Entwickelung  der  Elektricität  des  sich  abkühlenden  Turmalins 
erzeugte  aber  sofort  eine  abermalige  negative  Ladung  des  Blattes  und  nach 
einiger  Zeit  erfolgte  ein  neues  Anschlagen  desselben  an  die  positive  Elektrode. 

Man  sieht,  dass  ebenso  wie  bei  den  Beobachtungen  von  Gaüoain  die 
Zahl  der  Entladungen  ein  Maass  für  die  Menge  der  entwickelten  Elektridtäi 
bildet  Es  wurden  nun  die  Anschläge  des  Aluminiumblattes  an  die  positive 
Elektrode  gezählt  und  die  Zeiten  beobachtet,  zu  welchen  dieselben  erfolgten. 

Die  nach  dieser  Methode  an  13  Turmalinkrystallen  ausgeführten  Be- 
obachtungen wurden  benutzt,  um  das  von  Ed.  Rieoke^  auf  theoretischem 

*  Ed.  Kieckb,  Ueber  die  Pyroelektricität  des  Turmalins.  Nachr.  Ges.  d.  Wiss. 
Göttingen.    1885,  405.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  28,  48,  1886. 
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Wege  abgeleitete  Gesetz  zu  prüfen,  welches  angiebt,  une  die  Ladimg  ems 
sich  frei  abkühlenden  Turmalins  wächst,  imier  der  Voraussehung,  dass  der 
Mnfluss  der  oberflächlichen  Leitung  vernachlässigt  werden  kann.  Hiernach  ist 
jene  Ladung  zur  Zeit  t  gegeben  durch: 

I  E  =  E^(l-6-«'). 

E^  bedeutet  den  bis  zur  Abkühlung  auf  die  Temperatur  des  umgebenden 
Baumes  erreichten  Maximalwerth  der  Ladung,  o  ist  der  in  der  Newton'- 
sehen  Abkühlungsformel  auftretende  Coöffioient:  a  =  Sh/cM,  worin  M  die 
Masse,  S  die  Oberfläche,  c  die  specifische  Wärme  und  h  die  äussere  Wärme- 
leitungsfahigkeit  des  Turmalin  bedeuten.  Die  beobachteten  und  die  berech- 
neten Werthe  der  Ladung  stimmen  unter  einander  gut  überein. 

Das  Product  aus  der  Maximalladung  E^  und  der  Länge  eine«  Turmalin 
repräsentirt  das  elektrische  Moment  desselben  unter  der  Annahme,  dass  die 
ganze  Ladung  auf  die  Enden  concentrirt  ist.  Dividirt  man  dieses  Product 
durch  das  Gewicht  des  Turmalin,  so  erhält  man  das  elektrische  Moment  m 
der  Oewichtseinheit,  Die  folgende  Zusammenstellung  zeigt  6ee  10  Tumialinen 
eine  annähernde  Uebereinstimmung  der  Werthe  von  m.  Auffallend  ist  die  grosse 
Verschiedenheit  der  Bruchstücke  a,  b  des  Turmalin  von  Mursinsk  I,  sowie 
die  schwache  Erregung  des  Turmalin  von  Snarum  ü. 


Turmaline 

von 

m 

Brasilien   I    .     .    . 

17,6 

II    .    .     . 

III  ..    . 

IV  .    .    . 

18,9 
22,3 
18,7 
16,0 

J» 

V    .    .    . 

V 

VI    .    .     . 

18,4 

Elba 

III    ..    . 

19,7 

Snarum 

II    .    .    . 



5,2 

Mursinsk  la  .     .     . 



9,2 

» 

Ib.    .    . 

16,1 

» 

II    .    .    . 

17,5 

» 

III    ..    . 

16,7 

»» 

IV    .    .    . 

11,6 

Dabei  liegen  als  Einheiten  zu  Grunde:  cm,  g  und  eine  willkürliche 
elektrische  Einheit.  Nun  hat  Ed.  Riegke  für  den  Turmalin  von  Brasilien  I 
eine  Endflächendichtigkeit  von  60  CG. -Einheiten  gefunden;  ebenso  gross 
würde  dann  das  elektrische  Moment  der  Volumeneinheit  sein,  und  demnach 
das  elektrische  Moment  der  Gewichtseinheit  etwa  gleich  20  CG. -Einheiten. 

Der  soeben  angegebene  Ausdruck  I  für  die  Ladung  zur  Zeit  t  ergiebt  sich  aas 
folgender  Ueberlegung  unter  den  Annahmen,  dass  die  Moleküle  des  Turmalin  in  der 
Richtung  der  Symmetrieaxe  ^  eine  permanente  elektrische  Polarität  besitzen,  und  dass 
der  Oberfläche  des  Turmalin  eine  gewisse  elektrische  Leitungsfllhigkeit  zukomme. 

In  die  Richtung  der  Symmetrieaxe  falle  eine  Axe  eines  mit  dem  Tormalinkrystall 
starr  verbundenen  rechtwinkligen  Goordinatensystems.    Bei  der  Temperatur  ^  sei  £o 
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das  elektrische  Moment  der  Volumeneinheit.  Dieses  Moment  wird  in  doppelter  Weise  von 
der  Temperatur  abhängig  sein  können^  eiDmal,  insofern  mit  der  Temperatur  die  Dichtig- 
keit der  ponderabeln  Masse,  welche  als  Träger  der  dielektrischen  Polarisation  betrachtet 
yM,  sich  ändert;  dann  aber,  weil  diese  Polarisation  selbst  von  der  Temperatur  ab- 
hängig sein  kann.  Bezeichnet  man  nun  den  thermischen  Ausdehnungsco^fficienten 
des  Tnrmalin  in  der  Richtung  seiner  Symmetrieaze  mit  a ,  in  den  dazu  senkrechten 
Eichtungen  mit  a',  so  wird  das  elektrische  Moment  der  Volumeneinheit  bei  der  Tem- 
peratur S  -^  xf-  gegeben  sein  durch: 

€[l-(a  +  2«')d], 
worin  für  £  der  jener  Temperatur  &  -k-  &  entsprechende  Werth: 

*  =  «o+^^  =  eo(l  +  5.^) 

zu  setzen  ist.    Demnach  ergiebt  sich  für  das  neue  Moment  der  Ausdruck: 
(T  =  eo{l  -(a  +2a'-  d)&l 

Besitzt  der  Turmalin  in  seinem  ganzen  Inneren  dieselbe  Temperatur  &  +  &,  so 
wird  man  das  elektrische  Moment  jeder  einzelnen  Volumeneinheit  dadurch  erhalten, 
dass  man  die  zur  Symmetrieaze  senkrechten  Endflächen  desselben  mit  entgegengesetzten 
elektrischen  Schichten  von  der  Dichte  o-  belegt  Denkt  man  sich  jetzt  diese  Belegung 
bei  allen  Volumeneinheiten  hergestellt,  so  werden  sich  die  entgegengesetzten  elektrischen 
Schickten  im  ganzen  Innern  des  Turmalin  zerstören  y  so  dass  nur  eine  Belegung  seiner 
(^fbcrfiäche  übrig  bleibt  Ist  der  Turmalin  durch  zwei  zur  Symmetrieaze  senkrechte  End- 
flftchen  begrenzt,  so  ist  auf  diesen  die  elektrische  Dichtigkeit  gleich  o-,  während  die 
znr  Symmetrieaze  parallelen  Flächen  anelektrisch  bleiben. 

Behält  nun  die  Temperatur  des  umgebenden  Raumes  längere  Zeit  hindurch  den 
Constanten  Werth  S  +  S',  so  wird  die  Leitungsfähigkeit  der  Oberfläche  des  Turmalin 
Veranlassung  g^)en  zu  der  Bildung  einer  elektrischen  Oberflächenschicht,  welche  jener 
mit  der  molekularen  Elektricität  äquivalenten,  fingirten  Oberflächenbelegung  gerade  ent- 
gegengesetzt ist  und  daher  ihre  Wirkung  zerstört:  Der  Turmalin  erscheint  vollkommen 
uneUkUisch. 

Nunmehr  sinke  die  Temperatur  plötzlich  auf  S  +  &,  Dadurch  nimmt  die  Dichtig- 
keit der  fingirten  Oberfiächenbelegung  zu  um: 

fo(a  +  2a'-  3)(Ö'-n 

während  die  Dichtigkeit  der  aufgelagerten  elektrischen  Schicht  nur  um: 

wichst.  Demnach  überwiegt  jetzt  die  Wirkung  der  molekularen  Elektricität ,  und  die 
Dichtigkeit  der  auf  den  Endflächen  des  Turmalin  frei  werdenden  elektrischen 
Ladung  ist: 

E  =  eo  («  -  5)  (9-  &). 

Kfihlt  sich  der  Turmalin  im  freien  Luftramne  ab,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
der  Temperatur  &  die  Gleichung: 

wo  der  Abkfihlnngsco^fficient  a  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat,  und  die  Zeit  t 
von  dem  Momente  an  gerechnet  wird,  in  welchem  die  Abkühlung  beginnt.  Folglich 
eigiobt  sich  för  die  Dichtigkeit  der  frei  werdenden  Elektricität  der  Werth : 

E  =  eo(«-a)Ö'(l-e-«'). 

8.  Die  Untersuchungen  von  Ed.  Bieoee  verfolgen  das  Ziel,  die  quanti- 
tativen Beziehungen  aufzudecken,  welche  zwischen  der  pyroelektrischen  Ladung 
dps  Tunnalin,  der  Temperatur  der  Erhitzung,  der  durch  die  Ausstrahlung 
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bedingten  Temperaturabnahme  und  der  elektrischen  Leitungsfahigkeit  seiner 
Oberfläche  bestehen. 

Die  Beobachiungtmethode  war  folgende:  Der  Baum  eines  Trockenkastens  wurde 
auf  eine  constante  Temperatur  erhitzt,  der  Turmalin  in  demselben  wfihrend  einer  be- 
stimmten Zeit  erwärmt,  herausgenommen  und  mit  Hülfe  einer  denselben  umfassenden 
Schlinge  von  Gocon  mit  vertical  stehender  Aze  über  dem  Knopfe  eines  (^oldblstt- 
elektroskops  in  geeigneter  Entfernung  aufgehängt.  Während  der  Turmalin  der  froen 
Abkühlung  überlassen  war,  wurde  die  Divergenz  der  Goldblätter  beobachtet  Zu  diesem 
Zwecke  wurden  dieselben  mittelst  einer  Linse  auf  eine  matte  Glastafel  projicirt,  auf 
welche  ein  Glasmaassstab  aufgeklebt  worden  war.  Die  Beleuchtung  der  GoldbUUter 
geschah  durch  eine  in  einiger  Entfernung  aufgestellte  Lampe,  deren  Strahlen  durch 
eine  Linse  in  paralleler  Bichtung  auf  die  Goldblätter  geworfen  wurden.  Unmittelbar 
nach  der  Herausnahme  der  Turmaline  aus  dem  Trockenkasten  konnte  nie  eine  Diveigens 
der  Goldblätter  beobachtet  werden.  Dieselbe  wuchs  mit  fortschreitender  Abkühlong, 
erreichte  ein  gewisses  Maximum,  um  dann  schneller  oder  langsamer  wieder  zu  ver- 
schwinden. 

Nach  den  Beobachtungen  von  Ed.  Biegke  ist  die  Ursache  der  Leüungs- 
fäkigkeit  der  Oberfläche  des  Turmalin  zweifellos  in  einer  Condensation  von 
Feuchtigkeit  zu  suchen.  Die  hierdurch  gebildete  leitende  Oberflächenschicht 
ist  der  Grund,  weshalb  jeder  Turmalin  im  gewöhnlichen  Zustande  unelektrisch 
erscheint  und  die  durch  eine  Yolumenänderung  bedingte  Ladung  nach  kürzerer 
oder  längerer  Zeit  wieder  verschwindet.  Der  Werth  dieser  Leitungsiahigkeit 
hängt  ab  von  der  Temperatur  und  der  Feuchtigkeit  der  Luft;  der  Grad  ihrer 
Veränderlichkeit  ist  bei  verschiedenen  Erwärmungstemperaturen  und  ver- 
schiedenen Turmalinen  ein  verschiedener. 

Das  Oeseiz,  nach  welchem  bei  der  Abkühlung  des  Tunnalm  die  (Hekirusdif 
Ladung  7/  ansteigt  und  uneder  verschunndet,  ist  gegeben  durch: 

^^— ■«*     ^^— <** 
II  ^«H«^      --"*--. 

q  —  a 

Hierin  bedeutet  H  den  Maximal  werth,  welchen  die  Ladung  erreicht, 
t  die  von  dem  Eintritt  des  Maximalwerthes  der  Ladung  an  gerechnete  Zeit, 
a  den  Coßfficient  der  NEWTON'schen  Abkühlungsformel;  q  ist  proportional 
der  Leitungsiahigkeit  der  Oberfläche. 

Ed.  RnscKB  fand,  dass  dieses  Gesetz  für  die  Zeit,  in  welcher  die 
Ladung  17  abnimmt,  unter  Benutzung  von  Mittelwerthen  für  q  und  a  die 
Beobachtungen  gut  darstellt.  Für  wachsende  Ladungen  7]  würde  dieselbe 
Funktion,  nur  mit  anderen  Werthen  der  mit  der  Zeit  /  continuirlich  wachsen- 
den Oberflächenleitungsfahigkeit  anzuwenden  sein. 

Das  Maayimum  der  elektrischen  Ladung  H  wurde  bei  der  Abkühlung  er- 
reicht, wenn  der  Turmalin  zuvor  in  seinem  ganzen  Inneren  die  Temperatur 
des  Erwärmungsraumes  angenommen  hatte. 

Was  den  Einfluss  der  Erwärmungstemperatur  auf  die  elektrische  Ladung 
anlangt,  so  zeigten  Turmaline  von  Snarum  und  Elba  ein  ziemlich  ^teicÄ- 
mässiges  Anwachsen  der  Ladung  bis  zu  den  höchsten  angewandten  Tempera- 
turen.   Dagegen  erreichte  ein  Turmalin  aus  Brasilien  bei  einer  Erwärmung 
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auf  70  bis  80^  ein  Maximum  der  Ladung,  welches  bei  stärkerer  Erwärmung 
schnell  zu  einem  viel  kleineren  Betrage  herabsank.  Dieses  Verhalten  scheint 
dadurch  bedingt  zu  sein,  dass  dieser  Turmalin  bei  höherer  Temperatur  bis 
zu  dem  Grade  leifend  wurde,  dass  das  Potential  der  entwickelten  Elektricitat 
einen  bestimmten  Betrag  nicht  überschreiten  konnte.  Diese  bei  höherer 
Temperatur  sich  einstellende  Abnahme  der  Isolation  ist  wohl  zu  unter- 
scheiden Yon  der  bei  sinkender  Temperatur  wachsenden  Leitungsfahigkeit 
der  Oberfläche  q. 

Die  Relation  II  fliesst  aus  folgender  Erwägung: 

Bei  der  Ableitung  des  Ausdruckes  I  wurde  vorausgesetst,  dass  die  dem  Turmalin 
aufgelagerte  elektrische  Schicht  während  der  Abkühlung  keine  Veränderung  erleidet. 
Wenn  aber  die  Oberfläche  dei  Turmali/ns  leitend  ist,  so  muss  jedes  Auftreten  von  freier 
Elektricitat  Veranlassung  zu  einer  elektrischen  Scheidung  geben,  welche  diese  freie 
Elektricitat  allmählich  wieder  zum  Verschwinden  bringt.  Es  soll  angenommen  werden, 
dass  die  Verminderung  der  freien  Elektricitat  in  jedem  Augenblicke  der  vorhandenen 
freien  Elektricitat  proportional  sei. 

Der  Turmalin  werde  aus  einem  Räume  von  der  constanten  Tempei*atur  ^  4-  ^' 
in  einen  Raum  von  der  gleichfalls  constanten  Temperatur  B  versetzt.  Zu  irgend 
emer  Zeit  i  seien  seine  Temperatur  S  +  &  und  die  Dichtigkeiten  1)  der  freien  Elek- 
tricitat gleich  j;,  2)  der  fingirten,  an  die  Stelle  der  inneren  molekularen  Vertheilung  zu 
setzenden  Oberflächenschicht  gleich  o-  und  3)  der  aufgelagerten  Schicht  gleich  o-'.  Als- 
dann ist: 

Während  der  Zeit  dt  nehme  die  Temperatur  des  Turmalin  ab  um  dx^.  Die  gleich- 
zeitige Zunahme  der  Dichtigkeit  der  freien  Elektricitat  ist: 

dij  =  d<r  -^  da. 
Nun  ist  aber  (S.  265): 

da  =  €o(a  +  2a'—  d)d&,    d(T'=  eQ2a'dd'  +  qijdf^ 

dij  =  «0  («  ~  ^)  ^^  ""  q^dt. 

Andererseits  folgt  aus  &  =  O'e"^'  auf  S.  265  für  die  Temperaturabnahme  d&  während 
der  Zeit  d/: 

d»  =  nB'e'^^^dL 

Mithin  erffieht  sich  für  die  elektrische  Dichtigkeit  rj  die  Differentialgleichung: 
ä}  +  y^;  =  fip  («  -  ö)  ö  ö^'^""*' . 


Da  für  f  =  0  auch  ri  gleich  Null  ist,  so  nimmt  das  Integral  die  Form  an: 
7j  =  6^{a  —  6)aB  - 


q  —  a 
Demnach  tritt  der  Maximalwerth  der  Ladung  rj  ein  zur  Zeit 

_  logg -logg 

1 » — 1^ 

q-^a 

und  ist  gegeben  durch: 
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Recbnen  "wir  jetzt  die  Zeit  von  dem  Augenblicke  an,  in  welchem  die  Dichtigkeit  rj  der 
freien  Elektricität  diesen  Maximal werth  H  erreicht,  so  erhalten  wir  jene  Relation: 

Die  zur  Zeit  vorliegende  Weiterbildung  der  W.  Thomson 'sehen  Theorie  der  Pyro- 
elektricität  durch  Ed.  Riecke  beschränkt  sich  auf  Krystalle  mit  einer  einzigen  polaren 
Symmetrieaze.  Darüber  hinaus  bietet  sich  nun  die  Aufgabe  dar,  die  zu  Grunde  liegende 
VorsteUnng  auf  Eiystalle  mit  mehreren  polaren  Symmetrieaxen  zu  übertragen,  also 
anzunehmen,  dass  die  Moleküle  dieser  Krjstalle  mit  einem  mehrpaarigen  System  elek- 
trischer Pole  verbunden  und  gegen  einander  in  bestimmter  Weise  orientirt  sind. 

Eine  während  des  Druckes  'erschienene  Fortsetzung  der  Beobachtungen  von 
Ed.  Rieoeb  ^  beschäftigt  sich  zunächst  mit  dem  Verhalten  des  AbkühlungscoSfficienten  a 
des  Turmalin  während  der  Abkühlung.  Es  ergab  sich,  dass  die  untersuchten  Turmaiine 
drei  Typen  darbieten:  Ij  bei  den  grünen  Krystallen  aus  Brasilien  und  den  braunen 
Krystsdlen  von  Gouverneur  ist  a  constant;  2)  für  rothe  Erystalle  von  Mursinsk  nflhert 
sich  der  anfänglich  variable  CoSfficient  a  einem  constanten  Werthe;  3)  KrystaUe  von 
Elba  leigen  durchaus  veränderliche  Werthe  von  a.  Dieselben  Typen  sind  hinsichtlich 
der  Abhängigkeit  des  AbkühlungscoSfficienten  von  der  Temperatur  zu  unterscheiden: 
1)  a  bleibt  vollkommen  constant;  2)  bis  zu  gewissen  hohen  Temperaturen  ist  a  con- 
stant, um  darauf  abzunehmen;  3)  die  Mittelwerthe  von  a  nehmen  im  Allgemeinen  mit 
der  Temperatur  ab.  Was  endlich  die  Abhängigkeit  der  entwickelten  Elektricätäts- 
menge  E„  von  der  Erhitzungstemperatur  S  anlangt,  so  ergeben  sich  wieder  dieselben 
Gruppen,  und  zwar  wird  die  Beziehung  zwischen  E^  und  B  dargestellt  durch  Ausdrücke 
von  folgender  Form: 

1)  E^=  a  ö  +  6  6>' 

2)  F„=  aÖ  +  6Ö' -c(9' 

3)  K„«  aS-h  e\ 

9.  Theorem  von  W.  Thomson  über  den  Wärmeeffect,  welcher  durch  die 
Bewegung  eines  pyroelektrischen  Krystalls  in  einem  elektrischen  Felde  hervor- 
gerufen  wird.  —  Sind  die  Moleküle  eines  pyroelektrischen  Erjstalls  permanent 
elektrisch  polarisirt,  so  ergiebt  sich,  wie  W.  Thomson  1877  bemerkt  hat^, 
auf  demselben  Wege,  der  zur  Aufstellung  des  für  magnetisch  anisotrope 
KrystaUe  geltenden  Theorems  (S.  221)  führte,  dass  die  Bewegung  jenes 
Krystalls  in  einem  elektrischen  Felde  einen  Wärmeeffect  hervorruft.  Ein 
pjrroelektrischer  KrystaU  erfährt  eine  Abkühlung  oder  eine  Erwärmung,  je 
nachdem  er  bei  constanter  äusserer  Temperatur  so  bewegt  wird,  dass  die 
Einwirkung  des  Feldes  seine  innere  Polarisation  zu  verkleinem  oder  zu  ver- 
grössem  sucht.  Dieser  lediglich  durch  die  innere  Polarisation  bedingte 
WärmeeflFect  ist  unabhängig  von  der  in  einem  umgebenden,  nicht  vollkommen 
isolirenden  Mittel  der  Oberfläche  des  Krystalls  sich  auflagernden  elektrischen 
Schicht,  welche  jene  Polarisation  für  den  Aussenraum  neutralisirt. 


*  Ed.  Riecke,  Zur  Lehre  von  der  PyroelektricitÄt  des  Turmalins,  III.  Mittheüung. 
Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen.    1890. 

^  W.  Thomson,  Math.  Phys.  Papers  1,  316. 
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10.  Entdeckung  der  Pib'zoelektricität.  —  Im  Jahre  1880  haben  J.  und 
P.  CüME  gefunden,  *  dass  eine  Entwickelung  von  Elektricität  in  dielektrischen 
Eiystallen  mit  polaren  Symmetrieaxen  auch  durch  elastische  Deformationen 
liervorgerufen  wird:  während  der  Deformation  entwickeln  sich  entgegengesetzte 
Elektricitaten  an  den  Enden  einer  polaren  Axe;  kehrt  der  Erystall  in  seinen 
ursprünglichen  Zustand  zurück,  so  findet  eine  elektrische  Erregung  in  dem 
umgekehrten  Sinne  statt. 

Legt  man  z.  B.  einen  von  zwei  basischen  Endflächen  begrenzten  Tur- 
malin  zwischen  zwei  nach  aussen  isolirte  Zinnplatten  und  klemmt  ihn  darauf 
in  einen  Schraubstock,  so  laden  sich  während  des  Yerstärkens  oder  beim 
Nachlassen  des  Druckes  die  beiden  Platten  mit  entgegengesetzten  Elektrici- 
taten, was  man  leicht  nachweisen  kann,  wenn  man  jede  Platte  mit  einem 
Qnadrantenpaar  eines  W.  Thomson'schen  Elektrometers  verbindet,  dessen 
Nadel  einen  Pol  einer  galvanischen  Säule  bildet. 

Nach  dieser  Methode  wurden  untersucht:  Turmalin,  Kieselzinkerz,  Rohr- 
zucker, Weinsäure;  Quarz;  Zinkblende,  Helvin,  Natriumchlorat. 

Aus  der  Vergleichung  des  pyroelektrischen  und  des  piezoelektrischen 
Verhaltens  ergab  sich  alsbald  folgende  Beziehung:  Bei  der  Compression  in 
der  Richiung  einer  polaren  Symmetrieaxe  toird  derjenige  Pol  positiv  elektrisohj 
an  wdckem  bei  der  Abkühlung  des  ganzen  KrystaMs  eine  positive  elektrische 
Erregimg  stattfindet.  Nach  der  früher  (S.  252)  erwähnten  Bezeichnung  ist  dies 
der  antUoge  Pol. 

Auf  Grund  dieser  Relation  stellten  J.  und  P.  Cubebs  das  folgende  all- 
gemeine Gesetz  auf:  Welches  auch  die  bestimmende  Ursache  sein  mag, 
eine  Aenderung  der  Temperatur  oder  eine  Aenderung  des  Druckes,  in  beiden 
Fällen  entstehen,  wenn  sich  der  Kry stall  in  der  Richtung  einer  polaren 
Symmetrieaxe  zusammenzieht,  elektrische  Pole  in  einem  bestimmten  Sinne; 
dehnt  sich  der  Krystall  in  jener  Richtung  aus,  so  haben  die  elektrischen 
Pole  umgekehrte  Vorzeichen. 

11.  Anwendung  des  Bestäubungsverfahrens  von  A.  Kundt  zum  Nachweise 
der  Pifizoelektricität  —  Die  Elektricitätserregung  durch  elastische  Deforma- 
tionen kann  an  den  soeben  genannten  krjstallisirten  Körpern  leicht  nach- 

'  J.  et  P.  GuBiE,  D^veloppement  par  compresnon  de  r^lectricit^  polaire  dans  les 
cristaux  hdmiMres  k  faces  mclin6efl.  Gompt.  rend.  91 ,  294,  1880.  Bull.  soc.  min.  de 
France,  3,  90,  1880.  Snr  r^lectricitä  polaire  dans  les  cristauz  h6mi6drefi  k  fsLoea  in- 
din^es.  Gompt.  rend.  91,  883,  1880.  Lois  de  d^;agement  de  r^lectricit^  par  preasion 
dans  la  tonrmaline.  Gompt.  rend.  92,  186,  1881.  Sar  les  ph^nomänes  ^lectriques  de 
la  tonnnaline  et  des  cristaux  h^miödres  k  faces  inclin^es.  Gompt  rend.  92,  850, 1881. 
Lee  cristauz  h^mi^dres  k  faces  inclln^es,  comme  sources  constantes  d'^Iectricitö.  Gompt. 
rend.  9S,  204, 1881.  Ph^nomönes  61ectriques  des  cristaux  h^mi^dres  k  faces  inclin6es. 
Joum.  de  pbys.  (2)  1,  245,  1882.  —  Die  Beieichnung  „Pi6zoelektricität'^  rtihrt  von 
W.  G.  Hakkbl  her  (Abb.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  12  (20),  462,  1881). 


270 


Piezoeiektricität. 


gewiesen  werden,  indem  man  einen  Erystall,  der  im  Schraubstock  einer 
Druckändemng  unterworfen  wird,  nach  dem  von  A.  Eüitdt^  angegebenen 
Verfahren  bestaubt  (S.  249).  Sehr  geeignet  zu  diesem  Versuche  ist  eine 
Quarzplatte  parallel  zur  Basis  (Taf.  I,  Fig.  13,  14).  Fresst  man  eine  aus 
einem  einfachen  £rystall  geschnittene  Platte  in  der  Richtung  einer  polaren 
Symmetrieaxe  a  (S.  256),  so  erhält  man  nach  dem  Bestauben  die  in  Fig.  13 
dargestellte  Anordnung  der  Bestandtheile  des  Pulvergemisches.  Dag^;en 
ergiebt  sich  bei  einer  Compression  in  der  Richtung  einer  Zwisohenaxe  ß  die 
in  Fig.  14  gezeichnete  Vertheilung.  Vor  dem  Pressen  sind  die  Platten  durch 
TJeberfahren  mit  einer  Alkoholflamme  von  der  auf  der  Oberfläche  Yorhandenen 
Elektricitat  zu  befreien. 

12.  Messung  der  durch  Druck  entwickelten  Elektricititsmengen  nach  ab- 
solutem Maasse.  —  Um  auf  experimentellem  Wege  die  Qesetze  der  Pi^zu- 
elektricitat  zu  erforschen  haben  J.  und  P.  Cubib  die  durch  Druck  ent- 
wickelten Elektricitätsmengen  nach  absolutem  Maasse  gemessen.  Zu  diesem 
Zwecke  benutzten  sie  die  Methode  der  Gegenstellung. 

Der  Erystall  hatte  die  Form  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipeds.  Zwei 
einander  gegenüberliegende  Flächen 
A,  B  waren  yollständig  mit  Zinnplatten 
bedeckt.  Die  Fläche  Ä  wurde  zur 
Erde  abgeleitet  (Fig.  117). 

Nachdem  die  Nadel  eines  Thom- 
son-Mascart'schen  Quadrantenelektro- 
meters durch  eine  Säule  geladen  war, 
wurde  die  Fläche  B  mit  dem  Quadran- 
tenpaar S  und  gleichzeitig  mit  einem 
cylindrischen  Maasscondensator  C\ 
dessen  Capacität  C  nach  seinen  Di- 
mensionen bekannt  war,  verbunden.  War  dieses  System  von  Leitern  gut 
isolirt,  so  wurde  das  andere  Quadrantenpaar  6^  mit  dem  einen  Pole  eines 
Daniell'schen  Elementes  D  verbunden,  dessen  anderer  Pol  zur  Erde  ab- 
geleitet war. 

Hierdurch  erfuhr  die  Nadel  des  Elektrometers  eine  Ablenkung.  Um  sie 
wieder  in  die  Nulllage  zurückzuführen,  musste  auf  ein  Flächenpaar  des 
Parallelepipeds  durch  Gewichte  ein  regulirbarer  Druck  ausgeübt  werden. 
Nach  dem  Eintritt  der  Nullstellung  der  Nadel  befinden  sich  die  Zinnplatte  J?, 
der  Condensator  C  und  das  Quadrantenpaar  S  auf  dem  Potentiale  des  Daniell, 
und  man  kennt  das  hierzu  erforderliche  Gewicht  P.  Bezeichnet  man  die 
elektromotorische  Kraft  des  Danieirschen  Elements  mit  D,  die  Capacität  des 

^  A.  KüHDT,  lieber  eine  einfache  Metliode  sur  Untenuchnng  der  Thermo-,  Actino- 
and  Piezoelektrieität  der  Krystalle.    Sitrangsber.  Berlin.  Akad.  le,  421,  188S. 
d.  FhjB.  N.  F.  20,  592,  1888. 


Fig.  117. 
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ans  B,  S  und  den  Leitern  gebildeten  Systems  mit  c,  so  ist  die  entwickelte 
Elektridtätsmenge : 

m^{G+  e)  D. 

Nunmehr  schaltet  man  den  Condensator  aus  und  bestimmt  den  Druck 
P',  der  jetzt  zur  Herstellung  der  Nulllage  der  Nadel  nöthig  ist.  Die  ent- 
wickelte Elektricitatsmenge  ist: 

wj's=  cD. 

Die  auf  solche  Weise  bestimmte  Gewichtsdifferenz  P—  P'  giebt  das 
Gewicht,  welches  erforderlich  ist,  um  den  Condensator  durch  eine  aus  dem 
Krystall  entwickelte  Elektricitatsmenge  m  —  m'=s  CD  auf  das  Potential  eines 
Daniell  zu  laden.  Nach  dieser  Methode  wurden  Erystalle  von  Turmalin 
und  Quarz  untersucht. 

Turmalin« 

Das  rechtwinklige  Paralielepiped  besass  zwei  mit  Zinnplatten  belegte 
basische  Flächen.  Compressionen  in  den  zur  Symmetrieaxe  y  senkrechten 
Richtungen  a  erzeugten  auf  den  Basisflächen  elektrische  Erregungen  von 
demselben  Sinne,  wie  eine  Compression  in  der  Richtung  der  Axe  y.  Diese 
Err^ungen  gehorchen  folgenden  Gesetzen. 

1)  Die  an  den  Basisflächen  durch  einen  Druck  in  den  Richtungen  y 
oder  tt  entwickelten  Elektricitätsmengen  sind  gleich  gross  und  von  entgegen- 
gesetzten Zeichen. 

2)  Die  durch  eine  gewisse  Vermehrung  des  Druckes  entwickelte  Elek- 
tricitatsmenge ist  entgegengesetzt  gleich  der  durch  eine  eben  so  grosse  Ver- 
minderung des  Druckes  hervoi^erufenen. 

3)  Die  an  jedem  Pole  entwickelte  Elektricitatsmenge  ist  der  Aenderung 
des  Druckes  proportional. 

4)  Für  eine  und  dieselbe  in  der  Richtung  der  elektrischen  Axe  y  aus- 
geübte Druckänderung  ist  die  an  einem  Pole  entwickelte  Elektricitatsmenge 
unabhängig  von  den  Dimensionen  des  Erystalls. 

5)  Dagegen  ist  für  eine  und  dieselbe  in  einer  Richtung  a  ausgeübte 
DrucKnderung  die  an  einem  Pole  entwickelte  Elektricitatsmenge  proportional 
dem  Verhältniss  der  Dicke  L  des  Krystalls  in  der  Druckrichtung  cc  zu  der 
Länge  /  desselben  in  der  Richtung  y\  sie  bleibt  aber  unabhängig  von  der 
dritten  Dimension  des  Parallelepipeds. 

Bezeichnet  man  die  elektrische  Entwickelung  mit  m,  den  Druck  mit  P, 
so  ist  nach  4)  für  einen  in  der  Richtung  y  ausgeübten  Druck: 

(1)  m  =  xP 

und  nach  5)  für  einen  in  der  Richtung  a  ausgeübten  Druck: 

(2)  m'=Ä'yP. 

Der  Versuch  zeigt,  dass  n^x  ist.    Diese  Grösse  nennen  J.  und  P.  Gübie 
die  piezoelektrische  Constante.    Sie  fanden,  dass  ein  Druck  von  1  kg  in  der 
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Richtung  der  elektrischen  Axe  y  des  Turmalin  eine  Elektricitätsmenge  ent- 
wickelt, welche  eine  Engel  von  14,8  cm  Radius  auf  das  Potential  eines 
Daniell  bringen  würde.  Demnach  ist  diese  Elektricitätsmenge  gleich  0,053 
elektrostatischen  C.G.S.-Einheiten,  und  die  piezoelektrische  Constante  des 
Turmalin  hat  in  denselben  Einheiten  den  Werth: 

X  =  5,3 .  10-8. 

Dieses  ist  also  die  Elektricitätsmenge,  welche  durch  einen  in  der  Richtung 
der  elektrischen  Axe  ausgeübten  Druck  von  einer  Dyne  auf  einer  basischen 
Endfläche  entwickelt  wird. 

Beachten  wir  noch,  dass  in  dem  Falle,  wo  der  Druck  senkrecht  zur 
elektrischen  Axe  ausgeübt  wird,  die  entwickelte  Elektricitätsmenge  nach  5) 
und  (2)  von  dem  Quotienten  zweier  Dimensionen  L  und  L  des  Eiystalls 
abhängt.  Daraus  geht  hervor,  dass  man  jene  Menge  betrachtlich  ver- 
mehren kann,  indem  man  eine  im  Sinne  der  elektrischen  Axe  sehr  dünne, 
in  der  Richtung  L  des  Druckes  oder  Zuges  dag^en  möglichst  ausgedehnte 
Lamelle  wählt. 

Quarz. 

Aus  einem  einfachen  Kiystall  sei  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  ge- 
schnitten, an  welchem  ein  Flächenpaar  senkrecht  steht  zu  der  8-zähligen 
_____         Symmetrieaxe  y  (der  optischen  Axe),  während  die  beiden 

r*^ 


seitlichen  Flächenpaare  zu  einer  polaren  Queraxe  a  und 
einer  Zwischenaxe  ß  senkrecht  liegen  (Fig.  118). 

1)  Comprimirt  man  den  Eiystall  im  Sinne  der 
elektrischen  Axe  a,  so  findet  auf  den  zu  et  senkrechten 
Flächen  eine  eleklxische  Erregung: 


m 


xP 


elektnJbce 
Fig.  118. 


C.G.S.-Einheiten. 


statt.  Ein  Druck  P  =  1  kg  entwickelt  eine  Elektricitäts- 
menge, welche  eine  Engel  von  16,6  cm  Radius  auf  das 
Potential  eines  Daniell  bringen  würde.  Demnach  ist 
diese  Elektricitätsmenge  gleich  0,063  elektrostatischen 
Daraus  folgt  für  die  piezoelektrische  Constante  des  Quarz: 

*  =  6,3. 10-8. 

Dem  auf  S.  269  angeführten  allgemeinen  Satze  entsprechend  beobachtet 
man  eine  Entwickelung  negativer  Elektricität  an  demjenigen  Ende  der 
Axe  a,  an  welchem  die  Flächen  der  trigonalen  Pyramide  s  und  der  directen 
trigonalen  Trapezoöder  liegen. 

2)  Comprimirt  man  den  Krystall  in  der  Richtung  der  Axe  y,  so  tritt 
an  keiner  Stelle  des  Krystalls  eine  elektrische  Wirkung  hervor. 


^  Einen  hiermit  nahe  übereinstimmenden  Werth,  0,06142  (C.G.S.).  erhielt  spjvfter 
P.  CzEBMAK  (Ueber  das  elektrische  Verhalten  des  Qaarzes  I.  Sitzungsber.  Wien.  AjkMiL 
96  (2),  1217,  1887). 
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3)  Eine  Compression  in  der  Richtung  der  Zwischenaie  ß  bewirkt  eine 
elektrische  Erregung  auf  den  zur  elektrischen  Axe  a  senkrechten  Flächen, 
deren  Vorzeichen  entgegengesetzt  sind  den  Zeichen  der  durch  einen  Druck 
in  der  Richtung  a  erzeugten  Elektricitatsentwickelung.  Bezeichnet  man  die 
Dimensionen  des  Parallelepipeds  in  den  Richtungen  ß  und  a  mit  L  und  Ij 
so  ist  die  entwickelte  Menge: 

sie  ist  also  unabhängig  von  der  Länge  des  Erystalls  in  der  Richtung  der 
Axe  y. 

Dielektrische  Ejrystalle  mit  polaren  Sjmmetrieaxen  bieten  nach  der  Entdeckung 
▼on  J.  und  P.  Curie  constante  Eiektridtätisquellen  dar,  die  zu  jeder  2^it  bei  einem 
bestimmten  Drucke  oder  Zuge  dieselbe  filektricitätsmenge  liefern  und  daher  mirTor- 
theil  zur  Constmction  von  Messapparaten  verwendet  werden  können.  In  der  That  ist 
es  jenen  Forschem  gelungen  eine  in  der  Richtung  einer  elektrischen  Axe  a  sehr  dfinne 
Qnardamelle  zur  Bestimmung  von  Capacitäten,  Dielektricitätsconstanten,  schwachen 
Leitongsfthigkeiten  und  elektromotorischen  Kräften  zu  benutzen.  YgL  Compt.  rend. 
93,  204, 1881;  106,  1287,  1888;  namentlich  aber  die  auf  S.  240  citirten  Th^s  ^  Ann. 
cbim.  phys.  (7)  17,  385,  1889  und  Joum.  de  phys.  (2)  8,  149,  1889. 

18.  PiSzoeiektrische  Versuche  am  Quarz  von  W.  C.  RSntgen.  —  An  einer 
Quarzkngel  von  3,0  cm  Durchmesser  hat  Eöntgen  des  Näheren  untersucht, 
wie  sich  die  durch  Druck  in  der  Richtung  eines  Durchmessers  entwickelte 
Elektricität  mit  der  Orientirung  dieses  Durchmessers  gegen  die  Richtungen 
der  Symmetrieaxen  ändert.^ 

Die  Kugel  lag  auf  dem  Objecttische  eines  Bükroskops,  und  der  Druck  wurde 
durch  Belastung  des  Tubus  mit  2  kg  ausgeübt 

In  die  centrale  Oeffnung  des  Objecttisches  wurde,  je  nachdem  die  untere  Seite 
der  Kugel  abgeleitet  oder  isolirt  werden  sollte,  eine  Messingscheibe  oder  eine  Hart- 
gummischeibe  eingelegt.  Erstere  war  mit  einer  centralen,  0,25  cm  weiten  Vertiefung 
versehen,  so  dass  die  aufgelegte  Kugel  die  Scheibe  in  einem  kleinen  Kreise  berührte. 
Auf  die  Hartgummischeibe  wurde  genau  central  ein  1,0  cm  langer  und  0,4  cm  dicker 
Messingcylinder  gekittet,  der  oben  zur  Unterstützung  der  Kugel  ebenfaUs  mit  einer 
kleinen  Vertiefung  versehen  war. 

Der  leicht  bewegliche  Mikroskoptubus  besass  an  seinem  unteren  Ende  einen  durch 
Hartgummi  isolirten,  unten  abgerundeten  Messingstift,  welcher  den  Druck  auf  die  Kugel 
ausübte.  Beim  Herunterlassen  des  Tubus  fand  keine  merkliche  Reibung  des  Stiftes 
gegen  die  Kugel  statt;  eine  solche  ist  jedenfiBiIls  zu  vermeiden,  da  sie  eine  ziemlich 
atiffke  Elektricitatsentwickelung  zur  Folge  haben  würde. 

Um  die  PiCzoelektricität  an  der  Druckstelle  zu  prüfen  wurde  das  Qoldblatt  eines 
Fechner*schen  Elektroskops  mit  dem  Messingstift  am  Mikroskoptubus  verbunden.  Sollte 
dagegen  die  Kugeloberflftche  ausserhalb  der  Druckstellen  untersucht  werden,  so  wurde 


*  W.  0.  RdüTOBN,  Ueber  die  durch  elektrische  Kräfte  erzeugte  Aenderung  der 
Doppelbrechung  des  Quarzes.  (2.  Abhandl.)  Ber.  Oberhess.  Ges.  für  Natur-  u.  Heil- 
konde  22,  97,  1888.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  18,  534,  1883.  Ueber  die  thermo-,  actmo- 
und  piezoelektrischen  Eigenschaften  des  Quarzes.  Ber.  Oberhess.  G^s.  22,  181,  1888. 
Ann.  d.  Phys..  N.  F.  1»,  518,  1883. 
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jenes  Goldblatt  mit  einem  kleinen,  an  einem  HartgommiBtab  befestigten  Halter  ver- 
bunden, in  welchen  je  nach  Bedarf  ein  einfacher  Measingdraht  oder  ein  mit  einem 
kleinen  MetallBcheibchen  versehener  Draht  eingesetzt  werden  konnte.  Der  Stab  wurde 
von  einem  mit  Gelenken  versehenen  Stativ  getragen.  Auf  diese  Weise  gelang  es  die 
mit  dem  Elektroskop  isolurt  verbundene  Elektrode  an  jede  Stelle  der  Kugel  anmlegen. 

Die  Durchmesser  der  Kugel  (Fig.  119),  weiche  durch  die  Richtungen 

der  S-zähligen  Symmetrieaxe,  der  polaren  Queraxen  und  der  Zwischemnen 

bestimmt  sind,   seien  bezeichnet  mit  y,  cc^,  a^,  cc^,  ß^,  /?,,  ß^.    Alsdann 

theilen  die  grössten  Kugelkreise  yß^,  y/?,,  yß^  die 

*s^         Oberfläche  der  Kugel  in  sechs  sphärische  Zweiecke, 

/\       deren  Mitten  die  Endpunkte  der  zu  den  elektrischen 

^  .^-"V    Axen  «1,  flCg,  a^  parallelen  Durchmesser  sind.    Die 

'  ß      \    EndpunMe  einer  Axe  a  und  die  zugehörigen  Zwei- 

\    ^x'^^^^^J     1    ^^^®  sollen  mit  den  Zeichen  der  Elektridtaten  ver- 

4^^*^  fi^  l  \^^S4    sehen  werden,  welche  eine  Compression  in  der  Bich- 

n/     I     V/       tung  dieser  Axe  hervorruft. 

-  Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnung  lassen  sich  die 

Fig.  119.  Ergebnisse  der  Versuche  durch  folgende  Sätze  aus- 

sprechen. 

1)  Ein  Druck  nach  einer  elektrischen  Axe  «^  bewirkt  an  den  Druck- 
stellen Maxima  der  elektrischen  Erregung.  Die  zu  dieser  Axe  senkrechte 
Ebene  /ßj^  trennt  die  Kugeloberfläche  in  zwei  mit  entgegengesetzten  Elek- 
tricitäten  geladene  Hälften.  Auf  dem  in  dieser  Ebene  yßh  gelegenen  Kugel- 
kreise  ist  keine  Elektricität  wahrzunehmen. 

2)  Ein  Druck  nach  einem  Durchmesser,  welcher  einer  Verbindungs- 
ebene yßt^  angehört,  liefert  an  den  Druckstellen  keine  Elektricität  Die 
Ebene  yß^^  trennt  die  Kugeloberfläche  in  zwei  mit  entg^engesetzten  Elek- 
tricitäten  geladene  Hälften.  Die  Maxima  der  Erregung  liegen  an  den  Enden 
der  zu  yßj^  senkrechten  Axe  er^;  ihre  Vorzeichen  sind  aber  entgegengesetzt 
den  in  Fig.  119  angegebenen  Zeichen  der  durch  einen  Druck  nach  dieser 
Axe  a^  entwickelten  Elektricitäten. 

3)  Liegt  die  Druckrichtung  senkrecht  zu  y  und  zwischen  zwei  unter  30** 
gegen  einander  geneigten  Axen  a  und  ß  (z.  B.  a^  und  ß^)j  so  wird  auch 
dann  noch  die  Kugel  durch  eine  die  Axe  y  enthaltende  Ebene  in  zwei  ent- 
gegengesetzt elektrische  Hälften  getheilt.  Allein  diese  Ebene  ist  zur  Druck- 
richtung unter  einem  von  90®  und  0®  verschiedenen  Winkel  geneigt;  sie 
fallt  in  den  spitzen  Winkel  zwischen  der  Druckrichtung  und  der  zweit- 
folgenden Axe  ß  (in  unserem  Beispiele  abo  ß{). 

4)  Comprimirt  man  die  Kugel  nach  einem  beliebig  gerichteten  Durch- 
messer, so  wird  ihre  Oberfläche  stets  durch  eine  die  Axe  y  enthaltende  Ebene 
in  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Hälften  getrennt. 

5)  Zunahme  des  Druckes  in  der  Sichtung  der  Symmetrieaxe  y  bewirkt 
schwache  elektrische  Erregungen  in  den  sechs,  durch  die  Ebenen  yß  be- 
grenzten Feldern.    Die  Druckstellen  bleiben  stets  unelektrisch. 


EkktroopUache   Veraucke  von  Kundt. 
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Demnach  findet,  wie  auch  die  Druckrichtnng  orientirt  sein  mag,  an  den 
Enden  der  Axe  y  niemals  eine  Elektricitatsentwickelung  statt.  ^ 

14.  Elastische  Deformationen  piezoelektrischer  Krystalie  im  eleictrischen 
Felde.  —  Zwischen  reciproken  Erscheinungen  wird  durch  die  !^rinoipien  der 
Thfermodynamik  eine  qualitative  Beziehung  hergestellt,  derzufolge  die  eine 
Erscheinung  vorausgesagt  werden  kann,  wenn  die  andere  bekannt  ist.  Der 
Sinn  des  reciproken  Phänomens  wird  durch  die  Regel  bestimmt,  dass  sich 
dieses  Phänomen  der  Erzeugung  des  ursprünglichen  Vorganges  entgegenstellt. 

Wie  G.  LiPPMAUN  bemerkt  hat*,  sind  reciproke  Vorgänge  die  Ent- 
wickelung  von  Elektricität  durch  eine  elastische  Deformation  eines  dielektri- 
schen EjjstaUs  mit  polaren  Symmetrieaxen  imd  die  durch  eine  Elektrisirung 
dieses  Krystalls  hervorgerufene  elastische  Deformation  desselben.  Wird  der 
Krystall  so  in  ein  homogenes  elektrisches  Feld  gebracht,  dass  die  Kraftlinien 
oder  eine  Projection  derselben  mit  einer  polaren  Symmetrieaxe  zusammen- 
fallen^ so  tritt  eine  Ausdehnung  oder  eine  Zusammenziehung  in  der  Bich- 
tong  dieser  Axe  auf.  Eine  Dilatation  des  Krystalls  wird  hervorgerufen  durch  eine 
Elektrisirung  in  dem  Sinne,  welcher  der  durch  eine  Compression  in  der  Rich- 
tung jener  Symmetrieaxe  erzeugten  Elektricitatsentwickelung  entspricht  Eine 
Elektrisirung  in  dem  umgekehrten  Sinne  bewirkt  eine  Zusammenziehung. 

Dieses  Theorem  wurde  alsbald  durch  Versuche  von  J.  und  P.  Cubie, 
W.  C.  Röntgen  und  A.  Kundt  bestätigt. 


15.  Elektrooptische  Versuche  am  Quarz  von  A.  Kundt.  —  Eine  sehr  an- 
schauliche Darstellung  der  elastischen  Deformationen  des  Quarz  im  elek- 
trischen Felde  bieten  die  Versuche  von  A.  Kundt  dar.' 

Aus  einem  einfachen  Krystall  wurde  ein  recht- 
winkliges Parallelepiped  von  quadratischem  Querschnitt 
ab  od  (Fig.  120)  und  30  mm  Länge  in  der  Richtung 
der  Symmetrieaxe  /  geschnitten.  Die  Seitenflächen  a  b 
und  ed  standen  senkrecht  auf  einer  elektrischen  Axe  &,, 
also  ad  und  be  senkrecht  auf  einer  Zwischenaxe  ß^. 

Durch  einen  Druck  in  der  Richtung  a^  wurde  die 
Flache  ab  positiv^  ed  negativ  elektrisch.  Eine  Com- 
piesdon  in  der  Richtung  bd  bewirkte,   dass  an  der 


*  Später  hat  W.  0.  Röhtoen  die  Elektricitatsentwickelung  untersucht,  welche 
dnreh  die  Torsion  eines  Quaracyünders,  dessen  Axe  der  Symmetrieaxe  ^  parallel  ist, 
eneugt  wird  (Elektrische  Eigenschaften  des  Quarzes.  Ann.  d.  Phys.  K.  F.  39, 16, 1S90). 

'  G.  LiPPMAHX,  Principe  de  la  conservation  de  T^lectiicit^.  (VI.  ^ectrisation 
des  cristaux  h^mlMres  par  compression.  Deformation  de  ces  cnstaux  produite  par 
Finfluence  ^ctrique.  YII.  Phänom^es  pyro-61ectriques.  Froid  produit  par  T^lectri- 
sation.)    Ann.  chim.  phys.  (5)  24,  145,  1881.    Joum.  de  phys.  (1)  10,  881,  1881. 

>  A.  KuHDT,  Ueber  das  optische  Verhalten  des  Quarzes  im  elektrischen  Felde« 
Ann.  d.  Phys.  N.  F.  18,  228,  1888. 
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Kante  b  eine  negative,  an  d  eine  positive  Erregung  stattfand.  Endlich  er- 
zeugte ein  Druck  nach  ae  n^ative  Elektricitat  an  der  Kante  a,  positive  an  c. 
Mithin  wird  nach  dem  LiFPMANN'schen  Theorem  dieses  Farallelepiped 
in  einem  elektrischen  Felde,  dessen  Kraftlinien  auf  einem  Seitenflachenpaar 
senkrecht  stqjien,  folgende  Deformationen  erfahren  müssen: 

1)  Wenn  ab  positiv  und  cd  negativ  elektrisirt  wird,  so  findet  in  der 
Richtung  cc^  eine  Dilatation  statt. 

2)  Wenn  umgekehrt  ab  negativ  und  cd  positiv  elektrisirt  wird,  so 
erfolgt  in  der  Richtung  a^  eine  Zusammenziehung  und  nach  ß^  eine  Aus- 
dehnung. 

3)  Ist  bo  positiv  und  ad  negativ,  so  dehnt  sich  der  Ejrystall  nach  a^ 
aus  und  zieht  sich  in  der  Richtung  a^  zusanunen. 

4)  Ist  dagegen  bc  negativ  und  ad  positiv,  so  findet  nach  cc^  eine  Zu- 
sammenziehung und  nach  cc^  eine  Ausdehnung  statt. 

Das  Auftreten  dieser  elastischen  Deformationen  kann  aber  leicht  auf 
optischem  Wege  nachgewiesen  werden. 

Wie  MoiGNO  und  Soleil^  und  besonders  eingehend  E.  Mach  und 
J.  Mebtek'  gezeigt  haben,  beobachtet  man  an  einer  senkrecht  zur  optischen 
Axe  geschnittenen  Quarzplatte  in  einem  Polarisationsapparat  für  convergentes 
Licht  bei  einer  seitlichen  Compression  eine  Verlängerung  der  ursprüngUch 
kreisförmigen  isochromatischen  Gurven  in  der  Druckrichtung.  Demnach  wird 
Quarz  durch  einen  senkrecht  zur  optischen  Axe  ausgeübten  Druck  optisch 
zweiaxig,  derart,  dass  die  Ebene  der  optischen  Axen  zur  Druckrichtung 
parallel  liegt. 

In  den  KxTNDT'schen  Versuchen  befand  sich  das  Quarzparallelepiped  in 
einem  horizontalen  Polarisationsapparat,  dessen  Gesichtsfeld  ein  System  von 
zwei  bis  drei  concentrischen  Ringen  zeigte.  Wurde  nun  ein  Seitenflächen- 
paar mit  Metallbelegungen  versehen,  welche  mit  den  Elektroden  einer  Holtz'- 
schen  Maschine  verbunden  waren,  so  änderte  sich  bei  der  Elektrisirung  der 
Flächen  das  Ringsystem  in  einer  dem  LiPPMAirar'schen  Theorem  entsprechen- 
den Weise,  wie  aus  Fig.  121  bis  124  hervorgeht.  In  diesen  Figuren  sind 
die  Metallbelegungen  mit  ^B,  CD  und  AD,  BC  bezeichnet.  Die  Richtong 
der  Dilatation  ist  durch  eine  gestrichelte  Linie  angegeben.  Die  Verlängerung 
der  Ringe  ist  etwas  stärker  gezeichnet,  als  sie  bei  den  Versuchen  beobachtet 
wurde;  sie  konnte  aber  selbst  bei  schwacher  Elektrisirung  inmier  deutlich 
wahrgenommen  werden.' 

'  MoioNO  et  SoLEiL)  Kote  sur  an  nouveaa  caract^re  distinctif  entie  les  cristauz 
k  un  axe,  positifs  et  n^atifs.  Compt.  rend.  30,  861, 1850.  Moigno,  Repertoire  d'optiqae 
moderne.  4,  1592,  1850. 

*  E.  Mach  and  J.  Mebtbm,  Bemerkangen  über  die  Aenderang  der  Lichtgeachwindig* 
keit  im  Quarz  darch  Drack.  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  72  (2),  815,  1875.  Pogg.  Ann. 
156,  689,  1875. 

*  Messende  elektrooptische  Versache  hat  P.  Czerhak  am  Quarz  nach  dieser 
Methode  auszuführen  begonnen  (Ueber  das  elektrische  Verhalten  des  Quarzes  II. 
Sitzungsber.  Wien.  Akad.  97  (2  a),  301,  1888). 
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Die  leitende  Idee  der  Euin)T'8chen  Yersiiohe,  an  den  Aenderungen  des 
optischen  Verhaltens  piezoelektrischer  Krystalle  im  elektrischen  Felde  die 
elastischen  Deformationen  derselben  nachzuweisen,  liegt  auch  den  zu  der- 
selben Zeit  und  mit  gleichem  Erfolge  von  W.  C-  Röntgen  am  Quarz  an- 
gestellten elektrooptischen  Beobachtungen  zu  Grunde.* 


c  ^         D     C  4^  5      c 

Fig.  121.  Fig.  122. 


A      ^ 


\D        C 


Fig.  123. 


Fig.  124. 


16.  Messung  der  elastischen  Deformationen  piSzoelektrischer  Krystalle 
Im  elektrischen  Felde.  —  Weniger  leicht  als  auf  optischem  Wege  lassen  rieh 
durch  directe  Messungen  die  äusserst  kleinen  elastischen  Deformationen 
dielektrischer  Krystalle  mit  polaren  Symmetrieaxen  unter  der  Einwirkung 
elektrischer  Kräfte  nachweisen.  Trotzdem  ist  es  J.  und  F.  Cubie  gelungen, 
am  Quarz  ein  mit  der  Rechnung  überraschend  gut  übereinstimmendes 
Resultat  zu  erhalten.* 

1)  Wird  an  dem  Quarzparallelepiped  Fig.  118,  S.  272,  auf  den  zur  elek- 
trischen Axe  u  senkrecht  stehenden,  mit  Metallbelegungen  versehenen  Seiten- 
flächen eine  Potentialdifferenz  F  (in  elektrostatischen  C.G.S.-Einheiten)  her- 
gestellt, welche  der  durch  eine  Compression  in  der  Richtung  a  hervor- 
gerufenen Elektrisirung  entspricht,  so  findet  im  Sinne  dieser  elektrischen 
Axe  u  eine  Ausdehnung: 

d«afF=  6,3. 10-8.  p(^5ni) 

statt.  Sie  beträgt  demnach  für  r=  1  (etwa  300  Volt)  nur  0,000000063  cm 
und  für  eine  PotentialdiflFerenz  7=14,8  (etwa  4400  Volt),  welche  einer 
Funkenlänge  von  1  mm  in  Luft  entspricht,  0,0000009  cm,  also  etwa 
Vw  Wellenlänge. 

2)  Während  diese  Ausdehnung  in  der  Richtung  a  von  den  Dimensionen 
des  Kiystalls  unabhängig  ist,  kann  die  durch  dieselbe  Potentialdifferenz  in 


^  W.  C.  Röntgen,  Ueber  die  durch  elektrische  Kräfte  erzeugte  Aenderung  der 
Doppelbrechung  des  Quarzes.  Ber.  Oberhess.  Ges.  für  Natur-  u.  Heilkunde.  22,  49, 
97,  1S82— es.  Ann.  d.  Phjs.  N.  F.  18,  213,  534,  1S8H.  Bemerkung  zu  der  Abhand- 
lung des  Hrn.  A.  Kundt:  „Ueber  das  optische  Verhalten  des  Quarzes  im  elektrischen 
Felde".    Ann.  d.  Phys  N.  F.  19,  819,  1883. 

*  J.  et  F.  CüBiB,  Contractions  et  dilatations  produites  par  des  tensions  eleotriques 
dans  les  cristaux  hömiMres  &  faces  indinies.  Compt.  rend.  93, 1137, 1881.  D^formations 
^ectriquesdu  quartz.  Compt  rend.  95,  914,  1882.  Dilatation  ^lectrique  du  quartz.  Joum. 
de  phjs.  (2)  8,  149,  1889.  (Lumiöre  61ectr.  30,  423,  465,  521,  575,  1888;  31,  66,  1889.) 
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der  auf  a  senkrechten  Zwisohenaxe  ß  hervorgerufenen  Dilatation,  welche  von 
den  Kantenlängen  /  und  L  des  Parallelepipeds  abhängt: 

iJ  ==  -  ^:^  F  =  -  6,3  .  10-«. f  r(cm) 

durch  Verminderung  von  /  und  Vergrösserung  von  L  beträchtlich  gesteigert 
werden.  Ist  L/^=100  und  7=14,8,  so  erhält  man  «J  =  0,00009  cm,  also 
etwa  2  Wellenlängen. 

1)  Messung  der  elektrischen  DüataMon  des  Quart  in  der  Richtung  einer 
elektrischen  Axe  a  mit  Hülfe  einer  Presse  und  emes  piezoelektrischen  Mano- 
meters (Fig.  126).  In  einer  Presse  zwischen  zwei  starken  Bronceplatten  be- 
finden sich  zwei  Systeme  von  je  drei,  senkrecht  zu  einer  elektrischen  Axe  a 


Fig.  125. 

geschnittenen  Quarzplatten  a,  b,  c  und  a,  h\  Cy  welche  durch  Metallplatten 
getrennt  sind.  Die  Richtungssinne  der  polaren  Axen  a  (in  Fig.  125  durch 
Pfeile  angedeutet)  sind  so  gewählt,  dass  bei  einer  Ladung  der  Metallplatten 
des  oberen  Systems  die  Quarzplatten  a ,  V,  c  sich  in  demselben  Sinne  aus- 
dehnen oder  zusammenziehen,  und  dass  andererseits  bei  einer  Compression 
oder  Dilatation  des  unteren  Systems  ein  Zusammenwirken  der  Quarzplatten 
a,  h^  c  bei  der  Ladung  der  zwischengelagerten  Metallplatten  eintritt. 

Die  Metallplatten  des  unteren,  als  Manometer  dienenden  Systems  sind 
mit  einem  Quadrantenelektrometer  e  verbunden,  dessen  Nadel  durch  die 
Säule  P  geladen  wird. 

Die  Metallplatten  des  oberen  Systems  stehen  in  Verbindung  mit  einer 
Holtz'schen  Maschine  if,  einer  Batterie  Leydener  Flaschen  und  einem  Funken- 
mikrometer B.  Um  bei  der  Ladung  dieser  Platten  auf  hohe  Potentiale  das 
XJeberspringen  von  Funken  zu  vermeiden,  sind  die  oberen  Quarzplatten  dicker 
als  die  unteren  gewählt. 

Die  beiden  Plattensysteme  sind  durch  eine  zur  Erde  abgeleitete  Kupfer- 
platte T'  getrennt  und  der  ganze  Apparat  ist  von  einer  abgeleiteten  Metall- 
hülle T  umgeben. 


Messung  elektrischer  DüatcUionen. 


279 


Nachdem  die  Fresse  stark  angezogen  ist,  werden  die  Metallplatten  des 
oberen  Systems  geladen.  Die  hierdurch  erzeugte  Dickenänderong  der  Qnarz- 
platten  a,  b\  e  bewirkt  eine  Compression  oder  Dilatation  der  unteren  Quarz- 
platten dj  by  c  und  gleichzeitig  eine  Elektricitatsentwickelung,  welche  eine 
Ablenkung  der  Nadel  des  Elektrometers  veranlasst. 

Es  ergab  sich,  dass  die  Ablenkungen  der  Nadel  proportional  sind  den 
durch  die  Schlagweiten  des  Funkenmikrometers  gemessenen  Potentialdiffe- 
renzen der  oberen  Metallplatten. 

Der  Apparat  ist  zwar  äusserst  empfindlich;  allein  seine  Bestandtheile 
sind  allzu  elastisch,  um  genauere  Bestimmungen  der  durch  die  Elektrisirung 
der  oberen  Quarzplatteu  in  der  Richtung  ihrer  elektrischen  Axen  cc  hervor- 
gerufenen Dilatationen  zu  gestatten. 

2)  Messung  der  elektrischen  Dilatation  des  Quarx  in  der  Richtung  einer 
Zwischenaxe  ß  mit  Hülfe  eines  Fühlhebels  und  eines  Mikroskops  (Fig.  126). 
QQ  bedeutet  eine  vertical  gestellte,  lange  und  dünne  Quarzplatte.  Die  mit 
Stanniol  belegten  Flächen  sind  parallel  zur  optischen  Axe  y  und  zu  tnuer 


Fig.  126. 

Zwischenaxe  ß^  also  senkrecht  zu  einer  elektrischen  Axe  a.  Die  Richtung  ß 
steht  vertical^  y  liegt  horizontal  und  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung. 

Die  Platte  ist  imten  befestigt  und  oben  mit  einem  Haken  versehen, 
welcher  auf  der  nach  oben  gekehrten  Schneide  an  dem  kürzeren  Arme  des 
Fühlhebels  ABD  aufliegt.  Das  Mittelstück  BD  des  Hebels  (aus  Ebonit) 
ruht  mit  der  nach  unten  gewendeten  Schneide  auf  einer  festen  Platte.  An 
dem  aus  Carton  hergestellten  Arme  A  B  ist  eine  Glasplatte  v  angebracht,  auf 
welche  als  Einstellungsmarke  ein  kleines  Spinnennetz  geklebt  ist.  Die  Ab- 
lenkungen von  V  werden  durch  ein  Mikroskop  mit  Ocularmikrometer  be- 
obachtet. Der  Abstand  der  Schneiden  beträgt  8  mm;  der  Cartonarm  ist 
30—60  cm  lang. 

Die  Belegungen  der  Quarzplatte  stehen  in  Verbindung  mit  einer  Holtz'- 
schen  Maschine,  einer  Batterie  Leydener  Flaschen  und  einem  Funken- 
mikrometer. 
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In  dieser  Anordnung  bestimmt  man  die  einer  bestimmten  Fnnkenlänge 
entsprechende  Verschiebung  des  Endponktes  v  und  findet  alsdann  mit  Hülfe 
der  Constanten  des  Mikroskops  und  des  Hebels  den  gemessenen  Werth  der 
Dilatation  der  Platte  in  der  Richtung  ß. 

Andererseits  kann  man  den  Zug  messen,  der  an  der  Quarzplatte  in  der 
Richtung  ß  wirken  muss,  um  eine  Elektricitätsmenge  zu  entwickeln,  welche 
zur  Ladung  eines  Condensators  von  bekannter  Capacitat  auf  das  Potential 
von  1  Daniell  erforderlich  ist.  Zu  diesem  Zwecke  befestigt  man  die  Platte 
in  verticaler  Stellung  so,  dass  der  Haken  unten  liegt,  und  bringt  hier  die 
zu  jener  Elektricitatsentwickelung  nothwendigen  Gewichte  an.  Aus  der  durch 
einen  Zug  von  1  Dyne  entwickelten  Elektricitätsmenge  folgt  alsdann  der 
bereehnete  Werth  der  Dilatation. 


Länge  der  Stanniolbelegung 
Dicke  der  Platte  .... 


2,8  cm 
0,24 


Quarzplatte 

n. 


4,0  cm 
0,065 


258  g 
7,89 .  10-' 
7,89.10^-' 


III. 


4,0  cm 
0,112 


48,5  g 
39,8 .  10- 
89,3 .  10- 


78,0  g 
22,3 .  10-» 
22,3 .  10-' 


0,00058  mm    0,000  880 


Der  zur  Ladung  eines  Condensators, 

dessen  Gapacität  =  50  cm  ist,  aof 

das  Potential  eines  Daniell  (0,00374 

elektrostatische  G.G.S.-£inheiten)  er- 
forderliche Zug  beträgt 

Demnach  entwickelt  ein  Zug  von  1  Dyne 

die  Elektricitätsmenge 

Demnach  beträgt  die  Dilatation  für  die 

Einheit  der  rotentialdifierenz,  Fs=  1 
Folglich  beträgt  die  berechnete  Düch 

taUon     für    die     Potentialdifferenz 

Fb  14,8,  welche  einer  Funkenlänge 

von  1  mm  in  Luft  zwischen  Kupfern 

von  6  cm  Durchmesser  entspncht, 

in  w^tn 

Dagegen  f Or  F  ^  65,2  (Funkenlänge 
6  mm) 

Verschieb ang  des  Endpunktes  v  des 
Fahlhebels,  ausgedrückt  in  Theilen 
des  Okularmik^meters,  für  eine 
Fnnkenlänge  von  1  mm      .... 

Verschiebung  für  6  mm  Funkenlänge 

Ein  Intervall  der  Theilung  des  Okular- 
mikrometers entspricht  ohne  Objectiv 

Verschiebung  des  Endpunktes  v  in  mm 

Verhältniss  der  Armlängen  des  Hebels 

Folglich  sind  die  gemessenen  Dila- 
tationen dm*  Quarzplatten  .... 

Die  Unterschiede  zwischen  den^gemessenen  und  den  berechneten  Wertheu 
der  Dilatationen  übersteigen  kaum  die  Fehler  der  Ablesung  am  Ocularmikro- 
meter:  ein  Beweis  für  die  Begelmassigkeit,  mit  der  im  Quarz  die  piezo- 
elektrischen Vorgänge  und  die  durch  elektrische  Kräfte  erzeugten  elastischen 
Deformationen  verlaufen. 


0,00048  nmi 


5,0 

0,00413  mm 
0,0206 
40,8 


6,70 


0,00418  mm 
0,0276 
46,5 


6,70 


0,00361  mm 
0,0242 
77,3 


0,00050  mm  i  0,00061  mm  !  0,000  S13  mm 


8.  Optische  Eigenschaften. 

Einleitung. 

Chb.  Hütohens,  dem  Begründer  der  Undulationstheorie  des  Lichtes, 
verdanken  wir  die  Erkenntniss,  dass  die  optischen  Probleme,  in  denen  es 
sich  um  die  Bestimmung  der  Fortpflanx/ungsriohhmgen  von  Lichtbewegungen 
im  Inneren  und  an  den  Grenzflächen  homogener  Körper  handelt,  gelöst  sind, 
wenn  für  jeden  einzelnen  Körper  die  Gestalt  der  Sirahlenfläche  bekannt  ist.^ 
Daher  steht  unter  den  Aufgaben  der  Krystalloptik  in  erster  Linie  die  Er- 
mittelung der  Strahlenflächen  der  krystallisirten  Körper,  zu  deren  experi- 
menteller Bestinmiung  die  Principien  der  Undulationstheorie  allgemein  gültige 
Methoden  darbieten. 

1.  Strahlenfl&chen  und  Normalenflächen.  —  In  einem  homogenen  Körper 
gehe  Yon  einem  Leuchtpunkte  eine  homogene  Lichtbewegung  aus.  Die 
Punkte,  welche  nach  einer  gegebenen  Zeit  T  von  der  Bewegung  ergriffen 
werden,  erfüllen  eine  geschlossene  Oberfläche,  welche  die  jener  Zeit  T  ent- 
sprechende StrahUnfädie  ^t  genannt  wird.  Sehen  wir  einstweilen  von  der 
besonderen  Natur  der  Bewegung  in  den  einzelnen  Punkten  dieser  Fläche 
ab,  so  besitzt  die  geometrische  Gestalt  der  Strahlenfläche  im  Leuchtpunkte 
stets  ein  Centrum  der  Symmetrie.  Diese  Oberfläche  definirt  den  Körper  in 
optischer  Beziehung  für  eine  bestimmte  Wellenlänge  des  Lichtes  und  eine 
bestimmte  Temperatur.  Kennt  man  ihre  Gestalt  für  irgend  eine  Zeit,  z.  B. 
für  die  Zeiteinheit  2"=»  1,  so  ist  auch  die  jeder  anderen  Zeit  entsprechende 
Strahlenfläche  gegeben;  denn  alle  diese  Flächen  sind  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  in  Bezug  auf  den  Leuchtpunkt. 

Eine  Strahlenfläche  wird  aus  einer  oder  aus  mehreren  Schalen  bestehen, 
je  nachdem  die  Lichtbewegung  in  jeder  Fortpflanzungsrichtung  sich  mit 
einer  einzigen  oder  mit  mehreren  von  einander  verschiedenen  Geschwindig- 
keiten verbreiten  kann. 

Die  Erscheinungen  der  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  an  den 
Grenzflächen  homogener,   vollkommen  durchsichtiger  Körper  wurden  von 


^  Chb.  HureHEHS,  Trait^  de  la  Lnmiöre  oü  BODt  ezpliquies  les  causes  de  ce  qui 
Inj  airive  dans  la  reflexion  et  dans  la  refraction  et  particuli^rement  dans  r^trange 
refiraction  du  cristal  d^Islande.    Leide  1690. 
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Fig.  127. 


Chb.  Huyghenb  und  A.  Fbbsnel  erklärt  durch  die  nach  ihnen  benannten 
fundamentalen  Principien  der  geometrischen  Optik,  das  HuraHBNS'sche  Prindp 
der  einhüllenden  Wellen  und  das  PRESNBL'sche  Princip  der  Interferenzen.* 
In  einem  homogenen  unbegrenzten  Körper  habe  zur  Zeit  T  eine  ?on 
dem  Leuchtpunkte  O  ausgehende  Lichtbewegung  die  Punkte  der  Strahlen- 
fläche 2t  erreicht.  Zur  Zeit  T  +  /  sei  die  Bewegung  auf  der  Strahlenfläche 
^T+t  angelangt.    Alsdann  kann  die  letztere  Fläche  betrachtet  werden  als 

die  Wnvehppe  aller  Strahlenflächen  JSt , 
welche  der  Zeit  t  entsprechen  und  um 
die  Punkte  von  -2^  als  Mittelpunkte 
beschrieben  sind  (Fig.  127). 

Man  findet  die  Richtung  des 
Liohtsirahls,  der  durch  irgend  einen 
Punkt  S  der  Fläche  -S't+i  hindurch- 
geht, indem  man  diesen  Punkt  mit 
dem  Mittelpunkte  ifi  derjenigen  Fläche 
2t  verbindet,  welche  in  S  die  Strahlenfläche  ^r+t  berührt. 

Um  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  nach  Ablauf  der  Zeit  T  zu  be- 
stimmen, kann  man  hinfort  den  Leuchtpunkt  O  unberücksichtigt  lassen, 
wenn  man  dafür  die  Punkte  der  Strahlenfläche  2t  als  Mittelpunkte  elemen- 
tarer Strahlenflächen  einführt.  Die  Bewegung  auf  diesen  letzteren  Flachen 
wird  in  allen  Punkten,  die  nicht  ihrer  Enveloppe  angehören,  durch  Interferenz 
zerstört 

Es  bedeute  2'  die  äussere,  2"  die  innere  Schale  einer  der  Zeiteinheit 
entsprechenden  zweischaligen  Strahlenfläche  2  (Fig.  128).     Ein  von  dem 

Mittelpunkte  O  ausgehender  Strahl  OS  schneide 
2'  in  Ä'  und  2"  in  S'\  Dann  repräsentirt  OS' 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  schnelleren. 
OS"  jene  des  langsameren  Strahles.  Die  Radien 
der  Strahlenfläche  2  stellen  demnach  die  Strahlen- 
geschwindigkeiten dar. 

Die  Tangentialebenen  W*  und  W"  an  die 
Strahlenfläche  2ia  S'  und  S"  sind  im  Allgemeinen 
einander  nicht  parallel.  Aber  die  Tangentialebenen 
in  den  Schnittpunkten  von  OS  mit  den  äusseren 
(inneren)  Schalen  aller  Strahlenflächen  2t  laufen  unter  einander  und  zu 
W'  {W)  parallel. 

Die  Principien  der  einhüllenden  Wellen  und  der  Interferenzen  gelten 
nicht  nur  für  Strahlenflächen,  sondern  darüber  hinaus  für  irgend  welche 
stetigen  Oberflächen  <P,  deren  Punkte  gleichzeitig  von  einer  Lichtbewegnng 

^  A.  Fbbsnbl,  Premier  Memoire  sur  la  diffiraction  de  la  lomiöre  (1815).  Deuzitoe 
Memoire  (1815).  Note  aar  Tapplication  du  principe  de  HuraHBHs  et  de  la  th^orie  des 
interfSrences  auz  ph^nomönes  de  la  reflezion  et  de  la  diffiraction  (1818).  EzpUcation 
de  la  r^fraction  dans  le  Systeme  des  ondes  (1821).    Oeuvres  compL  1,  28, 117,  201,  873. 


Fig.  128. 
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eigriffen  werden.  Wieder  bildet  die  Fläche  *r+i,  auf  welcher  eine  Licht- 
bewegung zur  Zeit  T  + 1  angelangt  ist,  die  Enveloppe  aller  Strahlenflächen 
-2i,  deren  Mittelpunkte  sich  in  den  zur  Zeit  Tvon  der  Bewegung  ergriffenen 
Punkten  der  Fläche  ^t  befinden.  Derartige  Oberflächen  können  durch 
Seflexion  oder  Brechung  hervoi^erufen  werden.  Sie  unterscheiden  sich  von 
den  Strahlenflächen  dadurch,  dass  sie  im  Allgemeinen  nicht  mehr  concen- 
trisch  und  einander  ähnlich  sind. 

Yen  besonderem  theoretischem  Interesse  und  hervorragender  praktischer 
Bedeutung  ist  der  einfachste  Fall,  in  welchem  die  Oberflächen  4>  Am  sind. 

In  einem  homogenen  unbegrenzten  Körper  mögen  sich  zur  Zeit  T  alle 
Punkte  einer  unbegrenzten  Ebene  Wt  iu  demselben  Bewegungszustande  be- 
finden. Dann  bleibt  diese  ebene  Welle,  indem  sie  sich  fortpflanzt,  stets  eben 
und  sich  selbst  parallel.  Zur  Zeit  T+t  \si  die  Wellenebene  Wt-^-i  die 
Tangentialebene  correspondirender  Schalen  aller  Strahlenflächen  2t,  welche 
um  die  Punkte  von  Wt  als  Mittelpunkte  beschrieben  sind. 

Es  sei  (Fig.  129)  5  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Wellenebene  PFr+<. 
Die  Verbindungsgerade  von  S  mit  dem  Mittelpunkte  M  derjenigen  Strahlen- 
fläche -S*!,  welche  TT^+i  in  S  berührt,  ist  der 
durch  S  gehende  Strahl,  der  im  Allgemeinen 
nicht  auf  Wt+i  senkrecht  steht.  Alle  zu  Wt^i 
gehörigen  Strahlen  sind  einander  parallel.  Es 
pflanzt  sich  also  ein  Bündel  unter  einander 
paralleler  Strahlen  gleicher  Art  fort,  so  dass 
die  in  demselben  Bewegungszustande  befind* 
liehen  Punkte  auf  einer  Ebene  liegen.  Die 
schwingende  Bewegung  einer  ebenen  Welk  über- 
trägt sieh  von  einer  Lage  der  Welle  zur  folgenden  in  der  Richtung  der  zugehörigin 
Sirahlen,  die  im  Allgemeinen  von  der  Richtung  der  WeUennormale  verschieden 
ist  Wir  müssen  demnach  unterscheiden  zwischen  der  Fortpflanzungs- 
gefichwindigkeit  9  der  schwingenden  Bewegung  in  der  Strahlenrichtung  und 
der  Geschwindigkeit  q,  mit  der  die  zugehörige  ebene  Welle  in  der  Bichtung 
ihrer  Normale  fortschreitet  Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  Wellen- 
normale  und  Strahl  mit  w,  so  ist: 

cos  «  =  -5- . 

Beachten  wir,  dass  hiernach  zur  experimentellen  Bestimmung  einer  Wetten- 
ebene  nur  erforderlich  ist  die  Ermittelung  zweier  Elemente:  ihrer  Geschwindig- 
keit und  der  Richtung  ihrer  Normale.  Soll  auch  der  zugehörige  Strahl  voll- 
ständig und  unabhängig  von  der  Strahlenfläche  2  bestimmt  werden,  so 
muss  noch  die  Angabe  von  zwei  weiteren  Elementen  hinzutreten:  des  Winkels 
zwischen  Wellennormale  und  Strahl  und  der  Orientirung  der  Verbindungs- 
ebene dieser  Geraden  gegen  ein  mit  dem  Körper  starr  verbundenes  Coordi- 
natensystem. 
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Stellen  wir  uns  nun  vor,  dass  die  Ebene  W^  um  den  Punkt  M  in 
beliebige  Lagen  gedreht  werde,  so  ist  die  nach  der  Zeiteinheit  resultirende 
Wellenebene  PFr+i  stets  Tangentialebene  an  die  um  if  als  Mittelpunkt  be- 
schriebene Strahlenfläche  2.  Hierauf  beruht  die  van  A.  Fbbsnel  emgefükrie 
Auffassung  der  Strahlenfläche  2  als  Enveloppe  aüer  Weümebmen,  welche  zu 
einer  bestimmten  Zeit  T  den  Mittelpunkt  M  der  Flache  ^  gemein  hatten 
und  sich  hierauf  während  der  Zeiteinheit  fortgepflanzt  haben.  Jeder  Punkt 
von  -2*  ist  Schnittpunkt  der  in  ihm  diese  Fläche  berührenden  Wellenebenen 
mit  allen  benachbarten  Wellenebenen. 

Die  Bestimmung  der  Gestalt  der  Strahlenfläche  eines  homogenen  Körpers 
ist  hierdurch  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeiten ebener  Wellen.  Auf  diese  Bemerkung  gründen  sich  die  wichtigsten 
Methoden  x/ur  eocperimenteUen  Prüfung  der  Gesetze  der  Doppelbrechung  und  war 
Ermittelung  der  optischen  Constanten  der  Krystaüe. 

Denkt  man  sich  auf  allen  von  dem  Punkte  M  ausgehenden  Wellen- 
normalen die  Werthe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  q  der  zugehörigen 
Wellenebenen  als  Längen  aufgetragen,  so  erfüllen  die  Endpunkte  derselben 
die  Oberfläche  der  Wellengeschwindigkeiten  oder  die  Normalenfläche.  Da  jene 
Endpunkte  gleichzeitig  die  Fusspunkte  der  von  dem  Mittelpunkte  M  auf  die 
Tangentialebenen  von  2  gefällten  Senkrechten  sind,  so  kann  die  Normalen- 
fläche auch  definirt  werden  als  die  Fusspunktfläche  der  Strahlenfläche. 

2.  Brechung  und  Reflexion  ebener  Wellen  an  ebenen  Grenzflächen  homo- 
gener KSrper.  —  Es  bedeute  @  die  ebene  Grenzfläche  zweier  homogener 
Körper.    Eine  im  ersten  Körper  einfallende  Wellenebene  habe  zur  Zeit  T 

die  Lage  W  und  zur  Zeit  T+  l 
die  Lage  W]  ihre  Schnittgeraden 
mit  der  Grenzebene  seien  7  und 
Y'  (Fig.  130).  Die  aus  dieser 
einfallenden  Wellenebene  her- 
vorgehenden gebrochenen  Wel- 
len müssen  nach  den  soeben 
erläuterten  Principien  jedenfalls 
zur  Zeit  T+l  die  Gerade  T 
enthalten  und  gleichzeitig  die 
um  die  Punkte  der  Geraden  Y 
als  Mittelpunkte  beschriebenen 
Strahlenflächen  2^^  des  zweiten 
Körpers  berühren.  Sie  sind  daher 
gegeben  durch  die  in  den  zweiten  Körper  fallenden  Tangentialebenen,  welche 
man  durch  die  Gerade  T  an  eine  dieser  Flächen  -S'<*>  legen  kann.  Von 
diesen  Ebenen  werden  zugleich  alle  um  die  Punkte  der  Grenzebene  als  Mittel- 
punkte beschriebenen  Strahlenflächen  -2'?i,  berührt^  welche  den  Zeiten  1  —  r 
entsprechen,  wo  r  alle  Werthe  zwischen  0  und  1  und  alle  negativen  Werthe 
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von  0  an,  fär  die  noch  eine  Schnittgerade  der  einfallenden  Wellenebene 
mit  der  Grenzebene  existirt,  erhalten  kann. 

Eine  analoge  Ueberlegang  zeigt ,  dass  die  aus  derselben  einfallenden 
Welle  hervorgehenden  reflectirten  Wellen  gegeben  sind  dnrch  die  in  den 
ersten  Körper  fallenden  Tangentialebenen,  welche  man  durch  die  Gerade  T 
an  eine  um  einen  Punkt  der  Geraden  Y  als  Mittelpunkt  beschriebene 
Strahlenfläche  2!^^  des  ersten  Körpers  legen  kann. 

Beachten  wir  noch,  dass  durch  den  Berührungspunkt  H  der  Ebene  W 
mit  jeder  der  eben  genannten  Strahlenflächen  ^(^)  der  von  dem  Mittelpunkte 
O  dieser  Fläche  ausgehende,  zu  W  gehörige  Strahl  hindurchgehen  muss, 
so  gelangen  wir  jetzt  zu  folgender  CamtrucHon: 

Um  einen  beliebigen  Punkt  O  der  Geraden  Y,  in  der  zur  Zeit  T  die 
einfallende  Wellenebene  W  die  Grenzebene  ®  schneidet,  beschreibe  man  die 
Strahlenflächen  ^(^)  und  JS^^K  Man  verlängere  den  durch  den  Einfalls- 
punkt O  gehenden,  zu  W  gehörigen  Strahl  über  O  hinaus  bis  zum  Schnitt  H 
mit  der  correspondirenden  Schale  von  ^^^)  und  lege  in  H  an  diese  Schale 
die  Tangentialebene  W\  Durch  die  Schnittgerade  Y'  von  W  mit  der 
Grenzebene  lege  man  nun  die  in  den  zweiten  Körper  fallenden  Tangential- 
ebenen an  -S'W  und  die  in  den  ersten  Körper  fallenden  Tangentialebenen 
an  ^(^);  jene  liefern  die  Richtungen  der  gebrochenen,  diese  die  Sichtungen 
der  reflectirten  Wellenebenen.  Die  Radien  von  O  nach  den  Berührungs- 
punkten dieser  Wellenebenen  mit  ihren  Strahlenflächen  bezeichnen  die  Rich- 
tungen der  gebrochenen  und  der  reflectirten  Strahlen. 

Unter  den  Polgerungen  aus  dieser  HuYGHENs'schen  Construction  ver- 
dienen hier  zunächst  die  folgenden  hervorgehoben  zu  werden. 

Eine  ebene  Welle,  die  an  einer  oder  an  mehreren  Grenzebenen  homogener 
Körper  gebrochen  oder  reflectirt  wird,  bleibt  stets  eben.  Ein  Bündel  unter 
einander  paralleler  Strahlen  bleibt  also  nach  irgend  einer  Anzahl  von  Re- 
flexionen oder  Brechungen  an  ebenen  Grenzflächen  homogener  Körper  immer 
ein  Bündel  paralleler  Strahlen. 

Die  Normalen  der  aus  einer  einfallenden  Welle  W  an  der  Grenzebene 
zweier  homogener  Körper  hervorgehenden  gebrochenen  und  reflectirten  Wellen- 
ebenen liegen  in  der  Einfaüsebene,  d.  h.  in  der  durch  die  Normalen  OZund 
OH  der  Grenzebene  und  der  einfallenden  Welle  gegebenen  Ebene.  Und  diese 
Normalen  sind  dem  SinusgeseU  unterworfen,  demzufolge  der  Quotient  aus 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  jeder  einzelnen  Welle  und  dem  Sinus  des 
Winkels  zwischen  den  Normalen  der  Welle  und  der  Grenzebene  einen  con- 
stanten  Werth  besitzt.  In  der  That,  bezeichnet  man  die  Geschwindigkeiten 
der  in  Fig.  130  für  zweischalige  Strahlenflächen  -2^^>  und  -2*^2)  dargestellten 
Wellen  mit  0F=  p,  OR  =  q,  . .,  0Ä/=  q/  und  die  Winkel  zwischen  den 
Wellennormalen  und  dem  Einfalisloth  mit  i,  r,  ..,  r/,  so  ist,  wenn  D  den 
Schnittpunkt  der  Einfallsebene  mit  der  Geraden  T  bedeutet: 

Bin  %         Bin  r        Bin  r         sm  r,        Bin  r, 
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Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Richtung  einer  ebenen  Welle  nach 
irgend  einer  Zahl  von  Brechungen  und  Reflexionen  an  ebenen  Grenzflächen 
homogener  Körper  nur  abhängt  Yon  den  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in 
den  Richtungen  der  Normalen,  welche  diese  Welle  bei  dem  Durchgang  durch 
jene  Körper  besitzt;  sie  bleibt  dagegen  unabhängig  von  den  Elementen,  welche 
die  zugehörigen  Strahlen  bestimmen.  Die  Bedeutung  dieser  Bemerkung  für 
die  experimentelle  Bestimmung  von  Normalenflächen  und  die  Prüfung  der 
Gesetze  der  Doppelbrechung  wird  sofort  hervortreten,  wenn  wir  uns  nunmehr 
zur  Untersuchung  des  Durchganges  ebener  Wellen  durch  planparallele  Platten 
und  ebenflächige  Prismen  wenden. 

Zuvor  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  zur  Lösung  des  Problems  der 
Brechung  und  Reflexion  an  der  ebenen  Grenzfläche  zweier  homogener  Körper 
gegeben  sein  müssen:  die  Strahlenflächen  2^^^  und  2^^\  die  Orientmmgen 
von  Grenzebene  und  EinfaUsebene  gegen  ein  mit  den  beiden  Körpern  starr 
verbundenes  Coordinatensystem  und  der  Winkel  i  zwischen  den  Normalen  der 
einfallenden  Welle  und  der  Grenzebene.  Alsdann  sind  nach  der  eben  ab- 
geleiteten Regel  die  Richtungen  der  gebrochenen  und  reflectirten  Wellen- 
normalen und  Strahlen  zu  construiren  und  demgemäss  auch  zu  berechnen. 

3.  Planparallele  Platten.  —  Wir  betrachten  den  Durchgang  ebener  Wellen 
homogenen  Lichtes  durch  eine  planparallele  Platte  aus  einem  homogenen 
Körper,  der  eine  zweischalige  Strahlenfläche  vierter  Ordnung  und  vierter 
Klasse  besitzt.  Es  sollen  die  gebrochenen  und  gespiegelten  Wellenebenen 
und  Strahlen  unter  der  Voraussetzung  bestimmt  werden,  dass  die  Platte  von 
einem  einfach  brechenden  Mittel  umgeben  ist.^ 

Die  Grenzebenen  der  Platte  seien  bezeichnet  mit  ®  und  ®'.  Auf  ® 
falle  in  der  EinfaUsebene  (E  aus  dem  äusseren  Mittel  der  Strahl  JO,  um 
den  Einfallspunkt  O  als  Mittelpunkt  construire  man  die  Strahlenfläche  des 
äusseren  Mittels  —  eine  Kugel,  deren  Radius  die  Lichtgeschwindigkeit  y) 
in  diesem  Mittel  repräsentirt,  —  und  die  Strahlenfläche  2  der  Platte. 

Nun  lege  man  durch  den  Schnittpunkt  H  des  einfallenden  Strahles  mit 
dem  jenseits  ®  liegenden  Theile  der  Kugel  an  diese  letztere  die  zur  ein- 
fallenden Wellenebene  parallele  Tangentialebene,  welche  die  Grenzebene  @ 
in  der  zur  Einfallsebene  senkrechten  Geraden  D  schneidet.  Durch  D  lege 
man  an  die  Kugel  die  in  das  äussere  Mittel  fallende  Tangentialebene  DF, 
welche  die  Richtung  der  an  ®  reflectirten  Welle  liefert,  und  an  die  Strahlen- 
fläche 2  die  vier  Tangentialebenen  DA,  DA',  DR^ ,  DA/,  von  denen  die 
beiden  ersteren  in  der  Platte  liegen  und  die  Richtungen  der  an  ®  ge- 
brochenen Wellenebenen  bestimmen.  Die  in  der  Einfallsebene  gelegenen 
Wellennormalen  OR,  ORj  OR^,  OR^  repräsentiren  durch  ihre  Längen  zu- 
gleich die  Geschwindigkeiten  q,  q',  q^,  q/  (q  >  q',  q^  >  (\{)  ihrer  Wellen. 


^  J.  BIao  Cüllaoh,  Gkometricai  Propositions  applied  to  the  Wave  llieory   of 
Light    Trans.  Imh  Acad.  17,  251,  1888.    Coli.  Works.  34,  1880. 
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Die  Berührangspunkte  S,  S',  S^,  S^'  dieser  vier  Wellenebenen  und  der 
Fläche  ^  fallen  im  Allgemeinen  nicht  in  die  Einfallsebene.  Demnach  liegen 
aach  die  zugehörigen  Strahlen,  deren  Richtungen  und  Geschwindigkeiten 
durch  die  Badien  OS  =  «,  OS'^  8',  OS^  =  3/,  OS^'  «8/  («  >  «',  «,  >  »O 
gegeben  sind,  im  Allgemeinen  nicht  in  der  Ebene  (S. 

Nimmt  der  Einfallswinkel  in  der  Ebene  d  alle  möglichen  Werthe  an, 
80  umhüllen  die  Wellenebenen  DR,  DR',  DR^,  DR^'  einen  der  Strahlen- 
fläche 2!  umschriebenen  Cylinder  vierter  Klasse  S,  dessen  Erzeugenden  die 
Richtung  der  Normale  der  Ebene  (£  besitzen.  Die  Schnittgeraden  der  Wellen- 
ebenen mit  der  EinfaUsebene  umhüllen  den  Normalschnitt  dieses  Cylinders, 
eine  Curve  vierter  Klasse  S',  welche  für  die  Construction  der  gebrochenen 
und  der  im  Inneren  der  Platte  gespiegelten  WeUenebenen  allein  in  Betracht 
kommt. 

Die  gebrochenen  Strahlen  OS,  OS'  treffen  die  Grenzebene  %'  in  den 
Punkten  O^  O/,  wo  jeder  von  ihnen  in  zwei  gespiegelte  Strahlen  und  einen 
austretenden  Strahl  zerl^  wird.  Die  durch  O^  gehende,  dem  Strahle  OS 
zugehörige,  also  zu  OR  parallele  Wellennormale  liegt  in  einer  der  Einfalls- 
ebene S  parallelen  Ebene  (Ej,  in  der  wir  nun,  da  die  Fläche  2  in  ihrem 
Mittelpunkte  ein  Centrum  der  Symmetrie  besitzt,  zur  Construction  der  ge- 
spiegelten und  der  gebrochenen  Wellennormalen  eine  Figur  erhalten,  welche 
der  Constructionsfigur  in  der  Ebene  (S  congruent  ist.  Verlängert  man  den 
Stzahl  OS  über  O^  bis  zum  Schnittpunkt  T  mit  dem  äusseren  Mantel  der 
um  Oj  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Strahlenfläche  2^  des  Krystalls,  so 
schneidet  die  in  T  an  2y^  gelegte  Tangentialebene  die  Grenzebene  ®'  in 
der  auf  (gj  senkrecht  stehenden  Geraden  D-^  derart,  dass  O^D^  =  OD  ist. 
EMe  durch  D^  an  die  Fläche  2^  und  die  um  O^  als  Mittelpunkt  be- 
schriebene Kugel  mit  dem  Radius  D  gelegten  Tangentialebenen  sind  den 
durch  die  Gerade  D  gehenden  Wellenebenen  parallel.  Insbesondere  sind  die 
beiden  in  den  Krystall  fallenden  Tangentialebenen,  welche  die  Richtungen 
der  im  Inneren  der  Platte  an  ®'  reflectirten  Wellenebenen  haben,  parallel 
zu  DR^  und  Di?/,  Die  Wellenebene  D^J^  des  austretenden  Strahles  ist 
parallel  zu  der  Wellenebene  des  einfaUenden  Strahles  JO. 

Dieselbe  Construction  ist  in  der  durch  0/  parallel  zu  (E  laufenden 
Ebene  ^'  auszuführen. 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die  beiden  Paare  der  aus  der  Zerlegung  von 
OS  und  OS'  an  der  Grenzebene  %'  hervorgehenden  gespiegelten  Strahlen 
parallel  jenen  Radien  OS^,  OS^'  der  Strahlenfläche  2!  laufen,  die  nach  den 
Berührungspunkten  der  beiden  durch  die  Gerade  D  gehenden  und  in  das 
ein&ch  brechende  Mittel  fallenden  Tangentialebenen  DR^,  DR^'  gezogen  sind. 

Da  die  Strahlenfläche  centrisch  symmetrisch  ist,  so  kann  dieser  Zu- 
sammenhang zwischen  den  in  Rede  stehenden  Strahlenrichtungen  auch  so 
ausgesprochen  werden:  Die  Richtungen  der  durch  Spiegelung  von  OS  oder 
OS'  an  der  zweiten  Grenzebene  ®'  erzeugten  Strahlen  sind  parallel  den 
Richtungen  jener  beiden  Strahlen,  welche  aus  der  Brechung  eines  in  der 
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Richtung  des  refiectirten  Strahles  OF  auf  die  erste  Grenzebene  (S  einfallen- 
den Strahles  entstehen  würden. 

Jeder  der  vier  an  @'  refiectirten  Strahlen  wird  an  der  Grenzebene  @ 
von  neuem  in  ein  Strahlenpaar  zerlegt,  welches  dem  Paare  OS^  OS'  parallel 
ist,  u.  s.  f.  Die  durch  ®  in  das  einfach  brechende  Mittel  austretenden 
Strahlen  sind  dem  im  Einfallspunkte  O  refiectirten,  die  durch  @'  austreten- 
den Strahlen  dem  in  jenem  Punkte  einfallenden  Strahle  parallel. 

4.  Die  HüYGHENs'sche  Construction  der  gebrochenen  und  gespielten 
Wellenebenen  und  Strahlen  kann,  wie  W.  HAMn^roN  und  J.  Mac  Cullaoh 
unabhängig  von  einander  gefunden  haben  ^^  auch  in  der  Weise  ausgeführt 
werden,  dass  die  Kugel  mit  dem  Radius  t)  und  die  Strahlenfläche  2  durch 
ihre  Reciprokalfiächen  in  Bezug  auf  eine  concentrische  Kugel,  deren  Badias 
gleich  der  Längeneinheit  ist,  ersetzt  werden.  Diese  Construction  besitzt  den 
Vorzug  grösserer  Anschaulichkeit,  da  sie  die  Richtungen  der  gebrochenen  mä 
gespiegelten  WeUennormdten  durch  die  Schnittpunkte  einer  ebenen  Ourve  mit  einer 
Oeraden  bestimmt. 

Die  Reciprokalfiäche  jener  Kugel  ist  wieder  eine  Kugel  mit  dem  Radius 
v=  l/ö. 

Die  Reciprokalfiäche  von  S  ist  eine  Fläche  vierter  Ordnung  und  vierter 
Klasse  %  deren  Gleichung  in  Punktcoordinaten  sofort  aus  der  in  Ebenen- 
coordinaten  ausgedrückten  Gleichung  von  SS  dadurch  erhalten  wird.  das> 
die  Ebenencoordinaten  durch  Punktcoordinaten  ersetzt  werden. 

Aus  dieser  Beziehung  zwischen  2  und  3  ergi'ebt  sich,  dass  die  Rich- 
tungen und  Geschwindigkeiten  der  Strahlen  dargestellt  werden  durch  die 
Radien  der  Strahlenfläche  und  die  reciproken  Werthe  der  vom  Mittelpunkte 
auf  die  Tangentialebenen  der  Fläche  3  gefällten  Senkrechten.  Die  Rieh- 
tungen  und  Geschwindigkeiten  der  Wellennormalen  werden  repräsentirt  durch 
die  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangentialebenen  der  Strahlenfläche  gefällten 
Senkrechten  und  die  reciproken  Werthe  der  Radien  der  Fläche  3-  Folglich 
besteht  zwischen  der  Fläche  3  und  der  Normalenfläche,  deren  Radien  die  Ge- 
schwindigkeiten der  Wellenebenen  darstellen,  die  Beziehung,  dass  3  die  iftver$e 
Fläche  der  Normalenfläche  ist,  d.  h.  aus  ihr  durch  Transformation  mittelst  reci- 
proker  Radien  hervorgeht. 

Bedeuten  jetzt  q  und  a  correspondirende  Radien  der  Normalenfläohe  und 
der  Fläche  3?  deren  Richtungscosinus  q^,  q^,  q^  sind,  so  ist  o-«  1/q,  und 
aus  der  Gleichung  der  Normalenfläche  in  Polarcoordinaten: 

folgt  sofort  die  Gleichung  der  Fläche  3^ 


/■(?!,  ft,ft,  ~j  =  0- 


'  W.  Hamilton,  Esaay  on  the  Theory  of  Systems  of  Rays.  HL  Bappl.  Trans. 
Irish  Acad.  17,  144,  18S8.  —  J.  Mac  Cullaoh:  Geometrical  Propositions  etc.  ibid. 
17,  252.    CoU.  Works  36. 
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Auf  Grand  dieser  Beziehung  zur  Normalenfläche  wurde  die  Flache  3  von 
Hamilton  als  jjsurfaoe  of  wave  shtoness^^  Wellenträgheitsfläche,  von  Mao 
CuLLAGH  als  yysurface  of  indieea^^  oder  jjindex  surface^^  bezeichnet.  ^ 

Wir  übertragen  jetzt  die  Uuyghene' ecke  Gonstruction  auf  die  Indexfläcke  S- 
Dabei  entspricht  der  Kugel  mit  dem  Badius  \^  die  Kugel  mit  dem  Badius  v\ 
dem  Cylinder  S  die  Schnittcurve  T  von  Einfallsebene  und  Indexfläche; 
der  in  der  Grenzebene  ge- 
legenen und  auf  der  Einfalls- 
ebene senkrecht  stehenden 
Geraden  Z>  die  in  der  Ein- 
fallsebene gelegene  und  auf 
der  Grenzebene  senkrecht 
stehende  Gerade  A,  deren 
Entfernung  vom  Einfalls- 
punkte gleich  dem  reciproken 
Werih  der  Entfernung  der 
Geraden  D  yon  diesem  Punkte 
ist  Femer  entsprechen  den 
durch  D  an  die  Strahlen- 
fläche ^gelegten  Tangential- 
ebenen die  Schnittpunkte  der 
Geraden  A  mit  der  Curve  V 
in  der  EinfaUsebene,  die  mit 
P,  P,  Pj,  P/  bezeichnet  wer- 
den mögen,  endlich  den  Be- 
rührungspunkten jener  Ebe- 
nen mit  der  Fläche-^  die  in  P,  P',  Pj,  P/  an  die  Indeifläche  gelegten  Tangen- 
tialebenen. Die  Verlängerungen  der  Wellennormalen  OR,  OR,  OR^^  OR^' 
trefien  die  Indexfläche  in  den  Punkten  P,  P',  P^,  P/,  und  es  ist: 


0P«4'     OF^^y    <^Pi-T' 


OP/--,     OP<OP',    OPi<OP/. 

Die  Verlängerungen  der  Strahlen  OÄ,  OS',  OS^,  OÄ/  stehen  senkrecht 
auf  den  in  P,  Fy  P^,  P/  an  die  Indexfläche  gelegten  Tangentialebenen  und 
die  Abstände  dieser  Ebenen  vom  Einfallspunkte  sind: 


L    L    L 

«•'    «i'   81" 


'  Von  Hamilton  wurde  sie  auch  „surface  of  components  of  nonnal  slowness  or 
Bimply  sorface  of  componente*'  genannt  (a.  a.  0.  142),  während  Mac  Cullagh  ursprüng- 
lich die  Bezeichnung  „surface  of  refraction"  gewählt  hatte  (a.  a.  0.  17  9  252.  CoU. 
Works  36,  96,  163).  Der  Entdecker  dieser  Fläche  ist  Caüohy,  dem  auch  ein  Theil 
ihrer  Beziehungen  cur  Strahlenfläche  bekannt  war  (Exerc  de  math.,  V.  Paris  1880; 
Applic.  des  form,  qui  repr&.  le  mouvem.  d^un  syst,  de  molec.  soUicit.  par  des  forces 
d  attract.  ou  de  r^puls.  mut.  k  la  th^orie  de  la  lumi^re,  p.  86,  2.  Th^or^me). 
Phjn.  KrTitallofr.  19 


290 


Optische  Eigenschaften, 


Die  ConsimcHon  ist  nun  in  folgender  Weise  anszuführen:  Man  ver- 
längere die  einfallende  Wellennormale  JO  über  den  Einfallspunkt  bis  zum 
Sclmittpunkt  N  mit  der  Indexfläche  des  äusseren  einfach  breidienden  Mittels 
(der  Kugel  mit  dem  Radius  v).  Durch  N  lege  man  eine  Parallele  A  zur 
Normale  der  Grenzebene,  welche  jene  Kugel  in  dem  Funkte  0  und  die 
Indexfläche  3  in  den  Punkten  P,  T,  P^,  P/  schneidet  Die  Gerade  00  hat 
die  Richtung  der  Normale  der  an  der  Grenzebene  ©  gespiegelten  Wellen- 
ebene; die  Greraden  OP,  OP'  liefern  die  Richtungen  der  Normalen  der  ge- 
brochenen Wellenebenen;  die  Geraden  OP^,  OP^'  sind  parallel  den  Nor- 
malen der  im  Innern  der  Platte  an  der  Grenzebene  ®' reflectirten  Wellen- 
ebenen. Die  zugehörigen  Strahlen  sind 
gerichtet  wie  die  Normalen  der  in  P,  P', 
Pj,  P/  an  die  Indexfläche  S  gelegten 
Tangentialebenen.  ^ 

Das  System  der  aus  JO  hervor- 
gehenden Wellennormalen  wird  durch 
Fig.  132  veranschaulicht. 

Die  EicMungen  der  Weüermormalen 
OP,  OP',  OPj,  OP/  sind  besHmmi,  wenn 
die  Winkel  r,  r ,  r^,  r/  bekannt  sind,  die 
sie  mit  der  Normale  der  Orenxebene  eth- 
sohliessen.  Um  diese  Winkel  zu  berech- 
nen, müssen  folgende  Grössen  gegeben 
sein:  1)  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit t)  des  einfallenden  homogenen  Lichtes;  2)  die  Gleichung  der  Index- 
fläche 3  (a?i,  a^j,  JCj)  =  0  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges,  mit  der  Platte  starr 
verbundenes  Axensystem  X^,  X^j  Xj,  dessen  Anfangspunkt  in  O  liegt; 
3)  die  Grössen,  welche  die  Lage  der  Grenzebene  und  der  Einfallsebene  gegen 
dieses  Axensystem  angeben;  4)  der  Einfallswinkel  u 

Wir  legen  durch  den  Einfallspunkt  ein  zweites  rechtwinkliges  Axen- 
system $1,  Xg,  3E3.  Es  sei  $8  senkrecht  zur  Grenzebene,  dc^  senkrecht  zur 
Einfallsebene.  Die  positive  Richtung  von  dc^  gehe  in  die  Platte  hinein. 
Der  positive  Quadrant  3^8  S^  enthalte  die  gebrochenen  Wellennormalen  OP, 
OF.  Die  positive  Axe  Xg  wählen  wir  so,  dass  man  von  ihr  auf  die  Ebene 
XjXi  herabsehend  die  positive  Axe  Xg  in  dem  zur  Bewegungsrichtung  des 
Uhrzeigers  entgegengesetzten  Drehungssinne  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die 
positive  Axe  X^  überfuhrt.  Dann  ist  nach  3)  das  System  der  Richtungs- 
cosinus: 


Fig.  132. 


1  Ein  specieller  Fall  dieser  Construction  ist  die  von  E.  Bbusch  angegebene 
und  später  mehrfach  benutzte  Constraction  ftir  zwei  einfach  brechende  Mittel  (Pooo. 
Ann.  1862  y  117,  241).  Vgl.  B.  Radau:  Poog.  Ann.  1868,  118,  452.  £.  Lokmkl, 
Zeitßchr.  f.  Math.  u.  Phys.  1875,  20,  213.  P.  Zbch:  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1879, 
24,  172. 
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CJS 

<%3 

als  bekannt  anzusehen.  Bedeuten  x^,  x^,  x^  die  Coordinaten  eines  Punktes 
in  dem  ersten,  j^ ,  jj ,  y,  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  dem  zweiten 
System,  so  ist: 

(«)  ^a  =  <i2Si  +  (hih  +  %S3 

aJ8==Cl3El+ß28&  +  ^3J3- 

Die  Gleichung  der  Einfallsebene  ist  i^  ="  0-  ^^  ^^^  ^^  Gleichung  der 
Seknittcurve  f  von  Mnfaüsebem  und  Indexfläche,  bezogen  auf  das  zweite  Axen- 
System,  zu  bilden,  haben  wir  die  Werthe  (or)  in  die  Gleichung  der  Index- 
flache  einzutragen  und  dabei  i^^O  zu  setzen.  Das  Besultat  ist  eine  Glei- 
chung vierten  Grades  in  j^  und  fo: 

Nun  seien  j:^,  jr,  insbesondere  die  Coordinaten  eines  der  vier  Schnitt- 
punkte P  der  Geraden  A  mit  der  Curve  f.  r  bedeute  die  Neigung  der 
zugehörigen  Wellennormale  gegen  3E3,  also  auch  gegen  A;  dabei  ist  r  von 
0  bis  nj2  zu  nehmen  und  positiv  zu  rechnen  in  dem  Drehungssinne  von 
3E3  nach  ü^  (Fig.  131).  Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  von  A  und  H^ 
mit  C,  so  ergiebt  sich  aus  den  Dreiecken  OCN  und  OGP\ 


Ei  = 


sm« 


8in» 


*3         D    tan  r ' 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Curve  T  ein,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  vierten  Grades  für  tan  r: 

g[r)  =  a^tan^r  +  4aitan*r  +  6ajtan*r-|-  4a3tanr  +  a^«.  0, 

deren  Coeffidenten  sich  aus  den  gegebenen  Grössen  zusammensetzen  und 
deren  Wurxein  die  trigonometrischen  Tangenten  der  vier  gesuchten  Winkel  sind. 

Da  die  Curve  f  im  Einfallspunkte  ein  Centrum  der  Symmetrie  besitzt, 
so  muss  g{r)  vom  zweiten  Grade  in  sin^t  sein,  so  dass  man  für  sin«  und 
—  sint  dieselben  vier  Werthe  von  tanr  erhält.  Andererseits  gehören  zu 
jedem  gegebenen  Werthe  von  tanr  zwei,  durch  ^(r)  =  0  bestinmite  Werthe 
von  sin'i,  von  denen  der  eine  der  schnelleren,  der  andere  der  langsameren 
der  beiden  Wellen  entspricht,  deren  Normale  in  der  Einfallsebene  den 
Winkel  r  mit  der  Normale  der  Grenzebene  einschliesst. 

Im  Allgemeinen  kann  die  Gleichung  g{r)  =  0  nur  durch  Näherungs- 
methoden aufgelöst  werden.  Die  besonderen  Fälle,  in  denen  die  Auflösung 
leicht  gelingt,  sind  durch  Syrunetrieeigenschaften  ausgezeichnet. 

19* 
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I.  Wenn  die  Schnittcurve  f  von  Indexfläche  und  Einfaüsebene  si/mmetrisdi 
zur  Grenxebene  ist,  so  müssen  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  g{r)  =  0  paar- 
weise einander  entgegengesetzt  gleich  sein: 

±tanr,     ±tanr; 
d.  h.  g{r)  ist  vom  zweiten  Grade  in  tan^r,  also: 

04  =  0,    03  =  0. 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Grenzebene  eine  optische  Symmetrieebene 
oder  ihre  Schnittgerade  mit  der  Einfallsebene  eine  optische  Symmetheaxe  ist. 

n.  Wenn  die  Schitiourve  f  in  zwei  Ourven  zweiter  Ordnung  zerfäBi^  so 
ist  g{r)  ein  Product  aus  zwei  Factoren  des  zweiten  Grades  in  tanr: 

p(r)  =  y(r).t/;(r)- 

Dieser  Fall  tritt,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  ein,  wenn  die  Ein&Us- 
ebene  eine  optische  Symmetrieebene  ist. 

5«  Ist  die  Geschwindigkeit  D  des  Lichtes  in  dem  äusseren  Mittel  grösser 
als  in  der  Platte,  so  liegt  die  Eugel  mit  dem  Badius  t)  ausserhalb  der 
Strahlenfläche  JS*,  also  die  Eugel  mit'  dem  Badius  v  innerhalb  der  Index- 
fläche 3  (Fig.  131,  S.  289).    D;e  Wurzeln  der  Gleichung  g{r)  =  0  sind  in 

diesem  Falle  reell  und  im  All- 
gemeinen von  einander  verschie- 
den. Jedem  Einfallswinkel  t 
entsprechen  zwei  gebrochene 
Wellenebenen. 

Ist  dagegen  t^  kieiner  als 
die  Geschwindigkeiten  in  der 
Platte,  so  umschliesst  die  Kugel 
mit  dem  Radius  v  die  Index- 
fläche. In  diesem  Falle  kann, 
wie  aus  Fig.  133  sofort  zu  er- 
sehen ist,  an  der  Grenzebene  & 
totale  Reflexion  eintreten. 

Wächst  der  Einfallswinkel 
f  von  Null  an,  so  liefert  die  Ge- 
rade A  zunächst  vier  reelle 
Schnittpunkte  P,  P,  Pj,  P/  auf 
der  aus  zwei  reellen  Zweigen  be- 
stehenden Gurve  f.  Fär  einen 
bestimmten  Werth  i^  jenes  Winkels  fallen  P  und  P^  zusammen  in  P^,  d.  h.  A 
berührt  den  inneren  Zweig  der  Curve;  von  hier  an  werden  die  Schnittpunkte 
von  A  mit  dem  inneren  Zweige  imaginär.  Für  einen  grösseren  Werth  %^ 
fallen  P'  und  P^"  zusammen  in  P^^',  so  dass  A  den  äusseren  Zweig  von  r 
berührt,  und  für  noch  grössere  Werthe  des  Einfallswinkels  sind  alle  Schnitt- 
punkte der  Geraden  A  mit  der  Curve  f  imaginär. 


Totale  RefleooUm. 
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Die  Winkel  \  und  i^  sind  du  Orenxmnkel  der  totalen  Reflexion  für  die 
Grenzebene  0  and  die  Einfallsebene  S;  to  ist  der  Grenzwinkel  der  schnelleren, 
i^  jener  der  langsameren  Welle  («^  <  V;  ^ig- 134).  Diese  Gienzwinkel  sind  also 
dadurch  charakterisirty  dass  für  sie  die  beiden  schnelleren  oder  die  beiden 
langsameren  der  vier  ans  der  Zerlegung  der  einMlenden  Welle  hervor- 
gehenden Wellen  DR^  DR!,  DR^,  DR^  {pR>OR,  OR^  > OÄ/)  und  dem- 
nach auch  die  zugehörigen  Strahlen  zi^sammenfallen. 

Die  in  den  Berührungspunkten  P^,  und  P^'  an  die  Indexflache  gelegten 
Tangentialebenen  stehen  auf  der  Grenzebene  senkrecht.  Daraus  folgt,  dass 
der  einem  Qrenxtom^ 
kel  der  totalen  Re^ 
fleadon  i^  oder  i^ 
entsprechende  ge- 
brochene Strahl  OSq 
oder  OS^;  in  der 
Orenxebene  Uegt\  da- 
gegen fallt  die  zu- 
gehörige Wellen- 
normale  OPq  oder 


OP^,',  welche   stets 


Fig.  134. 


der  Einfallsebene  angehört,  im  Allgemeinen  nickt  in  die  Grenzebene.  ^ 

In  den  Grenzfallen,  wo  die  Gerade  A  die  Gurve  f  berührt,  besitzt  die 
Gleichung  g(r)  =  0  zwei  reelle,  einander  gleiche  Wurzeln.  Die  beiden  Grenz- 
winkel «0  und  f^"  der  totalen  Reflexion  für  die  Grenzebene  ®  und  die  Ein- 
fallsebene S  sind  also  dadurch  charakterisirt,  dass  far  sie  die  Discriminante 
D  der  Gleichung  g{r)  »  0  yerschwindet : 

D=P-6J«  =  0, 

worin: 

I  =  2(aoa^  —  4ajaj  +  30,0,) 

floOiO, 


J=-6 


OiOjOj 

a^a^a^ 


gesetzt  ist 

Die  für  den  Beginn  der  totalen  Beflexion  geltende  Bedingung  D  »  0 
nimmt  in  den  durch  Sjmmetrieeigenschaften  ausgezeichneten  Fällen  I  und 
U,  S.  292,  sehr  einfache  Gestalten  an. 

I.    Die  Curve  T  ist  symmetrisch  zur  Grenzebene. 

Sollen  die  Wurzeln  eines  der  beiden  Paare  ±  tanr,  ±  tanr  einander 
gleich  sein,  so  muss: 


^  Th.  LiBBisoHy  Ueber  die  Totalreflexion  an  optiBch  einazigen  Kzystallen.  N.  Jahrb. 
f.  IfiiL  1885,  Ij  246.  Ueber  die  Totalreflexion  an  doppeltbrechenden  Kiystallen. 
Ebenda.  1885,  2,  181.    1886,  2,  47. 
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±  tanr  =  oo  oder  ±  tan/  =  oo 
sein,  denn  der  Werth  Nnll  entspricht  der  normalen  Incidenz;  d.  h.  ist  die 
Orenscebene  eine  optische  Symmetrieebene  oder  ihre  Schnittgerade  mü  der  Etn- 
faüsebene  eine  optische  Symmebrieaxe,  so  liegen  für  den  QrenxwvfikA  der 
totalen  Reflexion  die  gebrochenen  Wellennormalen  in  der  Qrenxebene; 
sie  fallen  also  mit  der  Schnittgeraden  von  Grenzebene  und  Einfallsebene 
zusammen.    Da  g[r)  «  0  die  Form  hat: 

a^tan^r  +  ßojtan'r  +  a^  =  0, 
so  ist: 

tan«r=-^«±l/?^^^ 

Demnach  sind  in  diesem  Falle  die  beiden  Qrenxwinkd  i^,  i^  bestimmt  durch 
die  Bedingung: 

II.    Die  Curve  f  zerfallt  in  zwei  Curyen  zweiter  Ordnung. 

Die  Bedingungen  für  den  Eintritt  der  totalen  Reflexion  bestehen  in 
diesem  Falle  darin,  dass  die  beiden  aus  g{r)  =  0  hervorgehenden  Gleichungen 
des  zweiten  Grades: 

9>(r)«0,     yj(r)^0 

je  zwei  reelle,  einander  gleiche  Wurzeln  besitzen. 

In  dem  äusseren  Mittel  erhalten  wir  im  Allgemeinen  in  jeder  £in£sdls- 
ebene  zwei  Paare  von  Grenzstrahlen  der  totalen  Beflexion.  Die  Strahlen 
jedes  Paares  liegen  symmetrisch  zur  Kormale  der  Grenzebene.  Nimmt  die 
Einfaüsebene  auf  der  Orenxebene  &  alle  möglichen  Lagen  an,  so  erfüllen  die 
Paare  der  Orenzstrahlen  in  dem  äusseren  Mittel  zwei  zur  Normale  der  Grenxr- 
ebene  symmetrische  Kegel  5t  und  ^  mit  gemeinsamem  Scheitel  im  Mnfaüs" 
punkte  O,  Wie  aus  der  auf  S.  293  beschriebenen  Construction  der  Grenz- 
strahlen folgt,  erhält  man  diese  Eegel,  indem  man  die  Schnittcurve,  welche 
der  zur  Normale  der  Grenzebene  parallele  Tangentencylinder  der  Indexflache 
S  (die  Gesammtheit  der  Geraden  A)  auf  der  Kugel  mit  dem  Badius  v  (der 
Indexfläche  des  äusseren  Mittels)  erzeugt,  mit  dem  Einfallspunkte  verbindet. 

Die  Gleichung.  D  =  0,  welche  die  Grenz winkel  »^  ^^'^  *o'  bestimmt, 
stellt,  wenn  in  ihr  die  zur  Orientirung  der  Einfallsebene  dienenden  Grössen 
als  Yeränderliche  betrachtet  werden ,  die  Gleichung  der  Kegel  der  Orenz- 
strahlen dar. 

Geht  man  von  einem  äusseren  Mittel  mit  hinreichend  kleiner  lachte 
geschwindigkeit  t>  aus,  derart,  dass  die  Eegel  R  und  5t'  gleichzeitig  reell 
sind,  so  kann  man  es  durch  Yergrösserung  von  t)  dahin  bringen,  dass  zu- 
nächst der  äussere  Kegel  ^  imaginär  wird,  d.  h.  dass  eine  Grenzbrechung 
nur  noch  fOr  die  schnelleren  Strahlen  der  Grenzebene  möglich  ist  Bei 
weiterer  Yergrösserung  von  t)  wird  auch  St  imaginär,  und  die  Erscheinung 
der  totalen  Beflexion  verschwindet  vollständig. 
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6.  Prismen.  —  Wir  wenden  jetzt  die  HüYOHENs'sche  Construction  auf 
die  Brechung  ebener  Wellen  durch  ein  Prisma  mit  ebenen  Grenzflächen  ®, 
&'  an.  Das  Prisma  sei  umgeben  von  einem  einfach  brechenden  Mittel,  in 
welchem  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  für  Licht  von  der  Wellenlange 
X  gleich  t)  ist 

Indem  wir  alle  Richtungen  von  Wellennormalen  und  Strahlen  durch  einen 
Punkt  O  der  Prismenkante  gelegt  denken,  betrachten  wir  diesen  Punkt  einmal 
als  Einfallspunkt  auf  der  Eintrittsfläche  @^  andererseits  als  Austrittspunkt  auf  der 

Austrittsfläche  ®'  (Fig.  136).  Hier- 
durch wird  der  Vortheil  erreicht, 
dass  die  um  O  als  Mittelpunkt  be- 
schriebenen Strahlenflächen  des 
äusseren  Mittels  und  des  Prismas 
gleichzeitig  zur  Construction  der  ge- 
brochenen und  der  austretenden 
Wellenebenen  und  Strahlen  dienen.^ 
Aus  der  HuTGHENs'schen  Con- 
struction ergiebt  sich  zunächst,  dass 
die  aus  einer  zur  Prismenkante 
parallelen  einfallenden  Wellenebene 
hervorgehenden  gebrochenen  und 
austretenden  ebenen  Wellen  zu  dieser 
Kante  parallel  bleiben.  Demnach  fallen  die  Richtimgm  der  austretenden 
Strahlen,  welche  einem  in  einer  Querschnittsebene  des  Prismas  eintretenden 
Strahle  JO  entsprechen,  wieder  in  Ebenen,  die  zur  Prismenkante  senkrecht 
stehen.  Allein  die  absolute  Lage  jener  Strahlen  gegen  das  Prisma  wird 
hierdurch  noch  nicht  bestimmt. 

Einstweilen  haben  wir  es  lediglich  mit  der  Brechung  ebener  Wellen 
zu  thun.  In  dieser  Hinsicht  ergiebt  sich  der  fundamentale  Satz:  dass  jede 
gebrochene  Weüenebene  durch  zwei  Grössen  vollständig  bestimmt  ist:  durch  den 
Winkel  tp,  welchen  ihre  Normale  OP  mit  einer  gegen  das  Prima  festen  Ebene^ 
z.  B.  mit  der  HaJbvrungsebene  des  inneren  Prismemvinkels  einsohliesst,  und 
durch  ihre  Fortpflanx/ungsgesckwindigkeit  p.  Zwischen  den  Grössen  t//,  p  und 
den  am  Prisma  mit  Hülfe  eines  Spectrometers  zu  messenden  vier  Winkeln  — 
dem  Prismenwinkel  (@  &')  =*  Aj  der  Neigung  *  der  einfallenden  Welle  gegen 
die  Eintrittsfläche  ®,  der  Neigung  i  der  austretenden  Welle  gegen  die 
Austrittsfläche  &  und  der  Ablenkung  D  der  Wellenebene  —  bestehen  Re- 
lationen, welche  uns  gestatten  jene  Grössen  i//,  p  zu  bestimmen  ohne  das 
Gesetz  zu  kennen,  welches  die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  p  von  der 
Fortpflanzungsrichtnng  in  dem  Prisma  ausdrückt. 

In  der  durch  0  gehenden  Querschnittsebene  des  Prismas  (Fig.  136)  sei 


^  A.  CoRin;,  De  la  r^fraction  k  travers  un  priBme  suivaut  uue  loi  quelconque. 
Ann.  de  T^c.  norm.  sup.  (2)  1,  231^  1S72. 
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JO  der  einfaUende  Strahl;  seine  Yerlängeraiig  schneide  ia  E^e  Engel  mit 
dem  Radins  t>.  Dann  giebt  die  Tangentialebene  in  ^  die  Richtnng  der 
einfallenden  Welle.  Ihre  Schnittgerade  mit  der  Eintrittsflache  werde  mit 
H  bezeichnet.  Demnach  sind  die  gebrochenen  Wellenebenen  g^ben  durch 
die  jenseits  O  liegenden  Tangentialebenen,  welche  dnrch  H  an  die  Strahlen- 
flache des  Primas  gelegt  werden  können.  Es  sei  HH'  eine  gebrochene 
Wellenebene,  welche  die  Anstrittsfläche  in  H'  schneidet;  ihre  Normale  ist 
OP^p.  Die  Sichtung  der  entsprechenden  austretenden  Wellenebene  ist 
alsdann  bestimmt  durch  die  Tangentialebene,  welche  jenseits  O  durch  H' 
an  die  Kugel  gelegt  werden  kann;  ist  £^  ihr  Berührungspunkt,  so  giebt 
OE'  die  Richtung  des  austretenden  Strahles. 

Bezeichnet  man  noch  mit  r  und  /  die  Winkel  zwischen  der  ge- 
brochenen Wellenebene  und  den  Prismenflächen  @  und  ®',  so  bestehen  zwischen 
den  sechs  Winkeln  A,  *,  *"  r,  /,  D  und  dem  Brechungsrerhaltniss  ö/p  ==  n 
die  folgenden  vier  Beziehungen,  von  denen  die  beiden  ersten  das  Sinus- 
gesetz, die  beiden  letzten  aus  der  Figur  abzulesende  Winkelrelationen  dar- 
stellen: 

(1)  sin  »  =  n  sin  r ,  (8)        r  +  r  ^  Ä, 

(2)  sin  i'  SS  n  sin  r  ,  (4)        i  +  i  ^  A  +  D. 
Dazu  tritt: 

Ä\  .        n    ,   r  —  r'        »r     ,  An  '   .    A 

(6)  t/;  =  ^  +  __=:^+^__.«_.«^    +^. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (1) — (4)  können  drei  der  darin  auftretenden 
sieben  Grössen  eliminirt  werden.  Die  übrig  bleibende  Relation  zwischen 
den  yier  anderen  Grössen  dient  dazu,  eine  derselben  zu  berechnen,  wenn 
die  drei  übrigen  gegeben  sind.  Wir  betrachten  als  gesuchte  Grössen  das 
BreckungsverhäUniss  n  und  den  Winkel  i/;,  als  zu  elinünirende  Grössen  die 
Winkel  r,  r ,  welche  nicht  gemessen  werden  können,  und  einen  der 
Winkel  2),  i,  t. 


Bildet  man: 


sin  t  +  sin  i'  =  n  (sin  r  +  sin  r  ) 
sin  i  —  sin  i'  «=  n  (sin  r  —  sin  r ) 


oder: 

i4-f'  i— i'  •9*4- 7*'  T—T 

(6)  sm-|-cos-2—  =  n  sm ^-^ cos ^-^^ 

.       »  — »'  »  +  »'  T  —  T  T'\'r 

(7)  sin-g— cos-g— =  nsm-2-cos-2- 
so  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  n\ 

(8)  tan'^-^-^'  =  tan^tan^cot  •-•^•- 

oder,  indem  noch  %   und  r  und  darauf  %   und  r  eliminirt  werden: 
W        'ten(.-4)-ten4tan(.-^)cot^  =  ten(4-r'). 
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Dnrch  Beobachtungen  können  die  Winkel  Ä,  D,  i,  i'  bestimmt  werden; 
zwischen  ihnen  besteht  die  Relation  (4),  so  dass  drei  dieser  Winkel  zur  Be- 
rechnung der  Elemente  i/;,  p  der  gebrochenen  Welle  erforderlich  und  aus- 
reichend sind.  Skid  A,  D,  i  gegeben,  so  berechnet  man  xunäohst  r  oder  r  av^ 
(9),  darauf  "kfß  aus  (5)  und  p  aus  (1)  tmd  (2)  oder  besser  aus  (6)  tmd  (7);  die 
Benutzung  eines  dieser  Formelpaare  gewährt  eine  Yerification  der  Rechnung. 
Sind  Ä,  i,  %  gegeben,  so  berechnet  man  avs  (8)  die  Differenz  r  —  r  und  ofe- 
dann  '^  und  p  tote  im  vorigen  FaUe. 

Weitere  Relationen  gewinnt  man  aus  (6)  und  (7)  durch  Multiplication  einander 
entsprechender  Seiten: 
riQ\  „i_8Üi»  +  »'    sin»  —  »' 

durch  Elimination  von 


smr  +  r    amr  —  r 
r  —  r 


ai)  «•«C*Bin« 

worin: 


A-i-D  .  A  +  B 

coB — - —  sm — T — 


gesetzt  isty  oder: 
(12) 


und  endlich  durch  Elimination  von 


A     '  ^  .    A 

cobtt-  8m-^ 


sin* »'  +  sin* »"  +  2  sin  t  sin  »"  cos'^ 

sisra  '" 

»'  —  »" 


/•••%  11.  ,r— /   .    1        ^r  —  r 

(15)  ^  .  -jBm«-^-  +  gjcos^-g- 

oder  nach  (5): 

^«gicos^  +  ^sm^v' 

Aus  (5)  und  (8)  folgt: 

(16)  tanY'« — g-cot   "^     . 

Die  Bedeutung  dieser  Relationen  beruht  darin,  dass  diese  Beziehungen 
für  irgendwie  beschaffene  homogene  Körper  gelten  und  vollständig  unab- 
hängig sind  von  der  Gestalt  der  Strahlenfläche  und  der  Orientirung  des 
Prismas;  sie  stutzen  sich  lediglich  auf  die  für  den  XJebergang  ebener  Wellen 
durch  ebene  Grenzflächen  aus  einem  homogenen  Mittel  in  ein  anderes  gel- 
tenden Gesetze.  Hierauf  gründet  sich  eine  von  G.  G.  Stokes  vorgeschlagene 
Methode  zur  Prüfung  der  Oesetoe  der  Doppelbrechung.^ 

^  G.  G.  Stokes,  Beport  on  Double  Befraction.  Bep.  British  Assoc.  for  1862,  272. 
Sur  Temploi  du  prisme  dans  la  yerification  de  la  loi  de  la  double  r^fraction.  Compt. 
read.  77,  1150, 1872.  On  the  Law  of  Eztraordinary  Refraction  in  Iceland  Spar.  Phil. 
Mag.  (4),  44,  816,  1872. 
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Nimmt  der  EinfaUswinkel  i  in  der  Qaerschnittsebene  des  Prismas  alle 
möglichen  Werthe  an,  so  umhüllen  die  gebrochenen  Ton  dem  EinfEiUspunkte 
0  ausgehenden  und  zur  Prismenkante  parallelen  Wellenebenen  nach  Verlauf 
der  Zeiteinheit  die  um  O  als  Mittelpunkt  beschriebene  Strahlenflache,  also 
auch  den  dieser  Fläche  umschriebenen  Cylinder  S,  dessen  Erzeugenden  der 
Prismenkante  parallel  sind. 

Die  von  O  auf  die  gebrochenen  Wellenebenen  gefällten  Normalen, 
deren  Längen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  p  dieser  Wellen  reprä- 
sentiren,  bestimmen  durch  ihre  Endpunkte  die  Sehniäourve  $  der  Normalen'' 
fläche  mit  dem  Querschnitt  des  Prismas.  $  ist  die  Fusspunktourve  jener 
Gurve  9t,  welche  der  Cylinder  S  auf  dem  Querschnitt  erzeugt.  Bezeichnen 
wir  mit  P  den  Fusspunkt  der  Normale  einer  bestimmten  Wellenebene 
{OP  =  p),  mit  R  den  Berührungspunkt  dieser  Wellenebene  auf  der  (Xure  91, 
so  ist  OB  die  Projection  des  zu  der  Wellennormale  O  P  gehörigen  Strahles  OS 
auf  den  Querschnitt  des  Prismas.  Durchläuft  P  die  Curve  ^,  so  beschreibt 
B  die  Curve  31  (Fig.  135,  8.  295). 

Sind  nun  an  einem  Prisma  drei  der  Winkel  Ä,  D,  t,  «"  gemessen  und 
ist  daraus  ein  Werthepaar  i//,  p  berechnet,  also  die  Bichtung  und  die  Gre- 
schwindigkeit  einer  gebrochenen  WeUenebene  bestimmt,  so  kennt  man  die 
Richtung  und  die  Länge  eines  Badius  der  Curve  $.  Hieraus  ist  ersicht- 
lich, dass  die  Sehnittourve  der  Normalen  fläche  des  Prismas  mit  der  QuerschmUs" 
ebene  desselben  ea^erimenteU  durch  eine  beliebige  Zahl  ihrer  Punkte  ermittelt 
werden  kann. 


7.  Eintheilung  der  Krystalle  nach  optischen  Symmetrieeigenschaften.  — 

Bevor  wir  die  optischen  Eigenschaften  der  Eiystalle  im  Einzelnen  dar- 
legen, möge  eine  kurze  TJebersicht  ihrer  Sjmmetrieverhältnisse  vorausge- 
schickt, werden.  Ausfuhrlichere  Erläuterungen  bleiben  den  folgenden  Ka- 
piteln vorbehalten. 

Erfahrungsgemäss  sind  sieben  Klassen  krystallisirter  Körper  zu  unter- 
scheiden. 

A.    Isotrope  Krystalle. 

In  jedem  homogenen  Krystall  des  regulären  Systems  sind  alle  Rich- 
tungen in  optischer  Beziehung  gleichberechtigt  Die  Mehrzahl  der  bekannten 
regulären  Körper  ist  gleichzeitig  einfach  brechend.  Demnach  ist  die  Strahlen- 
fläche für  jede  Wellenlänge  und  jede  Temperatur  eine  KugeL  Der  Kugel- 
mittelpunkt ist  zugleich  ein  Centrum  der  Symmetrie,  jeder  Durchmesser 
eine  Axe  der  Isotropie,  jede  Diametralebene  eine  Symmetrieebene.  Die 
Symmetrieverhältnisse  dieser  isotropen  und  einfach  brechenden  Krystalle 
sind  daher  nach  den  früher  (S.  66)  eingefflhrten  Bezeichnungen  durch  das 
folgende  Symbol  darzustellen: 

(1)  CX)L^;     OOP^,     C. 


Symmetrieeigenschaften.  299 


Eine  geringere  Zahl  regulär  kiystallisirender  Körper  zeigt  ein  optisches 
Drehnngsvermögen.  Ihre  Strahlenfläche  besteht  aus  zwei  conoentrischm  Ku- 
geln, welche  kein  Centrum  der  Symmetrie  besitzen.  Noch  ist  jeder  Durch- 
messer eine  Axe  der  Isotropie,  allein  Symmetrieebenen  sind  nicht  vorhanden. 
Für  diese  Klasse  isotroper  Krystalle  erhalten  wir  daher  das  Symbol: 

(2)  ooL«, 

Die  hierher  gehörigen  Körper  dürfen  auch  in  ihrer  Krystallform  kein  Cen- 
trum der  Symmetrie  und  keine  Symmetrieebene  darbieten.    Demnach  können 
nur  plagiedrisch-hemiedrische  oder  tetarto^drische  Krystalle  des  regulären 
Systems  (S.  36,  37)  ein  optisches  Drehungsvermögen  zeigen. 
Die  Krystalle  aller  übrigen  Systeme  sind  optisch  anisotrop. 

B.  Krystalle  mit  einer  Axe  der  Isotropie. 

In  jedem  Krystall  des  hexagonalen  oder  des  ietragondlen  Systems  sind 
die  gegen  die  krystaUographische  Yerticalaxe  y  unter  demselben  Winkel  ge- 
neigten Sichtungen  optisch  gleichberechtigt.  Daher  ist  die  Strahlenfläche 
eine  Umdrehungs fläche,  deren  XJmdrehungsaxe  die  Eichtung  der  Axe  y  be- 
sitzt Jede  auf  y  senkrecht  stehende  Gerade  ist  eine  Symmetrieaxe  Ton  der 
Periode  2,  so  dass  y  zweiseitig  ist. 

Eine  Trennung  der  beiden  Systeme  ist  auf  optischem  Wege  nicht  mög- 
lich. Wohl  aber  sind  in  jedem  Systeme  nach  den  speciellen  Symmetrie- 
eigenschaften der  Strahlenflächen  wieder  zwei  Klassen  zu  unterscheiden« 

Die  Strahlenfläche  eines  Krystalls  der  ersten  Klasse  besteht,  wie  die 
von  Chb.  Hüyghens  für  den  Kalkspath  aufgefundene  Fläche,  aus  zwei  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung:  einer  Kugel  und  einem  Umdrehungselltpsoidj  welche 
den  in  die  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  y  Menden  Durchmesser  gemein 
haben  und  sich  an  den  Endpunkten  desselben  berühren.  Der  gemeinsame 
Mittelpunkt  ist  gleichzeitig  ein  Centrum  der  Symmetrie.  Jede  durch  die 
Axe  y  hindurchgehende  und  die  auf  y  senkrechte  Ebene  sind  optische 
Symmetrieebenen.  Diese  Eigenschaften  werden  repräsentirt  durch  das  Symbol: 

(8)  2L^,     OOXa';     P^,     CX)P,';     G. 

Die  Krystalle  der  zweiten  Klasse  zeigen  in  der  Bichtung  der  Axe  der 
Isotropie  ein  optisches  Drehungsvermögen.  Ihre  Strahlenfläche  besteht  aus 
zwei  sieh  nicht  berührenden  Rotationsflächen  und  besitzt  weder  ein  Centrum 
der  Symmetrie  noch  Symmetrieebenen.  Sie  wird  daher  charakterisirt  durch 
das  Symbol: 
(4)  2L«,    00  V. 

Hierher  können  nur  solche  hexagonale  und  tetragonale  Krystalle  gehören, 
welche  auch  in  ihrer  EjystaUform  des  Centrums  der  Symmetrie  und  der 
Symmetrieebenen  entbehren.  Dieser  Fall  liegt  vor  einerseits  in  der  tra- 
pezo^drischen  Hemi6drie,  der  ersten  hemimorphen  Tetarto^drie,  der  trapezo6- 
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drischen  Tetaxtoßdrie  und  der  Ogdoßdrie  des  hexagonalen  Systems  (S.  39,  40, 
42,  43),  andererseits  in  der  trapezoedrischen  Hemi^drie  und  der  hemimorphen 
Tetartoedrie  des  tetragonalen  Systems  (S.  45,  46). 

C.  Kystalle  ohne  Axe  der  Isotropie. 

Für  die  Erystalle  des  rhombischen^  monoklinen  und  trikünen  Systems  ist 
die  von  A.  Fbesnel  entdeckte  Strahlenfläche  charakteristisch:  eine  Ober- 
fläche vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse  mit  einem  Centrum  der  Symmetrie 
und  drei  auf  einander  senkrechten  zweiseitigen  2-zähligen  Synmietiieaxen 
^1,  Xj,  Xg,  deren  Verbindungsebenen  Symmetrieebenen  sind.  Die  Fresnd'- 
sche  Strahlenfläche  hat  zwei  Paare  reeller  Knotenpunkte,  welche  an  den 
Endpunkten  zweier  Durchmesser  (der  Strahlenaxen)  liegen,  und  zwei  Paare 
singulärer  Tangentialebenen,  von  denen  sie  in  Kreisen  berührt  wird;  die 
beiden  Normalen  dieser  Ebenenpaare  werden  optische  Axen  genannt 

Zur  Unterscheidung  jener  drei  Systeme  dient  vor  allem  die  Abhängig- 
keit der  Orientirung  der  optischen  Symmetrieaxen  X^,  X,,  -X,  von  der 
Wellenlänge  des  Lichtes  und  von  der  Temperatur.  Um  die  hier  statt- 
findenden Beziehungen  zu  erläutern,  müssen  wir  beachten,  dass  den  rhom- 
bischen, monoklinen  und  triklinen  Krystallen  in  optischer  Beziehung  jedes- 
mal die  Symmetrieeigenschaften  der  holoedrischen  Oruppe  des  Systems  zu- 
kommen. 

Im  rhombischen  System  hat  die  holoedrische  Gruppe  (S.  47)  gerade  jene 
Symmetrieverhältnisse,  welche  der  Fresnerschen  Strahlenfläche  eigen  sind. 
Das  Symbol  derselben  lautet: 

(5)  2L„     2L,\    2V;    A,     P2,    K'.G. 

Hier  fallen  demnach  die  optischen  Symmetrieaxen  fär  jede  Wellenlänge 
und  bei  jeder  Temperatur  in  die  Bichtungen  der  krystallographischen  Sym- 
metrieaxen. 

Die  holoedrische  Gruppe  des  mmoMvnen  Systems  (S.  49)  besitzt  ausser 
einem  Centrum  eine  2-zählige  Symmetrieaxe  n^  und  eine  zu  ihr  senkrechte 
Symmetrieebene: 

(6)  L^\    P^\    C. 

Demnach  wird  für  jede  Wellenlänge  und  bei  jeder  Temperatur  eine  der 
optischen  Symmetrieaxen  mit  n^  zusammenfallen,  während  die  beiden  anderen 
ihre  Orientirung  in  der  Synmietrieebene  mit  der  Wellenlänge  und  der  Tem- 
peratur ändern. 

In  den  Krystallen  des  MM^nen  »Systems,  dessen  holoedrische  Omppe 
nur  ein  Centrum  der  Symmetrie  besitzt: 

(7)  C, 

ist  die  krystallographische  Orientirung  aller  drei  optischen  Symmetrieaxen 
von  der  Wellenlänge  und  der  Temperatur  abhängig. 
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Eine  systematische  Darstellung  der  Krystalloptik  in  dieser,  den  Sym- 
metrieeigenschaften  genau  entsprechenden  Anordnung  ist  durch  die  Natur 
des  Gegenstandes  und  die  historische  Entwickelung  der  Forschung  aus- 
geschlossen. Um  so  mehr  erscheint  es  geboten,  am  Schluss  dieses  Kapitels 
die  Ergebnisse  unter  dem  soeben  dargelegten  Gesichtspunkte  zusammen- 
zufassen. 


Die  Huyghens'sche  Strahlenfläche. 

8.  Durch  eine  glückliche  Conception  gewann  Chb.  Htjyghens  das  Gesetz 
für  die  Fortpflanzung  homogenen  Lichtes  im  Kalkspath.  ^  Er  hatte  gezeigt, 
wie  das  Gesetz  der  Brechung  und  der  Reflexion  des  Lichtes  für  zwei  ein- 
fach brechende  Körper  aus  der  Annahme  hergeleitet  werden  könne,  dass  die 
Strahlenfläche  in  jedem  dieser  Körper  eine  Kugel  sei.  Im  Kalkspath  befolgt 
einer  der  beiden  aus  einem  einfallenden  Strahle  hervorgehenden  gebrochenen 
Strahlen  das  gewöhnliche  Brechungsgesetz;  seine  Strahlenfläche  ist  daher 
durch  eine  Kugel  gegeben.  Der  ausserordentliche  Strahl  zeigt  in  allen  gegen 
die  krystallographische  Verticalaxe  y  (Fig.  57,  S.  67)  gleich  geneigten  Rich- 
tungen dasselbe  Verhalten.  Indem  Hüyghens  vermuthete,  das  Gesetz  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieses  Strahles  möchte  dem  gewöhnlichen  Ge- 
setze an  Einfachheit  zunächst  stehen,  nahm  er  an,  dass  die  Abhängigkeit 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  ausserordentlichen  Strahles  von  der 
Richtung  durch  ein  Umdrehungseüipsoid  darzustellen  sei,  dessen  Umdrehungs- 
axe  jene  Axe  y  ist.  Da  in  der  Richtung  y  nur  eine  einzige  Strahlen- 
geschwindigkeit zu  beobachten  ist,  so  musste  ausserdem  angenommen  werden, 
dass  die  Kugel  und  das  Ellipsoid  den  zu  y  parallelen  Durchmesser  gemein 
haben. 

Die  Gestalt  dieser  Strahlenfläche  ist  also  für  eine  bestimmte  Wellen- 
länge des  Lichtes  und  eine  bestimmte  Temperatur  durch  zwei  Grössen  ge- 
geben: den  Radius  der  Kugel  o  (die  Geschwindigkeit  der  ordentlichen 
Strahlen)  und  den  Aequatorialradius  des  Ellipsoids  e  (die  Geschwindigkeit 
der  zur  Axe  /  senkrechten  ausserordentlichen  Strahlen).  Man  bezeichnet  o 
und  e  als  HaupUichigesekwindigkeitm,  ihre  reciproken  Werthe  co  ^  I/o  und 
c  =«  1/c  als  Haupibrechungsindicea.  Die  Axe  der  Isotropie  y  wird  optische 
Axe  genannt. 

Wir  können  jetzt  die  Huyghens'sche  Construciion  für  den  Durchgang  des 
Lichtes  durch  eine  plariparaMe  Platte  (S.  286)  an  dem  Beispiel  einer  Kalk- 
spathspaltungsplatte  erläutern.  Es  möge  die  Einfallsebene  insbesondere  mit 
dem  Hauptschnitte'  dieser  Platte  zusammenfallen  (Fig.  136).    Auf  die  Ein- 


'  Chb.  Hutohens,  Trait6  de  la  lumi^re.    Leide  1690.    Chap.  V. 

'  Als  Hauptschnitt  einer  Ebene  in  einem  Krystall  mit  einer  Axe  der  Isotropie  ^ 
wird  die  zur  Normale  jener  Ebene  und  zur  Axe  y  parallele  Ebene  bezeichnet  Unter 
dem  Haaptschnitte  einer  Geraden  versteht  man  die  zu  dieser  Geraden  und  zur  Axe  y 
parallele  Ebene. 
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trittsfläche  ®  falle  unter  dem  Winkel  i  der  Strahl  JO  auf.  Wir  beschreiben 
um  O  als  Mittelpunkt  die  Huyghens'sche  Strahlenfläche  und  die  Engel,  deren 
Radius  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  dem  äusseren  Mittel 
repräsentirt.  Die  Tangentialebene  der  Kugel  im  Schnittpunkte  H  der  Yer- 
längerung  von  JO  schneide  die  Grenzebene  ®  in  der  zur  Einfellsebene  senk- 
rechten Geraden  D.    Dann  bestimmen  unter  den  von  D  ausgehenden  Tan- 


Fig.  186. 

gentialebenen  der  Huyghens'schen  Strahlenfläche  DKy  DR  die  Richtungen 
der  gebrochenen  Wellen,  während  DR^%  DR^  die  Richtungen  der  an  der 
Grenzebene  &  in  das  Innere  des  Kalkspath  reflectirten  Wellen  liefern.  Die 
Radien  nach  den  Berührungspunkten  geben  die  Richtungen  der  gebrochenen 
und  der  im  Inneren  reflectirten  Strahlen  OR',  OS  und  OÄ/,  OS^  Da  die 
Huyghens'sche  Strahlenfläche  eine  Umdrehungsfläche  ist,  so  haben  der  ausser- 
ordentlich gebrochene  Strahl  OS  und  die  Normale  OR  seiner  Wellenebene  DR 
denselben  Hauptschnitt,  der  in  dem  vorliegenden  Beispiele  mit  der  Einfalls- 
ebene zusammenfallt.  Wir  ersehen  hieraus,  dass  ein  ausserordentUch  ge- 
brochener Strahl  nicht  aus  der  EinfaUsebene  heraustritt,  falls  diese  letztere 
Ebene  die  Richtung  einer  optischen  Symmetrieebene  besitzt.  Die  an  (8' 
austretenden  Strahlen  sind  dem  einfallenden  Strahle  parallel,  und  der  an  (S 
reflectirte  Strahl  OF  wird  durch  den  Radius  der  Eugel  nach  dem  Berüh- 
rungspunkte F  der  von  D  ausgehenden  und  in  das  äussere  Mittel  fiiUenden 
Tangentialebene  DF  bestimmt. 


9.  CHB.HuTaHENS  beobachtete,  dass  mit  der  Doppelbrechung  des  Lichtes 
im  Ealkspath  eine  Erscheinung  verbunden  ist,  welche  später  von  L.  Malus 
als  PolarisoHon  des  Lichtes  bezeichnet  wurde. 

Ein  durch  ein  Diaphragma  begrenztes  Bündel  von  parallelen  Strahlen 
natürlichen  Lichtes  falle  senkrecht  auf  eine  Spaltungsplatte  von  Ealkspath, 


Polarisation  des  Lichtes  im  KdOcspath, 
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deren  Hauptschnitt  in  Fig.  137  durch  einen  Pfeil  angedeutet  ist.  Die  beiden 
gebrochenen  Strahlenbündel  O,  E  erscheinen  dem  Auge  von  nahezu  gleicher 
Intensität.  Dass  ihre  Eigenschaften  aber  von  denen  des  natürlichen  Lichtes 
abweichen,  ergiebt  sich  aus  ihrem  Verhalten  gegenüber  einer  zweiten  Kalk- 
spathplatte.    Es  erzeugen  nämlich  0  und  E  in  dieser  Platte  im  Allgemeinen 


Fig.  187. 


Fig.  188. 


Fig.  139. 


Fig.  140. 


Fig.  141. 


wieder  je  zwei  gebrochene  Strahlenbündel  O^,  0«  und  E^j  jK«,  deren  Intensi- 
täten mit  dem  Winkel  a  zmschen  den  Hauptsohnittefi  der  beiden  Platten  ver- 
änderlich sind.  Die  hier  stattfindende  Abhängigkeit  wird  angenähert  dar- 
gestellt durch  folgende  von  Malus  aufgestellte  Ausdrücke.^ 

Bedeuten  /  die  Intensität  des  auf  die  erste  Platte  fallenden  natürlichen 
Lichtes  und  m  einen  Factor,  welcher  die  Schwächung  der  Intensität  durch 
Befledon  an  den  Grenzflächen  und  durch  Absorption  im  Ealkspath  angiebt, 
so  sind  die  Intensitäten  jener  Strahlenbündel: 


O^m- 


E^ 


J 


0^  =  wO  cos*  a,     Oe  =  mO  sin*  a, 
jEr  =  mEsin^  a,    Et  ■=  mEoo&^cc. 


^  £.  L.  Malus,  Theorie  de  la  double  r^fraction  de  la  lumiöre  dans  lea  subBtanceB 
criatalliflto.  Paris  1810.  M^m.  prös.  i  Tlnst.  par  diy.  sav.  Sc.  math.  et  phys.  2,  808, 
1811.    (Chap  m,  p.  413.) 

Nach  den  photometrischen  Messungen  von  H.  Wn^n  (Pogg.  Ann.  118,  237, 1868) 
würde  man  beim  Kalkspath  einen  Fehler  bis  zu  Vao  ^^  Verhältnisses  der  Licht- 
inteuntaten  begehen,  wenn  man  sich  an  das  MALus^sche  Gesetz  halten  woUte.  Bei 
Kdrpem  von  so  starker  Doppelbrechung  muss  man  die  MALüs'schen  Ausdrücke  durch 
die  Ton  F.  E.  Nbohanh  (Theoret  Unters,  der  (besetze  etc.  Abh.  Berlin.  Akad.  1885) 
entwickelten  Formebi  ersetzen. 
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In  derThat  wird  derHüYGHEKs'scheFondanientalversuGh  durch  diese  Formeln 
beschrieben.  Sind  die  beiden  Platten  einander  parallel,  c^  =»  0,  so  ei&hrt 
in  der  zweiten  Platte  O  eine  ordentliche,  E  eine  ausserordentliche  Brechung: 

Stehen  dagegen  die  Hauptschnitte  der  Platten  aufeinander  senkrecht,  a  =  90^ 
so  erleidet  O  eine  ausserordentliche,  E  eine  ordentliche  Brechung  (Rg.  139): 

Ist  u  =  180^,  so  tritt,  falls  die  Platten  gleich  dick  sind,  nur  ein  einziges 
Strahlenbündel  0^  +  E^  aus  (Fig.  141).  Für  «  =  45^,  185^  ...  sind  vier 
austretende  Strahlenbündel  von  gleicher  Intensität  vorhanden  (Fig.  138, 140): 

L.  Maiiüs  fand,  dass  der  ordentlich  gebrochene  Strahl  O  in  Bezug  auf 
seinen  Hauptschnitt  und  der  ausserordentlich  gebrochene  Strahl  E  in  Bezug 
auf  die  durch  ihn  gelegte,  zu  seinem  Hauptschnitte  senkrechte  Ebene  die- 
selben Eigenschaften  besitzt,  wie  ein  durch  Eefiexion  vollständig  polarisirter 
Lichtstrahl  in  Bezug  auf  die  Beflexionsebene.  Fallt  nämlich  durch  das 
Diaphragma  auf  die  Ealkspathplatte  Fig.  137  Licht,  welches  durch  Reflexion 
vollständig  polarisirt  ist,  so  entsteht  nur  das  Strahlenbündel  O  oder  nur  das 
Strahlenbündel  E^  je  nachdem  der  Hauptschnitt  der  Platte  mit  der  Beflexions- 
ebene des  einfallenden  Lichtes  zusammenfallt  oder  zu  ihr  senkrecht  steht 
Nach  der  von  Malus  eingeführten  Bezeichnung  ist  demnach  der  ordentliche 
Strahl  nach  seinem  Hauptschnitte,  der  ausserordentliche  Strahl  senkrecht  zu 
seinem  Hauptschnitte  polarisirt. 

Das  Gesetz  der  Fortpflanzung  und  der  Polarisation  des  Lichtes  im  Ealk- 
spath  kann  jetzt  so  ausgesprochen  werden:  Aüe  nach  ihrem  Hctuptsckmiie 
polarisirten  Strahlen  von  derselben  Wellenlänge  pflanxen  sich  mit  oonsianier 
Oeschmndigkeit  fort,  welche  gegeben  ist  durch  den  Radius  der  Kugel  der  Hw^ghefis'- 
sehen  Strahlen  fläche;  dagegen  besitzen  die  senkrecht  zu  ihrem  HauptscknUU  polari- 
sirten Strahlen  eine  mit  ihrer  Neigung  gegen  die  Axe  der  Isotropie  y  veränd&r- 
liehe  Oeschmndigkeit,  welche  durch  die  Radien  des  UmdrehungseUipsoids  der 
Huyghens' sehen  Strahlenfläche  dargestellt  wird. 

Bezeichnen  wir  hinfort  als  Polarisationsrichtung^  eines  ordentlichen  Strahles 
die  in  seinem  Hauptschnitte  gelegene  Normale  desselben  und  als  Polaxisations- 
richtung  eines  ausserordentlichen  Strahles  die  Normale  seines  Hauptschnittes, 
so  haben  diese  beiden  Sichtungen  für  jede  gegebene  Strahlenrichtung  eine 
krystallographisch  feste  Orientirung,  welche  von  den  Werthen  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten unabhängig  ist  und  von  vom  herein  auj'egeben 
werden  kann.  Die  Verbindungsebene  eines  Strahles  mit  der  Polarisations- 
richtung desselben  wird  die  Polarisationsebene  des  Strahles  genannt. 

^  J.  Mac  Cullaoh  nannte  diese  Folarisationsrichtung  ,,the  transversal  of  the 
polarized  ray".    CoU.  Works  88. 
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Stellen  wir  uns  nun  vor,  dass  an  dem  Endpunkte  jedes  Badiusvectors  der 
Hnjghens'schen  Strahlenfläclie  die  zugehörige  Polarisationsrichtung  markirt 
sei,  so  ergiebt  sich  die  auf  S.  299  beschriebene  physikalische  Symmetrie  dieser 
Fläche. 

10.  J.  B.  BiOT*  erkannte,  dass  unter  den  Krystallen,  deren  Strahlen- 
flachen  die  von  Huyghens  angegebene  Gestalt  besitzen,  zwei  Arten  zu  unter- 
scheiden seien,  welche  nach  dem  Vorschlage  von  A.  Fbesnel  als  optisch 
posi^ve  und  optisch  negative  Erystalle  bezeichnet  werden. 

In  der  Strahlenfläche  eines  Krystalls  von  positivem  Charakter  der  Doppel- 
brechung umgiebt  die  Kugel  das  Ellipsoid  (o  >  e).  Bei  einem  negativen 
Eiystall  umschliesst  das  Ellipsoid  die  Kugel  (o  <  e). 

Der  ausserordentliche  Strahl  ist  demnach  der  langsamere  bei  den  posi- 
tiven, der  schnellere  bei  den  negativen  Krystallen,  und  die  Differenz  zwischen 
den  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  ordentlichen  und  der  ausserordent- 
Uchen  Strahlen  ist  in  jenem  Falle  stets  positiv,  in  diesem  stets  negativ. 


Fig.  142. 


Fig.  148. 


Die  Figuren  142  und  143  stellen,  jene  für  einen  positiven,  diese  für 
einen  negativen KiystaU,  dieSchnittcurven  der Hujghens'schen  Strahlenfläche' 
und  der  zugehörigen  Indexfläche  mit  einer  durch  die  Axe  der  Isotropie 
gellenden  Ebene  dar. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  der  Winkel  zwischen  einem  ausserordentlichen 
Strahl  OS  und  der  optischen  Axe  bei  einem  positiven  Kiystall  kleiner,  bei 
einem  negativen  Krystall  grösser  ist,  als  die  Neigung  der  zugehörigen  Wellen- 
normale OQ  g^en  die  optische  Axe. 

^  J.  B.  BiOT,  Memoire  sur  la  decouyerte  d'une  propri^t^  nouyeUe  dont  joiÜBBent 
les  forces  poburisaiites  de  certaina  criBtanz  (1814).  M4m.  de  la  classe  des  sc.  math.  et 
phjs.  de  riost  Ann^e  1812.  13  (2),  19,  1816.   Gn^BEBT  Ann.  d.  Phys.  65,  1—8,  1820. 

*  O^ps-Modelle  dieser  Flflehe  Uefert  die  Verlagshandlung  von  L.  Bbill  in  Darmstadt 

,  Phja.  KtTvUUogr.  20 
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11.  Bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem,  dessen  Axe  X^  mit  der 
optischen  Axe  zusammenfallt,  lautet  die  Oleichtmg  der  Huyghena'schm  StraßUm" 
fläche  (Fig.  144): 

Kugel:  aj,«  +  V  +  V  =  0^. 

Daraus  ergiebt  sich  für  die  Gesdnu^indigkeü  8  eines  unter  dem  Winkel  s  gegen 
die  opHsche  Axe  geneigten  ausserordentlichen  Strahles  (a^g  =^  ^>  x^^  8  sin  s, 
x^  =  Scoss)  die  Belation: 

sin'*       cos*« 1 


(1) 


«* 


Je  nachdem  o  >*  e  oder 
o<e  ist,  kann  man  hierfür 
setzen: 

oder   nach  Einführung   eines 
Hülftwinkels  x' 


Bin*/ 


1      i 

e 


_  =  _C08/ 


^ —  cos*  *, 


cos/ 


sin*/  = 


f*-fl« 


Aus  (1)  folgte  dass  die 
Fig.  144.  Differenz  der  Quadrate  der 

reciproken  Werthe  der  Ge- 
schwindigkeiten von  zwei  gleichgerichteten  Strahlen  dem  Quadrat  des  Sinus 
des  Neigungswinkels  zur  optischen  Axe  proportional  ist: 


(2) 


1       1       /'i       ^\  '  % 


Da  die  Huyghens'sche  Strahlenfläche  eine  Umdrehungsfläche  ist,  so 
muss  ein  ausserordentlicher  Strahl  OS  und  die  Normale  OQ  seiner  Wellen- 
ebene  Wt  mit  der  optischen  Axe  X,  in  einer  Ebene  liegen.  Es  seien  jetzt 
a;/,  x^  die  Coordinaten  des  Endpunktes  S  eines  in  der  Ebene  X^X^  ge- 
legenen ausserordentlichen  Strahles  OS.  Die  zugehörige  Wellenebene  Wt 
steht  auf  X^  X^  senkrecht  und  schneidet  diese  Ebene  in  der,  die  Ellipse: 


7^  "*■  0*  ""  ^ 
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berührenden  Geraden: 

c«     "*■     0«     ""  ^' 

deren  Abschnitte  auf  X^  und  X^  die  Werthe  haben: 


0*  __     q 


sinu  '      a*,'        cosw 


falls  mit  u  die  Neigung  der  Wellennormale  OQ  gegen  die  optische  Axe  be- 
zeichnet wird.  Trägt  man  die  hierdurch  bestimmten  Werthe  von  a:/,  scj'  in 
die  Gleichung  der  £llipse  ein,  so 
ei^ebt  sich: 

(!•)  e*  sin*  w  +  0*  cos*  u  ==  q*. 
Betrachtet  man  in  dieser  Glei- 
chung u  und  q  als  veränderlich, 
so  stellt  sie,  falls  die  Winkel  u 
in  der  Ebene  -X^  X^  genommen 
werden,  das  Oval  mit  den  Halb- 
axen  o,  e  dar,  welches  die  Fuss- 
punktcurve  der  Ellipse  mit  den 
Halbazen  o,  e  ist  {¥igA45).  Dieses 
Oval  und  der  Ereis  mit  dem 
Radius  o  bilden  die  Schnittcurve 
der  Normalenfläche  mit  der  Ebene 
X^X^.  Die  Fläche  selbst  wird 
durch  die  Umdrehung  dieser  Curve 
um  die  optische  Axe  X^  erzeugt. 

An  SteUe  von  (1*)  kann  man,  je  nachdem  o> e  oder  o <e  ist,  setzen: 

oder  nach  EinfBhrong  des  Hülfswinkels  x- 


Fig.  145. 


■(-^ 


-cos' 


u\  '■ 


q« 


Bin*j 


q  =  ecoB;^ 


-  cos' «. 


Nach  (1*)  ist  die  Differenz  der  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  von 
zwei  gleichgerichteten  Wellenebenen  dem  Quadrat  des  Sinus  des  Winkels 
zwischen  der  Wellennormale  und  der  optischen  Axe  proportional: 
(2*)  0*  —  q*  =  (o*  —  c*)  sin*  u. 

Stellen  wir  nun  die  Gleichungen  der  Strahlenfläche  und  der  Normalen- 
fläche in  ihrer  einfachsten  Gestalt,  ausgedrückt  durch  die  Polarcoordinaten 
«,  9  und  q,  Uj  einander  gegenüber: 

Strahlenfläche,  Normalenfläche. 

Kugel:         8  =  0  Kugel:      q  =  o 


Ellipaaid:  -r^  •- 


COß'* 


Ovaloid:  q*  =a  0*  cos"  «  +  c*  sin*  w, 
20* 
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so  lassen  sie  den  zwischen  Strahlen  und  Wellenebenen  herrschenden  Doa- 
Usmos  hervortreten  und  führen  zu  folgendem  Uebertragungsprincip:  die  für 
Strahlen  geltenden  Formeln  gehen  in  die  auf  Wellenebenen  beznglichen 
dadurch  über,  dass  an  Stelle  von: 

0,  c,  8,  s 
gesetzt  wird: 

j_      £       1 

Jedem  Satze  über  Strahlen  entspricht  hiemach  ein  Satz  über  ebene  Welleo. 
Aus: 
(8)  tan«  =  ^-^  =  -,tan« 

C  d/g  C 

folgt,  dass  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Neigungen  eines  ausser- 
ordentlichen Strahles  und  seiner  Wellennormale  zur  optischen  Axe  ein  cm- 
stantes  Yerhältniss  besitzen. 

Sind  die  HauptUchtgeschwindigkeiteu  o,  e  und  die  Neigung  s  eines 
ausserordentlichen  Strahles  gegen  die  optische  Axe  gegeben,  so  findet  man 
die  Geschwindigkeit  d  dieses  Strahles  aus  (1),  den  Winkel  u  zwischen  der 
zugehörigen  Wellennormale  und  der  optischen  Axe  aus  (3)  und  die  Ge- 
schwindigkeit q  der  Welle  aus  (2).  Auf  dem  umgekehrten  Wege  bestimmt 
man  den  zu  einer  gegebenen  Wellenebene  gehörigen  Strahl. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  dem  Strahl  OS  und  der  Wellen- 
normale  OQ  mit  csj  so  ist: 

cos  €5  =  cos  (m  —  5)  =  y 

und: 

.  tan  u  —  tan  *        (0'  —  e*)  tan  u 

1  +  tan  tttan  s       0*  +  c*  tan*  u 

oder: 

0*—  e* 
(4)  tan  cj  =  ±  — 5 —  sm  u  cos  t*. 

Demnach  ßJIt  ein  ausserordentlicher  Strahl  mit  seiner  Wellennonnale 
nur  zusammen,  wenn  er  zur  optischen  Axe  parallel  oder  senkrecht  liegt. 

Aus  (4)  gewinnt  man  den  Maximalwerth  von  o,  indem  man  die  Ab- 
leitung von  tan  £9  nach  tant«  der  Null  gleich  setzt.  Es  ergiebt  sich,  dass 
der  Winkel  ztvischen  einem  ausserordentlu^ien  Strahl  und  der  Normale  der 
xiigetiörigen   Wellenebme  seinen  grössten   Wcrth  m^  erreicht,  wenn: 

tan^M  «-jT 
oder: 

tan  w^  =  ±  — ,    tan  s  =  ±  — 

ist.    In  diesem  Falle  ist  also  die  Summe  der  Winkel  u^  und  s^  gleich  90*. 
Der  Maadmahverth  von  ro  ist  gegeben  durch: 
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Die  folgende  Tabelle  enthält  eine  Zusammenstellung  der  Haupt- 
brechnngsindices  (o,  b,  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  o,  t,  der  Dif- 
ferenzen der  Quadrate  dieser  letzteren  Grössen  ±  (o*  ~  c*)  und  der  Winkel 


NairiumwUrai^ 
DolomU*. 
KaUegpath^ 
RtM\    . 
Proiuiü*. 
Zirhm^  . 
Turmalin* 
Phenakü* 
Anata*^  . 

Apatit^   . 


+  1,96 
1,5852 
1,68174 
1,65850 
2,6158 
3,0877 
+ll,92 
-,1,6366 
+  1,6640 

-  2,53586 

-  1,58208 
-1,7675 
-{1,64607 


2,60 

1,3348 

1,50256 

1,48635 

2,9029 

2,7924 

1,97 

1,6193 

1,6697 

2,49588 

1,57565 

1,7592 

1,64172 


0,510 

0,63084 

0,59462 

0,60295 

0,38229 

0,32386 

0,521 

0,61103 

0,60459 

0,89442 

0,63207 

0,56577 

0,60750 


0,385 

0,74917 

0,66552 

0,67279 

0,34448 

0,35812 

0,508 

0,61754 

0,59891 

0,40066 

0,63466 

0,56844 

0,60912 


±(o«-e») 


0,11188 
0,16329 
0,08934 
0,08911 
0,02747 
0,02335 
0,01360 
0,00800 
0,00683 
0,00496 
0,00328 
0,00303 
0,00197 


37»  0,7' 

49  55,0 

48  13,2 

48  8,0 

42  1,3 

47  52,5 

44  15,8 

45  18,2 

44  43,8 

45  27,0 
45  7,0 
45  8,1 
45  4,5 


52»59,3' 

40  5,0 

41  46,8 

41  52,0 
47  58,7 

42  7,5 
45  44,2 

44  41,8 

45  16,2 
44  33,0 
44  53,0 
44  51,9 
44  55,4 


15«58,6'  roth 
9  50,0  Na 
6  26,4  I  Na 
6  16,0  I  Na 
5  57,4  !  Na 
5  45,0  ,  Na 
1  28,4  roth 
0  86,4 
0  32,4 
0  54,0 
0  14,0 
0  16,2 
0    9,1 


Na 
Na 
Na 
Na 
roth 
Na 


'  Baebwald,  '  CoRNU,  ^  Des  Cloizbaux,  ^  Fizbau,  ^  Hbussbr,  '  Milleb,  "*  R^sn- 

BBBO,  "  SOHRAUV,  '  SbNARMONT. 

12.  Das  Huyghens'sche  Gesetz  für  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  im 
Kalkspath  ist  nach  verschiedenen  Methoden  mit  äusserster  Sorgfalt  experi- 
mentell geprüft  worden,  ohne  dass  jemals  eine  die  Beobachtungsfehler  über- 
steigende Abweichung  constatirt  werden  konnte.  Die  höchste  Genauigkeit 
haben  die  Beobachtungen  an  Prismen  nach  der  auf  S.  295  erläuterten 
Methode  erreicht. 

Wenn  die  Wellenlänge  des  Lichtes  und  die  Beobachtungstemperatur 
constant  bleiben,  so  muss  ein  beliebig  orientirtes  Prisma  unter  allen  Ein- 
fallswinkeln, welche  den  Durchgang  des  Lichtes  gestatten,  für  die  Geschwin- 
digkeit der  ordentlichen  (stärker  abgelenkten^)  Welle  einen  constanten  Werth 
D  ergeben.  Hiermit  stinmien  die  Beobachtungen  von  W.  Swan*  überein, 
welche  unter  einander  nur  um  0,00002  abweichen. 

Ein  Prisma^  dessen  Kante  parallel  zur  Axe  der  Isotropie  liegt,  wird  unter 
allen  Einfallswinkeln  auch  für  die  Geschwindigkeit  der  ausserordentlichen 
(schwächer  abgelenkten)  Welle  einen  constanten  Werth  e  liefern. 

TJm  das  Gesetz  zu  prüfen,  nach  welcher  sich  die  Geschwindigkeit  q 
einer  ausserordentlichen  Welle  in  einer  durch  die  Axe  der  Isotropie  /  hin- 


^  Die  ordentliche  Welle  erfiüirt  in  Priemen  optisch  positiver  Krystalle  (o>e)  eine 
schwächere,  in  Prismen  optisch  negativer  Krystalle  (o<e)  eine  stärkere  Ablenkung 
als  die  za  demselben  Einfallswinkel  gehörige  ausserordentliche  Welle. 

'  W.  SwAM,  Experiments  on  the  Ordinary  Refraction  of  Iceland  Spar.  Trans. 
Edinb.  Roy.  Soc.  16,  375,  1847. 
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durchgehenden  Ebene  mit  dem  Winkel  u  zwischen  der  Wellennormale  und 
der  Axe  y  ändert: 

q«  rs  0*  cos*  M  +  c*  sin*  u, 

miiss  man  ein  Prisma  benutzen,  dessen  Kante  zur  Axe  y  senkrecht  steht  Die 
Neigungen  der  Prismenflächen  gegen  y  seien  mit  Hülfe  von  Krystallflächen 
oder  Spaltflächen,  die  in  der  Begrenzung  des  Prismas  erhalten  gebliehen 
sind,  ermittelt,  so  dass  der  Winkel  g  zwischen  der  Halbirungsgeraden  .Y 
des  Prismenwinkels  A  und  der  Axe  y  bekannt  ist.  Bedienen  wir  uns  zur 
Erläuterung  dieses  Falles  der  Fig.  135,  S.  295,  worin  die  längere  Ellipsen- 
halbaxe  die  Richtung  von  y  angeben  möge,  so  ist  ersichtlich,  dass  u  mit 
dem  durch  die  Orientirung  des  Prismas  gegebenen  Winkel  g  und  der  Nei- 
gung xfj  der  Wellennormale  gegen  X  in  der  Beziehung  steht: 

u^yj-g, 
so  dass: 

(1)  q*  =  0*  cos*  (t/;  —  (?)  +  c*  siu^  (t/'  -  (>) . 

Hiernach  würde,  nachdem  der  Werth  von  o  gefunden  ist,  zur  Berech- 
nung der  Hauptlichtgeschwindigkeit  c  ein  Werthepaar  tp,  q  für  eine  einzige 
ausserordentlich  gebrochene  Welle  genügen,  denn  es  ist  nach  (1): 

r«x  q  C08  y  0  cofl  («f  —  o) 

(2)  e  =  -T-^^7 — ^7   smy= ^ — ^• 

Da  indessen  die  Beobachtungsfehler  alsdann  das  Resultat  erheblich  beein- 
trächtigen würden,  so  wird  man  unter  verschiedenen  Einfallswinkehi  eine 
grossere  Anzahl  {in)  von  Beobachtungen  anstellen,  aus  jeder  derselben  die 
Elemente  i//^,  q^,  (ä  =  i,  2,  ...w)  der  ausserordentlich  gebrochenen  Wellen 
berechnen  und  aus  den  zugehörigen  Werthen  von  c  das  Mittel  nehmen. 
Darauf  können  nach  (2)  mit  Hülfe  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  o^  e 
rückwärts  die  den  Winkeln  \pj^  enteprechenden  Werthe  von  q^  berechnet 
werden.  Ergiebt  sich  nun,  dass  die  Differenzen  der  beobachteten  und  der 
berechneten  Werthe  von  q^  kleiner  sind  als  die  wahrscheinlichen  Fehler  der 
einzelnen  Beobachtungen,  so  gewähren  die  Messungen  mit  der  ihnen  eigenen 
Genauigkeit  eine  Verification  des  Huyghens'schen  Gesetzes. 

Diese  Methode  ist  von  R.  T.  Glazebrook^  und  Ch.  S.  Hastings*  an 
Kalkspathprismen  durchgeführt  worden.    Letzterer  erhielt  unter  sorgfaltig- 


^  B.  T.  Glazbbbook:  Double  Befraction  and  Dispersion  in  Iceland  Spar:  auEx- 
perimeutal  Investigation,  with  a  Gomparison  with  Huyqhens'  Conatniction  for  the  Extni- 
ordinary  Wave.  Philoß.  Trans.  London  1880,  2,  421.  —  Wie  K.  Schering  bemerkt  hat, 
würde  Glazebbook  eine  noch  grössere  Uebereinstimmung  zwischen  Beobachtiing  und 
Berechnong  erzielt  haben,  wenn  er  zur  Berechnung  von  e  nicht  nur  eine  Beobachtung? 
benutzt,  sondern  für  a  denjenigen  Werth  gewählt  hätte,  welcher  sich  sämmtlicbcn 
Beobachtungen  am  besten  anschliesst    N.  Jahrb.  f.  Min.  1882,  2,  3. 

*  Ch.  S.  Hastikos,  On  the  law  of  Double  Refraction  in  Iceland  Spar.  Amer.  Joum. 
of  Sc.  (3)  3&y  60,  1888. 
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ster  Berücksichtigung  der  Fehler  des  Spektrometers  und  des  Einflusses  der 
Temperatur  im  Mittel  folgende  Werthe  der  Hauptbrechungsindices  für  die 
FBAüNHOFEB'sche  Linie  D^  hei  20^  C: 


A) 


=  1,658  389,    €  =  Y  ""  1^^86  452. 


Mit  Hülfe  von  w  und  e  wurden  die  Werthe  der  Brechungsindices  w  ==  l/q 
der  ausserordentlichen  Weilen  für  die  in  der  folgenden  Tabelle  angegebenen 
Winkel  t*  berechnet: 

w  n  beobachtet      n  berechnet 

3P  19'  45,68"         1,606113         1,606110 
31    19'  58,34  1,606  102         1,606 100. 

Hieraus  folgt,  dass  keine  Aussicht  vorhanden  ist,  durch  die  genaueste  der 
bekannten  Beobachtungsmethoden  eine  Abweichung  von  dem  Huyghens'schen 
Gesetze  zu  constatiren. 


13«  Nach  der  anf  S.  290  angedeuteten  Methode  bestimmen  wir  nun  die  ge- 
brochenen und  reflectirten  Wellen  und  Strahlen,  welche  bei  dem  Durchgange  einer 
ebenen  Welle  durch  eine  planparallele  Platte  eines  gewöhnlichen  optisch  einaxigen 
Kryetalk  auftreten,  wenn  das  äussere  Mittel  einfach  brechend  ist. 

Die  Orientirung  der  Grenzebene  %  ist  durch  den  Winkel  /t  zwischen  ihrer  Nor- 
male 3Es  und  der  optischen  Axe  X^  gegeben.  Die  £infallsebene  ®  soll  durch  ihre 
Neigung  g^en  den  Hauptschnitt  $  der  Grenzebene,  ($@)  —  ^,  fizirt  werden. 

Aus  einer  unter  dem  Winkel  •  einfallenden  Welle  W^  entstehen  an  der  Eintritts- 
fläche ®  der  Platte  eine  reÜectirte  und  zwei  gebrochene  Wellenebenen,  W^  und  IF^, 
TT^;  jede  der  letzteren  liefert  an  der  Austrittsfläche  ®'  zwei  reflectirte  Wellen  W^, 
WJ  und  eine  zu  W^  parallele  austretende  Welle.  Gesucht  sind  zunächst  die  Rich- 
tungen und  Geschwindigkeiten  dieser  Wellen,  falls  gegeben  sind:  die  Lichtgeschwindig- 
keit t>  in  dem  äusseren  Mittel,  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  o,  c  im  ELrystall,  dessen 
Charakter  ab  negativ  angenommen  wird  (o<c),  und  die  Winkel  fi,  ^,  t. 

Es  seien  bezeichnet:  mit  ^,  B,  2>^,  Z)^,  2>^',  DJ  die  Normalen  der  Wellenebenen 
^n  ^r»  ^o»  ^ef  ^o'y  ^/»  ^^^  »>  »r>  «Tal  «Te»  «To'i  <pJ  dlc  Ncigungcn  dieser  Normalen 
gegen  die  Plattennormale  3^,,  mit  w^,  »,,  uj^  uj  die  Neigungen  von  2>„,  2)^,  DJ,  DJ 
gegen  die  optische  Axe  X^  und  mit  (|,  q'  die  Geschwindigkeiten  der  Wellenebeneu 

w„  w;. 

Nach  dem  Bcfiiezionsgesetze  ist: 

(i)  t;  =  i80o-t. 

Zur  Bestimmung  der  Winkel  q>  bedienen  wir  uns  der  Indezfläche.  Durch  den  Ein- 
fallspunkt  O,  den  Mittelpunkt  der  Gonstructionskugel  Fig.  146,  sei  ein  mit  der  Platte 
starr  verbundenes  rechtwinkliges  Axensystem  X^,  JT, ,  X^  gelegt,  in  welchem  X^  zur 
optischen  Axe  parallel  ist,  während  X^  in  den  Hauptschnitt  der  Grenzebene  fl&Ut* 
Ferner  gehe  durch  O  das  auf  S.  290  beschriebene,  mit  der  EinfaUsebenc  veränderliche 
Axensystem  3i^,  3£„  £,.    Alsdann  ist  das  System  der  Bichtungscosinus: 


^1 

X, 

^. 

^ 

cos  fi  cos  & 

-sin^ 

—  sin  ^  cos  & 

^ 

—  cos  /li  sin  ^ 

—  cos^ 

sin  fji  sin  & 

3E. 

—  sin^ 

0 

—  COS/i 
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Dabei  ist  angenommen,  dass  —  3£|  in  den  positiven  Quadranten  JS^  X^  fiült,  und  daas 
man  von  der  positiven  Aze  X^  auf  die  Ebene  X^X^  herabsehend  die  positive  Axe  X^ 
in  dem  zur  Bewegungsrichtung  des  Uhrzeigers  entgegengesetzten  Drehungssinne  auf 
dem  kflnesten  Wege  in  die  positive  Axe  X^  fiberführt  Demnach  lauten  die  Trans- 
formationsformeki  (a)  (S.  291): 

a?!  =  Ji  cos  /u  cos  ^  —  j,  cos  /u  sin  d^  —  j^  sin  /u 

a?,  =  — Xi  sin  ^  — jj  cos  ^ 

«a«—  JiSin/ucos^+jjSin/iisin^  —  j,cos/i, 


Flg.  146. 

und  die  Gleichung  der  Indexfläehei 

I  oVa^i'  +  ^i^  +  O^l      (Kugel) 
I  c*  {x^ « +  ar,«);+  o*«,«  =  1  (ElKpsoid) 

geht  tlber  in: 

I  o»(||«  +  |,«  +  j,«)  =  l 

worin: 

9,1  =s  e*  +  (o»  —  c*)  sin'  ^  cos*  & 
g„  =  c*  + (0*- c»)  sin'ni  sin*  ^ 
g„  =  e*  +  (o'-c')cosV 
8t8  =s  —  (o*  —  e')6in  |ii  cos  |ii  sin  ^ 
9ti  =  (o*  —  c*)  sin  /li  cos  ju  cos  ^ 
fli,=  -(o*— c*)sin'^sin^cos^. 


Planparallele  Platte, 
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Hieraus  erhält  man  durch  die  auf  S.  291  erläuterte  Substitution: 
sin»  ^  sin»     1 


h- 


f4  =  0,       fs 


die  Bur  Bestimmung  der  gesuchten  Winkel  <p  dienenden  Gleichungen: 


(2) 

mit  den  Go^cienten: 


sin*  qp  =  -j-  sin*  i 


a^  tan'  (p  +  2ai  tan  <]r  +  o,  =  0, 


«0=  g,iSin«t-ö%    aj  =  g,sßin*»,    a,  =  9,9  sm«». 
Ist  die  Greschwindigkeit  des  Lichtes  in  dem  äusseren  Mittel  grösser  als  in  dem  Kry- 
stall,  t)>o>c,  so  folgen  aus  der  ersten  Gleichung  (2)  swei  reelle  Werthe  (p^  und  qpo': 


(f)^  =  arc  sm 


ml—-  sm t J I 


g>o'  =  1800  - 


<ro» 


und  aus  der  zweiten  Gleichung  (2J  zwei  relle,  von  einander  verschiedene  Werthe  für 
tan  (f^  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen;  die  positive  Wurzel  liefert  qp^,  die  negative  q)J, 
Nachdem  auf  solche  Weise  die  Richtungen  der  im  Inneren  der  Platte  sich  fort- 
pflanzenden Wellen  bestimmt  sind,  findet  man  die  Geschwindigkeiten  der  ausserordent- 
lichen Wellen  aus: 


smt 


sin» 


(*) 


X3% 


und  die  Winkel  u^j  u^  nach  der  zur  Erläuterung  von  Fig.  146  dienenden  Fig.  147  aus 
den  Gleichungen: 

cos  u^  =  cos  (^o-^s)  =  cos  /[*  cos  <jpo  +  sin  ^  sin  <p^  cos  & 
costf,  =  cos  (l^e-^s)  =  cos  fiQOBq>^  -h  siu  /4  siu  gp,  cos  ^. 

Analoge  Formeln  gelten  fär  t«,'  und  u/. 

Die  Polarisationsrichtung  jeder  im  Kry- 
Btall  sich  fortpflanzenden  Welle  hat  eine  durch 
die  Fortpflanzungsrichtung  und  die  Geschwin- 
digkeit der  Welle  bestimmte  kiystallogra- 
pfaische  Orientirung:  sie  liegt  im  Hauptschnitt 
oder  senkrecht  zum  Hauptschnitt  der  Wellen- 
normale, je  nachdem  die  Welle  eine  ordent- 
liche oder  eine  ausserordentliche  ist.  Es  seien 
^•9  <2«y  djy  d^  die  Polarisationsrichtungen  der 
WeUen  W^,  W,,  WJ,  W;  und  ö,,  (5.,  a;,  dV 
die  Winkel  dieser  Richtungen  gegen  die  Ein- 
fallsebene. Dann  erhält  man  zunächst  nach 
Fig.  146,  147  aus  den  Dreiecken  ä^JT,!)^  und 
X%2C^D^  für  die  Azimute  d^,  d^  die  Relationen: 

.    »       sin  a  sin  ^ 

sin  J-ss \- , 

*•  sin  w„ 

(&)  .         . 

•   /%      ni^ox               ♦       smusin^ 
8m(5,—  90®)  =  —  cos  J,  =  — ^ 


^ 


/ 


/ 


/ 


\ 


4^ 


z3cjÄr_ tA 


-f.- 


-^ 


Binu. 


Fig.  147. 


Analoge  Ausdrücke  gelten  fQr  d^'  und  b^. 

Demnächst  handelt  es  sich  um  die  Er- 
mittelung   der  Bichtungen    und  Geschwindig- 
keiten der  ausserordenüichen  Strahlen  S  und  S\  welche  zu  den  Wellen   W^  und  W^ ' 
gehören.    Diese  Strahlen  liegen  in  den  Hauptschnitten  der  Wellennormalen  D^  und 


314  Die  Hvyghens'sche  StraMenfläche, 

DJ  und   sind  beatimmt  durch  ihre  Winkel  gegen  die  optische  Aze  (2C^8)  =  «r  und 

(6)  tan  (T  =s  — jtan  t«^,    tan  a  ^  -j  tan  «/. 

Bezeichnet  man  die  Winkel  (2>,S)  =  *  und  {DJ S)  =  *',  so  ist  nach  (4),  S.  308: 

(7)  tan  *  s=   — j —  Bin  u^  cos  u^ ,    tan  «  =«  — rj—  am  w^  cos  u^ , 

und  mit  Hülfe  von  g  und  «'  ergeben  sich  die  Geschwindigkeiten  S,  d'  jener  Strahlen  aus; 

(8)  8  =  -Ü-,    «-»-i-.. 

cos  «  cos  s 

Mit  RückBicht  auf  spätere  Anwendungen  beachten  wir  noch,  dass  die  Relation  (7) 
vermöge  der  Beziehungen  (S.  807,  313): 

(o*  —  c*)  sin* «^  =  0*  —  q',    o  sin  <)n^ »  q  sin  q>^ 
übergeht  in: 

(7*)  ^^^^8in(y.-y,)8in(y.  +  y.)^^ 

sm'gj,  * 

Aus  den  Dreiecken  i^X^D^  und  ^X^D^  entnehmen  wir: 

cot  5^  sin  d^  =  sin  gn^  cot  /i*  —  cos  gp„  cos  d^ 
—  i&nd^mn&  =»  sin g)^ cot ^  —  cos <jp^ cos  d^. 
Hieraus  folgt: 

sin  q)^  _      cot  ö„  +  cos  c/)^  cot  & 
sin  y,  ""   —  tan  5^  +  cos  q>^  cot  & 
oder: 

cot  J^  sin  (f)^  +  tan  5^  sin  <jp^  =  cot  i^  sin  ((p^  —  «jpj. 

Endlich  ergicbt  sich  aus  dem  Dreieck  ^J9^2>^: 

cot  u^  sin  (gjg—  qo^)  =  cot  ö„  cos  J^  +  cos  («p.—  (p^)  sin  cJ, 
oder  mit  Rücksicht  auf  (7*): 

.-     .  •       ,  •             ,              S-.   .    ^             V      tan^siu'flp^ 
[cot  Ö„  cot  d,  +  cos  (gn,  -  «To^]  s»n  (To  +  tJ flip^       '  «  0. 

Diese  für  die  Theorie  der  Reflexion  des  Lichtes  wichtigen  Beziehungen  sind  von 
F.  £.  Neümann  und  J.  Mac  Gdllaqu  aufgestellt  worden. ' 

14.  Eine  neue  Epoche  der  Krystalloptik  begann  mit  der  Entdeckung 
von  A.  Fbesnel,  dass  die  Losung  der  fundamentalen  Aufgabe:  in  einem 
gewöhnlichen  optisch  einaxigen  Krystall  für  eine  gegebene  Fortpflanzungs- 
richtung die  Geschwindigkeiten  und  die  PolarisationsTichtungen  der  zu- 
gehörigen Strahlen  (oder  WeUenebenen)  zu  bestimmen,  in  viel  einfacherer 
Weise  als  dui'ch  die  Strahlenfläche  (oder  Normalenfläche)  und  das  Gesetz  der 
Polarisation  mit  Hülfe  eines  einzigen  Ellipsoids  dargestellt  werden  können.' 


'  F.  £.  Neümann,  Theoretische  Untersuchung  der  Gesetse,  nach  welchen  das 
Licht  au  der  Grenze  zweier  yollkommen  durchsichtigen  Medien  reflektirt  und  gebrochen 
wird.  Abhandl.  Berlin.  Akad.  1885.  —  J.  Mao  Cullagh,  On  the  Laws  of  CristalÜDC 
Reflexion  and  Refraction.    Trans.  Irish  Acad.  18,  1837.    Coli.  Works  1880,  p.  87. 

*  Dass  diese  geometrische  Transformation  des  HüYOHEKS^schen  Geset^s  und  die 
dadurch  nahegelegte  Verallgememerang  desselben  der  Weg  war,  auf  welchem  A.  Fbbbvsl 
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Die  raBSNBL'schen  Sätze  ergeben  sich  sofort,  wenn  wir  die  geometrische 
Beziehung  beachten,  welche  zwischen  den  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
zweier  Strahlen  oder  zweier  Wellenebenen  von  gemeinsamer  Portpflanzungs- 
richtung besteht  Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeiten  mit  o,  §  oder 
0,  q,  so  sind  §  und  q  bestimmt  durch: 


1^ 

8« 


cos'  s   ,    Bin*  * 
-;;t-  +  -TT-  ' 


Ist  OS  eine  gegen  die  optische 
Axe  unter  dem  Winkel  s  geneigte 
Strahlenrichtung,  so  schneidet  die  auf 
OS  senkrechte  Diametralebene  das 
EUipsoid: 


(«) 


JTl*  +  gg'     ,     Xi 


4-=^=  1 


in  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  o 
und  S  in  der  Aequatorialebene  des 
Ellipsoids  und  in  dem  Hauptschnitt 
Ton  OS  liegen,  so  dass: 


ist. 


Hieraus  folgt: 

Die  Qeschwindi{fkeiten  0,  ^  zweier 
Strahlen  von  gemeinsamei'  Fortpflan- 
xungsricfitufig  OS  »ind  gegeben  durch 
die  Halbaxen  der  Ellipse,  in  wMier 
das  EUipsoid  ((S)  von  der  x/u  OS  senk- 
recfiten  Diametralebene  gesclmitten  wird. 

Da  die  Halbaxe  o  senkrecht  zum 
Hauptschnitte  von  OS  steht,  während 
d  in  diese  Ebene  fallt,  so  ergiebt  sich: 

Die  PolarisaHofisrichtung  jedes  der 
beiden  Strahlen  steht  senkrecht  zu  der 
Halbaxe  der  Schnittellipse,  welche  die 
Fortpflanxungsgesckwindigkdt  des  Strah- 
les darstellt. 


q2  =  0*  cos^  n  +  t^  sin^  u. 

Ist  OQ  eine  gegen  die  optische 
Axe  unter  dem  Winkel  u  geneigte 
Wellennormalenrichtung,  so  schneidet 
die  auf  OQ  senkrechte  Diametralebene 
das  EUipsoid  r 

^^^  0,"     +  7^  -  ^ 

in  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  o) 
und  <y  in  der  Aequatorialebene  des 
Ellipsoids  und  in  dem  Hauptschnitt 
von  OQ  liegen,  so  dass: 

1  ^  cos'«   ,   8in"tf 

ist.    Hieraus  folgt: 

Die  Gesdirnndigkeilen  ü,  q  zweier 
Wellenebenen  mit  gemeinsamer  Wellen- 
normale  OQ  sind  gegeben  durch  die 
reciproken  Werthe  der  Halbaxen  w,  o* 
der  Ellipse,  in  welcJier  das  EUipsoid 
(E)  von  der  zu  OQ  seiihr echten  Dia- 
metralebene geschnitten  wird. 

Da  die  Halbaxe  o)  senkrecht  zum 
Hauptschnitte  von  OQ  steht,  während 
<T  in  diese  Ebene  fallt,  so  ergiebt  sich: 

Die  Polarisationsrichtung  jeder  der 
beiden  Wellen  stellt  senkrecht  zu  der 
Halbaxe  der  SchnitteUipse ,  welche  den 
reciproken  Wertli  der  Fortpflanxungs- 
geschivindigkeit  der   Weüe  darstellt. 


das  nach  ihm  benannte  Gesetz  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  Krystallen  ohne 
Axe  der  Isotropie  aufgefunden  hat,  wurde  erst  aus  dem  von  £.  Vbbdkt  herausge- 
gebeneu wissenBchaftlichcn  Nachlasse  Fbesnel^s  ersichtlich.  Vgl.  die  ,,Introduction 
aux  Oeuvres  dAuausrra  F&esnbl"  (1866)  im  ersten  Bande  der  FBESNBL*schen  Werke 
und  in  £.  Verdst,  Notes  et  m^moires.   Paris  1872,  313. 
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Wir  bezeichnen  das  Ellipsoid  {(g)  hinfort  als  das  PEBSMBL'sche  (Kg.  148, 
149)  und  (E)  nach  Mac  Cüllagh  als  Indexellipsoid  (Fig.  150,  151),  Die 
nebenstehenden  Figuren  entsprechen  den  Figuren  142,  143  auf  S.  305. 


Fig.  150. 


Fig.  löl. 


Die  Fresnersohe  Strahlenflache. 

15.  Als  J.  B.  BioT  und  D.  Bbewsteb  die  Interferenzersoheinungen 
untersuchten,  welche  planparallele  Platten  optisch  anisotroper  Krystalle  im 
convergenten  polarisirten  Lichte  darbieten,  fanden  sie  neben  Krystallen  mit 
einer  Axe  der  Isotropie  auch  Krystalle  ohne  Axe  der  Isotropie.  Die  Ent- 
deckung des  Gesetzes  der  Fortpflanzung  und  Polarisation  des  Lichtes  in 
dieser  letzteren  Klasse  krystalUsirter  Körper  war  A.  Fbesmel  vorbehalten. 
Sie  gelang  ihm,  wie  aus  seinen  nachgelassenen  Schriften  hervorgeht^,  durch 
eine  Verallgemeinerung  der  soeben  (S.  315)  beschriebenen  Constructionen, 
welche  die  HuYaHENs'sche  Strahlenfläche  aus  dem  Ellipsoid  ((S)  und  die 


^  A.  Fbbsnel,  Premier  memoire  Bur  la  double  r^fiuction  (19.  nov.  1821).  Oeuvres 
compl.  2,  No.  XXXVIII,  XXXIX.  Der  von  Fbbsnbl  in  dem  berühmten  Memoire  &ur 
la  double  r^fraction  (M6m.  de  Facad.  des  sc.  7,  45,  1821.  Oeuvr.  compl.  2,  No.  XLVIl) 
veröfFentlichte  Versuch  einer  mechanischen  Theorie  der  Doppelbrechung  enthftlt  keine 
Andeutung  über  den  Weg,  der  ihn  ku  seiner  Entdeckung  gefuhrt  hat 
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zugehörige  Nonnalenfiäche  aus  dem  EUipsoid  (E)  abzuleiten  gestatten:  Ersetzt 
man  diese  Umdrehnngsellipsoide  durch  Eüipsoide  mit  drei  ungleichen  Axen, 
so  ergeben  sich  durch  TJebertragung  jener  Constructionen  sofort  die  Strahlen- 
fläche, die  Normalenfiäche  und  das  Gesetz  der  Polarisation  für  Erjstalle  ohne 
Axe  der  Isotropie. 


Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  O 
des  Fr esneV sehen  Ellipsoids: 

(«)        ?-'  +  lH  +  ^'  =  i 

eine   Ebene,   deren   Normale   OS  die 
Eiehtungscosinus  s^,  s^j  s^  hai: 

s^7\  +  s^x^  +  s^x^  ==  0, 
bestimme  die  Halbaxen  d',  d"  der 
SchmttelUpse  und  trage  auf  OS  nach 
beiden  Seiten  hin  die  Längen  ^',  %"  ab. 
Der  Ort  der  so  für  aüe  Richtungen  OS 
erhaltenen  Punkte  ist  die  T^b;bssel' sehe 
Strahlen  fläche  mit  den  Hauptlicht- 
gesehwindigkeiten  ttj,  Og,  ttj. 

Die  Polarisationsrichtung  je- 
der der  beiden  in  der  Richtung  OS 
sieh  fortpflanzenden  Strahlen  steht 
senkrecht  xu  derjenigen  Halbaxe  ^  der 
Scfmitteüipse,  welche  die  Fortpflanx/ungs- 
geschwindigkeit  des  Strahles  darstellt.  ^ 

Es  sei  »'  >  3",  so  fallt  hiernach 
die  Polarisationsrichtung  des  schnelle- 
ren Strahles  OS'  in  die  Halbaxe  Ä", 
jene  des  langsameren  Strahles  OS*'  in 
die  Halbaxe  i^'  der  Schnittellipse. 

Die  Ebene  S^''  soll  als  Polarisa- 
tionsebene H'  des  schnelleren,  53' 
als  Polarisiitionsebene  H"  des  lang- 
sameren Strahles  bezeichnet  werden. 


Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  O 
des  Indexellipsoids: 

(E)    a,W  +  (^2W+<hW^^ 

eine  Ebene,  deren  Normale  OQ  die 
RichkmgscosinVfS  q^j  q^^  q^  hat: 

bestimme  die  Halbaxen  a^,  a^  der 
Schittellipse  und  trage  auf  OQ  nadi 
beiden  Seiten  hin  die  reciproken 
Werthe  jener  Halbaxen  1  /  «"i  =  fli , 
1  /(Tg  =  ^2  ^-  ^^  ^^  ^  *ö  /^^  ^ö 
Richtungen  OQ  erhaltenen  Pimkte  ist 
die  zu  jener  Strahlenfläche  gefiörige 
Normalenfläche. 

Die  Polarisationsrichtung  je- 
der der  beiden  in  der  Richtung  OQ 
sich  fortpflunxenden  Wellenebenen  stetit 
senkrecht  zu  derjenigen  Halbaxe  ö 
der  Schnittellipse,  welche  den  reciproken 
WerÜi  der  Fortpflartxungsgeschumidig' 
keit  q  der   WeHenebene  darstellt. 

Es  sei  (\i>  C{2,  so  fällt  hiernach 
die  Polarisationsrichtung  der  schnelle- 
ren Welle  O  Ol  in  die  Halbaxe  a^,  jene 
der  langsameren  Welle  OQ^  in  die 
Halbaxe  (t^  der  Schnittellipse. 

Die  Ebene  Qa^  soll  als  Polarisa- 
tionsebene §1  der  schnelleren,  Qö-j  als 
Polarisationsebene  ^^  der  langsameren 
Wellenebene  bezeichnet  werden. 


Wir  bemerken,  dass  sich  hier  wieder  ein  Uebertragungsprincip  darbietet 
(vgl.  S.  308);  ersetzt  man  der  Reihe  nach: 

^l>    <^2>    ^J    ^'^»    *>»    *«'    *a 

1       1      1 


durch: 


2>    ^3> 


0,  Q,  0,'  ^^'  ?i'ft'  ^»'  i'  i' 


'  Gypsmodelle  des  Ellipsoids  (fi)  und  der  Strahlenfläche  liefert  die  Verlagshand- 
lung von  Li.  Brill  in  Darmstadt 
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so  gehen  die  für  Strahlen  geltenden  Satze  in  die  entsprechenden  Satze  für 
Wellenebenen  über. 

In  der  Folge  soll  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten die  Bedingung  erfüllen: 

tti  >  0,  >  03. 
Bezeichnen  wir  ihre  reciproken  Werthe,    die 


«1 


er,,  £^3,  so  ist  demnach: 


Hauptbrechungsindices,   mit 


1>    «2J 


«1 


*1  <  «2  <  ^8- 

Folglich  sind  die  Symmetrieaxen  X^,  X^,  X^  so  bezeichnet,  dass  X^  die 
grösste,  X^  die  kleinste  Halbaxe  des  FßESNEL'schen  Ellipsoids  und  X|  die 
kleinste,  X^  die  grösste  Halbaxe  des  Indexellipsoids  bedeuten.  Wir  können 
diese  Symmetrieaxen  aber  noch  in  anderer  Weise  definiren,  wenn  wir  nach 
der  soeben  angegebenen  Construction  die  Geschwindigkeiten  der  mit  ihren 
Wellennormalen  zusammenfallenden  Strahlen  bestimmen,  welche  sich  in  den 
Eichtungen  jener  Axen  fortpflanzen  (Fig.  152): 


Fortpflanzungs- 
richtung 


Schnellerer  Strahl 


^, 


Geschwindig-  Polarisations- 
keit  richtttng 


0« 

a, 


Langsamerer  Strahl 


Geschwindig- 
keit 


O3 


Polarisations- 
richtung 


^1 


Hiemach  bedeutet  X^  die  Symmetrieaxe,  in  der  sich  zwei  Strahlen  mit  der 
mittleren  und  der  kleinsten  Hauptlichtgeschwindigkeit  fortpflanzen,  u.  s.  f. 

Da  die  krystallographische  Orientirung  und 
die  Gestalt  des  FBESNEL'schen  Ellipsoids  und 
des  Indexellipsoids  bekannt  sind,  wenn  die  Rich- 
tungen der  optischen  Symmetrieaxen  X^,  X^y  X^ 
und  die  Werthe  der  Hauptliohtgesökunndigfceiien 
^19  ^2?  ^  gegeben  sind,  so  besitzt  ein  voll- 
kommen durchsichtiger  Krystall  ohne  Axe  der 
Isotropie  für  eine  bestimmte  Wellenlänge  und 
eine  bestimmte  Temperatur  im  Allgemeinen  und 
höchstens  sechs  optische  Constanten.  Diese  An- 
zahl vermindert  sich  indessen,  wenn  in  Folge  der 
krystallographischen  Symmetrie  eine  oder  meh- 
rere der  Axen  X^j  X^,  X^  eine  von  vornherein 
anzugebende  feste  Orientirung  besitzen.  In 
rhombischen  Krystallen  sind  die  Richtungen  aller  drei  optischen  Symmetrie- 
axen schon  durch  die  Erystallform  bestimmt  In  Krystallen  des  monoklinen 
Systems  kann  die  Richtung  einer  optischen  Symmetrieaxe  vorausbestimmt 


/r 


^ 

1-^/ 


-9^4-^, 


Fig.  152. 
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werden;  die  beiden  anderen  Axen  ändern  ihre  Orientirung  mit  der  Wellen- 
länge und  der  Temperatur.  Daher  beträgt  die  Anzahl  jener  optischen  Con- 
stanten für  rhombische  Erystalle  nur  drei,  fär  monokline  nur  vier.  Dagegen 
sind  in  triklinen  Erystallen  die  Bichtungen  aller  drei  optischen  Sjmmetrie- 
axen  Functionen  von  Wellenlänge  und  Temperatur.  Man  bezeichnet  die 
erstere  Abhängigkeit  als  Dispersion  der  optischen  Symmeirieaxen. 
Strahl enaxen.  Optische  Axen. 

Es    giebt    zwei    ausgezeichnete  Es    giebt    zwei    ausgezeichnete 

Richtungen,  nach  denen  sich  jedesmal    Richtungen,  nach  denen  sich  jedesmal 


nur  ein  einziger  Strahl  fortpflanzen 
kann,  dessen  Palorisationsrichtung 
eine  beliebige  ist.  Diese  Richtungen 
sind  gegeben  durch  die  Normalen  %, 
%'  der  Kreisschnittebenen  des  Fbes- 
NEL'schen  Ellipsoids  (Fig.  153»). 


nur  eine  einzige  Wellenebene  fort- 
pflanzen kann,  deren  Polarisations- 
richtung eine  beliebige  ist.  Diese 
Richtungen  sind  gegeben  durch  die 
Normalen  A ,  Ä  der  Kreisschnittebenen 
Ä,  Ä'  des  Indexellipsoids  (Fig.  153  b). 


Fig.  153  a. 


Fig.  158  b. 
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Wir    bezeichnen    den    von    der  Wir   bezeichnen    den    von  der 

kleinsten  Halbaxe  X^  des  Fbebnel'-  grössten  Halbaxe  X^  des  Indexellip- 

sehen  Ellipsoids  halbirten  Winkel  der  soids  halbirten  Winkel  der  optischen 

Strahlenaxen:  Axen: 

(««')  =  2».  {AÄ)^2V. 

Alsdann  ist  aus  Fig.  153«  zu  ent-  Alsdann  ist  aus  Fig.  153  b  zu  enir 

nehmen :  nehmen : 


^'^-iV^t'  -"-i/^^ 


-0.« 

-0.» 


cos » = ^  lA^-^!-  cos  V = iA% --^;- 

Daraus  folgt: 

sinaS  =  ^sinr, 

öl 

Da  02  >  ttg  ist,  so  ist  also  der  Winkel  der  optisc^ien  Aacen  2  V  stets  grösser 
(Us  der  Winkel  der  StraMemaxen  285. 

Man  nennt  einen  optisch  zweiaxigen  Erystall  in  Bezug  auf  den  Chcarak^ 
der  Doppelhredmrig  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Winkel  2  V  kleiner 
oder  grösser  als  nl2  ist.^ 

Zuweilen  bezeichnet  man  jene  optische  Symmetrieaxe,  welche  den  spüzen 
Winkel  der  optischen  Axen  halbirt,  als  erste  Mitteüinie  (Bisectrix).  Man  kann 
daher  auch  sagen,  der  Charakter  der  Doppelbrechung  eines  optisch  zwei- 
axigen Kry Stalls  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  erste  Mittellinie 
die  Bichtung  der  grössten  Halbaxe  -X,  oder  der  kleinsten  Halbaxe  X^  des 
Indexellipsoids  besitzt. 

Die  mit  der  Halbirungsgeraden  des  stumpfen  Winkels  der  optischen 
Axen  zusammenfallende  Symmetrieaxe  wird  x/weUe  Mitteüinie  genannt. 

Da  die  Grösse  des  Winkels  der  optischen  Axen  abhängt  von  dem  Quo- 
tienten aus  den  Differenzen  der  Quadrate  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten, 
deren  Werthe  mit  der  Wellenlänge  des  Lichtes  veränderlich  sind,  so  ändert 
sich  auch  der  Winkel  der  optischen  Axen  mit  der  Wellenlänge.  Man  be- 
zeichnet diese  Dispersion  der  optischen  Axen  mit  q<,v  oder  (>  >  »,  je  nach- 
dem der  spitce  Winkel  der  optischen  Axen  für  rothes  Licht  kleiner  oder 
grösser  als  der  für  blaues  Licht  ist. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  eine  Uebersicht  der  Hauptbrechungsindices,  der  Haapt- 
lichtgeschwindigkeiten  und  der  Winkel  2lB,  2  F  für  eine  Reihe  von  24  optisch  zwei- 
axigen Substanzen,  welche  auch  in  der  Folge  als  Beispiele  herangezogen  werden  sollen. 


'  Die  Figuren  158  a,  158  b  und  die  daraus  abgeleiteten  Figuren  beliehen  sieh 
demnach  auf  einen  Rrystall  von  negativem  Charakter  der  Doppelbrechung. 
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t.Anglesit^  . 
Z.  Anhydrit* . 
1.  A§*agonU*  . 
5,  Axinii* .    . 

7.  Cenusit*    . 

8.  Chrysoberyll^ 
9.ColeiHn'    . 

10.  Cordierit^ . 
n.Daiolia*  . 
n.I)wpnd*    . 

14.  GUmmer  . 
15. 6y^     .     . 

16.  Jdetelzinkerz 

17.  iVa^/»^s. 

18.  Ottwji».    . 

19.  Or/ybik/a«» 
(Adular)    . 

20.  OrMoifcto» 
(Sanidin)    . 

21.&Äwfc^»  . 

22.  SchfMrsjKM^ 

23.  Top««  .    . 

24.  Weinsäitre^ 


1,632 

1,87709 

1,56962 

1,53013 

1,6720 

1,4468 

1,80368 

1,7470 

1,62198 

1,585 

1,6260 

1,6727 

1,6520 

1,5609 

1,52072 

1,615 

1,4768 

1,661 


ff« 


ffs 


1,' 

1,57553 

1,68157 

1,6779 

1,4686 

2,07628 

1,7484 

1,62367 

1,541 

1,6535 

1,6798 

1,6553 

1,5941 

1,52277 

1,618 

1,4797 

1,678 


1,5192  1,5230 

I 
1,5206  1 1,5250 
1,95047 1 2,03832,2,24052 


1,643 

1,89365 

1,61362 

1,68589 

1,6810 

1,4715 

2,07803 

1,7565 

1,63092 

1,546 

1,6700 

1,7026 

1,6710 

1,5997 

1,53048 

1,635 

1,4887 

1,697 

1,5246 

1,5253 


1,63630  1,63745 
1,6116111,61375 
1,4948  1 1,5347 


1,64797 
1,62109 
1,6051 


0,6127 

0,53275 

0,68710 

0,65854 

0,59809 

0,69119 

0,55442 

0,57241 

0,61658 

0,6515 

0,61500 

0,59783 

0,60588 

0,64067 

0,65758 

0,6192 

0,67714 

0,6020 

0,65823 

0,65764 
0,51270 
0,61113 
0,62050 
0,66900 


0,6105 

0,53128 

0,63471 

0,59468 

0,59599 

0,68093 

0,48168 

0,57195 

0,61587 

0,6489 

0,60477 

0,59531 

0,60411 

0,62730 

0,65670 

0,6180 

0,67582 

0,5960 

0,65660 

0,65573 
0,49060 
0,61071 
0,61967 
0,65160 


Qs 


0,6086 

0,52808 

0,61972 

0,59316 

0,59489 

0,67959 

0,48122 

0,56931 

0,61315 

0,6468 

0,59880 

0,58734 

0,59844 

0,62511 

0,65339 

0,6116 

0,67172 

0,5893 

0,65591 

0,65561 
0,44682 
0,60681 
0,61687 
0,62302 


2» 

2V 

83*37,2' 

83^4,2' 

r 

67  48,7 

68  16,7 

Na 

42  43,9 

43  49,1 

Na 

19  37,1 

17  50,2 

D 

72  15,8 

71  58,2 

r 

40  11,5 

39  34,2 

Na 

9  28,7 

8  18,9 

D 

45  6,8 

45  20,0 

g 

51  80,4 

51  45,2 

Na 

83  14,0 

82  50,0 

0 

75  52,1 

74  23,3 

g 

58  6,8 

58  58,8 

S 

49  7,0 

49  36,9 

g 

44  47,7 

48  48,8 

Na 

54  38,5 

54  51,5 

D 

46  11,2 

46  41,9 

g 

59  9,2 

59  83,0 

r 

86  41,0 

87  54,6 

g 

66  16,1 

66  5,1 

Na 

29  3,5 

28  58,8 

Na 

64  56,8 

72  20,2 

D 

36  30,6 

36  45,2 

D 

56  39,6 

56  56,5 

D 

73  0,0 

76  56,4 

Na 

^  A.  Abzbuni,  *  J.  Dankbb,  ^  A.  Des  Cloizbauz,  ^  J.  C.  Hbüsseb,  ^  F.  Kohl&aüsch, 

•  W.  KOHLBAÜSCH,     '  V.  VON  LaNO,     ®  P.   EüDBBBG,      *  A.  SCHBAOT,     "  Qt,  TsCHBBMAK. 

D  ~  Fraimhofer'sche  Linie,  Na  =  Natriumlicht;  r  =  roth,  g  =  gelb,  o  ^  orange. 


16.  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  auf  S.  317  durch  Constructiou  ge- 
fuüdeaeu  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  und  Polarisationsrichtungen  zweier 
Strahlen  oder  zweier  Wellenebenen  von  gemeinsamer  Fortpflanzungsrichtung 
analytisch  zu  bestimmen.  In  dieser  Hinsicht  werden  wir  folgende  Sätze  ab- 
leiten, welche  die  Grundlage  der  weiteren  Entwickelungen  bilden. 


Die  Geschwindigkeiten  %\  3"  (3'  >  ^") 
der  beiden  m  der  Richhmg  OS  sich 
fortpflof^cenden  Strahlen  S\  ä"  sind 
gegeben  als  Funktionen  der  HawpÜicht- 
gest^twindigkeiien  a^,  (^^  0,  und  der 
auf  die  optischen  Symmetrieaxen  X^, 
X^,  X^  bezogenen  Bichtungscosimis 
*i>  *8f  *3  ^<>^  ^»^  durch  die  Wurzeln 

LnstfCK,  Phja.  KryiUlloffr. 


Die  Geschwindigkeiten  q^ ,  qj  (q^  >  q2) 
der  beiden  in  der  Richhmg  OQ  sich 
fortpflanzenden  Wellenebenen  Qi^Q^ 
sind  gegeben  als  Funktionen  der  Haupt- 
lichtgeschwindigkeiten  di,  di,  Cl^  ^^^  ^ 
auf  die  optischen  Symmetrieaxen  X^, 
X^j  X^  bezogenen  Richtungscosinus  q^, 
929  ft  ^^^  ^0  durch  die  Wurzeln 
21 
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^'^,  §"*  der  in  Bex/ug  auf  iS*  quadra-  q^*,  q^*  ^  *^  Bezug  auf  q*  quadror 
tischen  Gleichung*.  iischen  Oleiohung: 

^-  öl«- 8«  ^a,«-8«^a,«-8«"""-  o^»- q«  ^  a,«- q»  ^  o,«- q«  ""  "• 

Die  RichtungsGosinus  ö,",  gg'j  ^s '  -^^  Riehhmgscosinus  (Fj,,  tfjj,  ffjg 

der  PoUmscUionsrichkmg  des  schnelleren  der  Polarisationsrichhmg  a^  der  schnd" 
Strahles  S'  sind  gegeben  durch:  leren   Welle  Q^  sind  gegeben  durch: 

Ti   ä  "•«  "-a  "-  _?i!li_.  3  j*«    .    **»'*•       ^    .  ^    .  ^ gl .     g«      ,      g» 

c^ic  RicJUungscosinus  3/,  §2?  ^3'  ^  ^*^  Riehtungscosinits  (T^^.  (Tjj,  (Tjg  d^r 
Polarisationsrichtung  des  langsameren  Polarisaiionsrichiung  a^  der  langsameren 
Strahles  S"  durch:  Weüe  Q^  durch: 

Um  diese  Theoreme  zu  beweisen,  beachten  wir,  dass  in  einöm  EUipsoid  1)  die 
Summe  der  Quadrate  der  redproken  Werthe  von  irgend  drei  zu  einander  senkrechten 
Durchmessern  einen  constanten  Werth  und  2)  das  Parallelepiped,  dessen  Kanten  drei 
conjugirte  Halbmesser  sind,  ein  constantes  Volumen  besitzt  Diese  Sätze  liefern,  auf 
das  Indexellipsoid  £  angewendet,  die  Werthe  yon  qi«  +  qs'  und  qi^qg',  ausgedrückt 
durch  die  gegebenen  Grössen  Qj,  o,,  a«,  ^1,  ^2)  gst  bo  ^^  alsdann  q,*  und  q,*  die 
Wurzeln  der  Gleichung: 

q*-(qi'  +  q«')q'  +  qi'q«'  =  o 

sind.  Bezeichnet  man  nämlich  den  auf  der  Wellennormale  OQ  durch  das  Indexellipsoid 
bestimmten  Abschnitt  mit  1//,  so  bilden  dieser  Abschnitt  und  dieHalbazen  (r^  =  l/q^, 
ü-,  «  1/q,  der  Ellipse,  in  welcher  das  Indexellipsoid  von  der  zu  OQ  senkrechten  Ebene 
geschnitten  wird,  drei  zu  einander  senkrechte  Halbmesser.  Demnach  ist  nach  dem 
ersten  Satze: 

qi'  +  q«'  +  ^'  =  Ol'  +  02*  +  <>8". 

Nun  folgt  aus  der  Gleichung  des  Indexellipsoids  E  (S.  317): 

also  ist  mit  Rücksicht  auf: 

gl'  +  gt*  +  gs'  =  1 
die  Summe  der  Quadrate  der  Gkschwindigkeiten: 

qi'  +  q»"  =  ?i'(a,'  +  08«)  +  S'iVo,«  +  Qj«j  +  Ja«  (Ol«  +  Q,«). 

Bedeutet  jetzt  1/p  den  Abstand  einer  zur  Ebene  der  Ellipse  parallelen  Tangential- 
ebene des  Indexellipsoids  vom  Mittelpunkte,  so  ist  nach  dem  ztceüen  Satze: 

qi  q«  P  =  Ol  0,  a,. 

Nun  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  des  Indexellipsoids: 

P^      o,«  +  a,«  +  o.«' 
also  ist  das  Product  der  Quadrate  der  Geschwindigkeiten: 
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Daraus  geht  hervor,  dass  qi'  und  q^'  die  Wurzehi  der  Gleichung: 

sind,  welche  mit  I  identisch  ist 

Diese  Gleichung  liefert  fiir  q'  zwei  reelle  positive  Werthe  qj',  q,*,  welche  iwischen 
Ol*  und  Os',  Oj'  und  a,*  liegen  (vgl.  S.  885). 

Fär  q  erhalten  wir  also  zwei  positive  und  zwei  gleich  grosse  negative  Werthe, 
entsprechend  der  Thatsache,  dass  eine  Wellenebene,  welche  sich  nach  dem  einen 
Bichtungssinne  einer  Geraden  mit  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  und  Polaiisations- 
richtung  fortpflanzt,  sich  auch  nach  dem  entgegengesetzten  Richtungssinne  jener  Ge- 
raden mit  derselben  Geschwindigkeit  und  Polarisationsrichtung  verbreiten  kann. 

Die  Gescbwindigkeit  (\i  der  schnelleren  Welle  befriedigt  die  Gleichung: 

ax>-qi»^a,'-qi«^a,«-q,»-^' 

und  die  Ricbtungscosinus  (Th,  (Tj,)  ^is  ^^  Badiusvectors  l/q^  =  Vi  des  Indexellipsoids 
erfüllen,  da  tr^  auf  OQ  seiJurecht  steht,  die  Bedingung: 

«^11  gl  +  <^n  ga  +  «^18  g«  =  0. 
Aus  der  Vergleicbung  dieser  Beziehungen  folgt  die  Belation  II: 

„    >„    .„     -       gl       .      g«      . & 

^»•^"•^^»-S?=^»-a,»-q,«-o.«^^«- 

Das  Uebertragungsprincip  (S.  817)  liefert  die  analogen  Sätze  für  Strahlen. 


17.  Trägt  man  auf  allen  von  O 
ausgehenden  Strablenrichtungen  die 
Werthe  der  Portpflanzungsgeschwin- 
digkeiten g',  g"  als  Längen  auf,  so 
erfüllen  die  Endpunkte  derselben  die 
Sfy-aJdm flächte  j  deren  Gleichung  in 
Polarcoordinaten^  durch  I,  S.  322: 


öi'-S'^o,«- 


gegeben  ist,  falls  die  Richtungscosinus 
^1?  ^29  ^3  ^^^  ^^^  Badiusvector  i  als 
variabel  betrachtet  werden. 

Bezeichnet  man  mit  x^,  x^,  a^ 
die  Coordinaten  des  Endpunktes  S  des 
Badiusvectors  8,  so  ist: 

X^  ^  8^9j      aSj  =  «2  »,      ^  =^  ^3  » 


Tragt  man  auf  allen  von  O  aus- 
gehenden Wellennormalen  die  Werthe 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
qi,  qa  der  zugehörigen  Wellenebenen 
als  Längen  auf,  so  erfüllen  die  End- 
punkte derselben  die  Normalmflächey 
deren  Gleichung  in  Polarcoordinaten 
durch  I,  S.  322: 

gl'      .      ga'     .   _g»!_  _  0 

gegeben  ist,  falls  die  Bichtungscosinus 
9v  92i  %  ^^^  d^^  Badiusvector  q  als 
variabel  betrachtet  werden. 

Bezeichnet  man  mit  x^j  x^,  x^ 
die  Coordinaten  des  Endpunktes  Q  des 
Badiusvectors  q,  so  ist: 

a^i  =  giq,    ^  =  ft^j    ^»»ftq 


^  W.  Hamilton,  Thiid  Supplement  to  an  Essay  on  the  Theory  of  Systems  of 
Bajs.    Trans.  Irish  Acad.  17,  180,  1837.    (Bead  1882.) 
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und  die  Gleichung  der  Stxahlenfläche    and   die  Gleichung   der   Normslen- 
lantet  in  Panktcoordinaten':  fläche  lautet  in  Funktcoordinaten : 


2'  ?»!f»! =  0  "S -^ _-  =  0 

ft  =:  1  h  =  1 

Die  Sir ahlen fläche  wird  von  jeder  Symmetrieebene  in  einem  Krdse  utid 
einer  Ellipse  gesckniiten.  Denn  setzt  mau  in  der  durch  Polarcoordinaten  dar- 
gestellten Gleichung: 

der  Reihe  nach  «j  =  0,  s^^O,  »3  «  0  oder  in  der  durch  Funktcoordinaten 
dargestellten  Gleichung: 

der  Reihe  nach  cci  =  0,  Xj  «  0,  iCg  ==  0,  so  erhält  man  als  Gleichungen  der 
Schnittcurven  in  der 


Ebene 

Kreis 

EUipse 

Sc:  0, 

8  =  0, 

<r.«  +  V  =  o,« 
X,'  +  «,'  =  0,» 

1       «.*      «.' 

8»     o.«  "^  0,' 

8'~0,''*'fl,» 

1        '.'       *.' 

8«      0,*  +  0.« 

1  =  ^     +  5 
Ol*        «.' 

^      V  +  0.»- 

In  der  Ebene  -XjXj  umschliesst  der  Kreis  die  Ellipse  (Fig.  154).  Aus  11, 
S.  322  ergiebt  sich  für  jj  «  0: 

also  gi"=  cos(g"Zi)  =  0;  d.  h.  die  Polarisationsrichtung  §"  des  schnelleren 
Strahles,  dessen  (Geschwindigkeit  für  alle  der  Ebene  -X^-Xg  angehörigen 
Richtungen  den  constanten  Werth  a^  besitzt,  steht  auf  der  Symmetrieaxe  X^ 
senkrecht,  fallt  also  in  die  Ebene  X^X^,  wie  auch  der  Strahl  in  der  Ebene 
X^X^  gerichtet  sein  mag.  Demnach  fallt  die  Polarisationsrichtung  ^'  des 
langsameren  Strahles  stets  mit  Xy^  zusammen. 

In  der  Ebene  X^^X^  liegt  der  Kreis  ganz  innerhalb  der  Ellipse  (Fig.  155). 
Nach  n  ist  für  «8  =  0: 

also  83'=  cos(3'X,)  =  0;  d.  h.  die  Polarisationsrichtung  §'  des  langsameren 
Strahles  liegt  in  der  Ebene  X^X^,  so  dass  jene  des  schnelleren  Strahles 
stets  mit  X^  zusammenfallt. 

'  A.  Fbesnbl,  M^.  sur  la  double  röfraction.    M^m.  de  Facad.  des  bc.  7,  186, 
1821.    Pogg.  Ann.  28,  519,  1881. 
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In  der  Ebene  X^X^  schneiden  sich  Kreis  und  Ellipse  (Fig.  166).  Die 
Radien  nach  den  vier  reellen  Knotenpunkten  der  SirafUenfläche  sind  die  Strahlen- 
axen  OSt,  0%'  (S.  319).i 

Je  nachdem  eine  Strahlen-  •  ^ 

richtang  OS  in  den  von 
der  Axe  X,  halbirten  Win- 
kel 293  der  Strahlenaxen 
oder  in  den  Nebenwinkel 
fallt,  besitzt  der  lang- 
samereStrahlOÄ"oder  der 
schnellere  Strahl  OS'  die 
constante  Geschwindig- 
keit 02  und  eine  in  die 
Ebene  X^  X^  fallende 
Polarisationsrichtang.  Für 
die  Strahlenaxen  selbst 
ist  die  Polarisationsrich- 
tang nach  n  unbestimmt. 

Die  Coordinaten  der 
reellen  Knotenpunkte  sind  ~ 
bestimmt  durch: 

Fig.  154. 


Fig.  155. 


Fig.  156. 


"  „Lines  of  Single  ray-velocity"  oder  „cusp-rays"  nach  W.  Hamilton,   Third 
BnppL  p.  182. 
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oder  auch  duroli: 

Daraus  folgt  (vgl.  S,  320): 

sin2SB  =  2s^"S»    cos«»«2L;?4i:i^;. 

Dis  Normalenfläche  toird  von  jeder  Symmeirieebene  in  ehieni  Kreise  und 
einem  Oval  geschnitten.  Denn  setzt  man  in  der  darch  Polarcoordinaten  dar- 
gestellten Gleichung: 

der  Reihe  nach  q^  =  0,  ^a  =  0,  ^3  =  0  oder  in  der  durch  Punktcoordinaten 
dargestellten  Gleichung: 

(V  +  V  +  ^V 

-  [(a,*  +  a,^  x,^  +  (03*  +  Ol») x^^  +  (a^*  +  0,*)  x^^]  (a^*  +  ^*  +  a^^ 

+  Oa^Os*^*  +  Oa^ai*  V  +  ^i^Oa*  V  =  0 

der  Reihe  nach  2^  =  0,  x^=^Q^  ^  »  0,  so  erhält  man  als  Gleichungen  der 
Schnittcurven  in  der 


Ebene 


Kreis 


Oval 


X,X^ 


Demnach  haben  in  jeder  Symmetrieebene  die  Strahlenfläche  und  die 
Normalenfläche  einen  Kreis  gemein.  Die  Ovale,  in  denen  die  Normalenfläche 
von  den  Sjmmetrieebenen  geschnitten  wird,  sind^ie  Fusspunktcurven  der 
entsprechenden  Ellipsen  der  Strahlenfläche  (Fig.  157).  Für  die  Polarisations- 
richtungen der  Wellennormalen  in  den  Symmetrieebenen  erhalten  wir  aus 
den  Gleichungen  II,  S.  322,  Sätze,  welche  den  soeben  für  Strahlen  ab- 
geleiteten analog  sind.  Die  Radien  nach  den  Schnittpunkten  von  Kreis  und 
Oval  in  der  Ebene  -Xj-X,  (Fig.  158)  sind  die  optischen  Äxen  OA,  OA' 
(S.  319).^    Die  Coordinaten  jener  Schnittpunkte  sind  bestimmt  durch: 

^iMai*  -  Oa«)  =  Oa»  (a,*  -  Qa^,     x,^  (O,'  -  0«^  =  0,*  (Oa«  -  ü,^ 

oder  auch  durch: 

a^*  =  Oa*  sin*  F,    0:3*  =  Oa*  cos*  F. 

Daraus  folgt  (vgl.  S.  320): 


-•^»c-sE-;-:.  cos«F=^:. 


sm 


*  „Lines  of  Single  normal  velocity"  nach  W.  Hamilton,  Third  SuppL  p.  132. 
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Die  Gleichung  der  Normaleiifläche  in  Polarcoordinaten  (S.  322): 

-  +  -5^  =  0 
-q«  +  a3»-q«  ~  " 

gestattet  noch  eine  zweite  Deutung.  Eine  Wellenebene  mit  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit q,  deren  Normale  die  Richtungscosinus  ^1,92?  ^3 
besitzt,  hat  nach  der  Zeiteinheit  die  Gleichung: 

q^x,  +q^x^  +<73^  — q  =  0. 


Fig.  157. 


Fig.  158. 


Bezeichnet  man  jetzt  nach  J.  Plüokeb  die  negativen  reciproken  Wertfae 
der  Abschnitte  dieser  Ebene  auf  den  Axen  X^,  X^,  X^  als  die  Coordinaten 
derselben:  Ä^^—qJc{j  so  lautet  ihre  Gleichung: 

^1  rr^  +  ^  3^2  +  A  ^  +  1  =  0, 
und  I  geht  über  in: 

A  ^  A  ^  A  ^ 


oder: 


öi"-q 


1 


-  CA'  («2'  +  03«)  +  ^a'  (03'  +  a,^  +  A« (a^*  +  a,2)]  +  1  «  0. 
Da  dieser  Gleichung  alle  von  dem  Mittelpunkte  O  ausgehenden  Wellenebenen 
nach  der  Zeiteinheit  genügen  müssen,  so  repräsentirt  sie  die  Enveloppe  dieser 
Wellenebenen,  also  die  Fresnersche  Strahlenfläche,  in  Ebenencoordinaten.  ^ 


*  J.  Plüokbb,  Disciission  de  la  forme  g^n^rale  des  ondes  lamineuses.   Jonrn,  ftlr 
Math.  1»,  18, 1888. 
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Während  die  Fresnersche  Strahlenfläche,  wie  aus  ihren  Gleichungen 
hervorgeht,  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse  ist,  stellt 
die  Normalenfläche  eine  Oberfläche  sechster  Ordnung  und  vierter  Klasse 
dar.  Beachtet  man,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Normalenfläche 
in  Punktcoordinaten  (S.  326)  und  die  partiellen  Ableitungen  derselben  nach 
^1»  ^>  ^8  für  a?!  =0^2  =  rr8  =  0  identisch  verschwinden,  so  ist  ersichtlich,  dass 
die  Normalenfläche  in  ihrem  Mittelpunkte  einen  isolirten  Doppelpunkt  besitzt 

Da  die  Gleichungen  dieser  Flächen  in  Punktcoordinaten  ungeändert 
bleiben  bei  den  Vertauschungen  von  «^  mit  —  a;^  (ä  =  i,  2, 3),  so  sind  für  die 
Strahlenfläche  und  die  Normalenfläche  dieselben  Symmetrieelemente  charak- 
teristisch, welche  die  holoedrische  Gruppe  des  rhombischen  Systems  definiren 
(S.  31,  47—48):  ein  Centrum  O  und  drei  auf  einander  senkrechte  nicht  ver- 
tauschbare zweiseitige  Symmetrieaxen  -X^,  Xg,  X^  von  der  Periode  2,  deren 
Verbindungsebenen  Symmetrieebenen  sind  (vgl.  S.  300). 

18,  Die  experimmleUe  Prüfung  des  Fresnerschen  Gesetzes  der  Fort- 
pflanzung und  Polarisation  des  Lichtes  in  Krystallen  ohne  Axe  der  Isotropie 
musste  sich  vor  Allem  auf  die  Eigenschaften  erstrecken,  die  soeben  aus  der 
Betrachtung  der  Synunetrieebenen  der  Strahlenfläche  und  der  Normalenfiäche 
entwickelt  wurden.  Wir  sahen:  1)  dass  eine  Wellenebene  von  constanter 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ihre  Polarisationsebene  (die  Verbindungsebene 
ihrer  Normale  und  ihrer  Polarisationsrichtung)  nicht  ändert,  denn  die  Wellen 
mit  den  Geschwindigkeiten  01,02,03  sind  polarisirt  nach  den  Symmetrie- 
ebenen X^X^y  X3-X1,  X^X^\  2)  dass  die  Wellenebenen  von  veränderlicher 
Geschwindigkeit,  deren  Normalen  in  die  Symmetrieebenen  fallen,  die  auf 
S.  326  beschriebenen  Ovale  umhüllen. 

Zur  Verification  dieser  Kennzeichen  bietet  sich  in  erster  Linie  wieder  die 
Prismenmethode  (S.  295,  309)  dar.  Als  Material  dienten  zunächst  Krystalle 
des  rhombisohm  Systems,  deren  optische  Symmetrie  für  alle  Wellenlängen 
und  alle  Temperaturen  mit  jener  der  Normalenfläche  übereinstimmt,  so  dass 
die  Richtungen  der  optischen  Symmetrieaxen  und  Symmetrieebenen  durch  die 
Krystallform  gegeben  sind.  An  Prismen  von  Aragonit  und  Topas,  deren 
Kanten  einer  Symmetrieaxe  parallel  lagen,  hat  F.  Rubbebg^  in  Ueberein- 
stimmung  mit  der  unter  1)  angefahrten  charakteristischen  ESgenschafb  ge- 
funden, dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  senkrecht  zur  Prismen- 
kante  polarisirten  gebrochenen  Welle  für  alle  Einfallswinkel  constant  ist. 
Um  das  unter  2)  hervorgehobene  Merkmal  zu  prüfen,  hat  R.  T.  Glazebbook^ 
ausgedehnte  Messungen  an  Prismen  von  Aragonit  angestellt,  deren  Genauig- 


^  J.  BuDBBBG,  Untersuchungen  über  die  Brechung  des  farbigen  Lichtes  im  Ara- 
gonit und  im  farblosen  Topase.    Pogg.  Ann.  ITy  1.  1828. 

*  R  T.  Glazebbook,  An  Experimental  Investigation  into  the  Velocities  of  Normal 
Propagation  of  Plane  Waves  in  a  Biazal  Ciystal,  with  a  Comparison  of  tfae  Resulta 
with  Theory.  Proc.  Boy.  Soc.  27,  496,  1878.  On  Plane  Waves  in  a  Biazal  Crystal. 
Phil.  Trans.  1879,  1,  287. 
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keit  indessen  hinter  dem  mit  der  Prismenmetliode  erreichbaren  Maass  zurück- 
geblieben ist,  wohl  in  Folge  der  Schwierigkeiten,  welche  die  Beschaffenheit 
der  Erystallflächen  des  Aragonit  einer  sicheren  Orientimng  geschliffener 
Prismen  entgegenstellt.  JediBnfalls  werden  die  von  Glazbbbook  angegebenen 
Abweichungen  von  dem  Fresnerschen  Gesetze  durch  die  späteren  Beobach- 
tungen über  Totalreflexion  nicht  bestätigt.  Vielmehr  ergiebt  sich  aus  diesen 
Untersuchungen,  dass  Abweichungen  von  dem  Fresnerschen  Gesetze  an 
rhombischen  und  monoklinen  Eiystallen  nicht  auftreten.  Auch  aus  der 
TJebereinstimmung  der  Interferenzerscheinungen  an  planparallelen  Platten 
im  homogenen  convergenten  polarisirten  Lichte  muss  man  den  Schluss 
ziehen,  dass  für  alle  Krystalle  ohne  Axe  der  Isotropie  das  Fresnel'sche 
Gesetz  zutrifft. 

19.  Es  gilt  jetzt  die  Beziehung  zwischen  einem  Strahle  und  der  zu- 
gehörigen Wellenebene  aufzusuchen.    Wir  werden  nachweisen,  dass: 

eine  Sirahienriehiung  OS,  die  xu  dem  eine  WeüennormcUe  OQ,   der  xu   der 

sehneüeren    Strahle    gehörige    Tfisüerj-  schnelleren  Weüe  x^igehörige  Strahl  OS^ 

normale   OQ   und  die  Pokmsations'  und  die  PolarisaHonsriohiung  a^    der 

riehiung  i'  des  langsameren  Strahles  in  langsameren  Welle  in  einer  Ebene  liegen, 
einer  Mene  liegen. 

Aus  der  Zusammenfassung  dieser  beiden  Sätze  ergiebt  sich  alsdann, 
dass  die  mit  Hülfe  des  Fresnel'schen  EUipsoids  und  des  Indexellipsoids  nach 
dem  auf  S.  317  beschriebenen  Yerfiahren  construirten  Polarisationsrichtungen 
eines  Strahles  und  der  zugehörigen  Wellenebene  identisch  sind:  sie  fallen 
xusammen  mit  der  Normale  der  Ebene,  welche  den  Strahl  mit  der  Normale 
seiner  Wellenebene  verbindet. 

Um  diese  Sätze  zu  beweisen,  betrachten  wir  eine  Wellenebene  Q,  deren 
Normale  OQ  die  Eichtungscosinus  91,^8,  q^  hat  und  deren  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit q  ist.  Zur  Zeit  t  wird  diese  Wellenebene  dargestellt  durch 
die  Gleichung: 

(1)  qi^  +  qt^  +  gs^-^i^  o. 
Oleichzeitig  besteht  die  Relation: 

(2)  ^1*  +  ft*  +  ft'  =  1, 

und  q*  ist  eine  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  II  (S.  322): 

deren  linke  Seite  mit  0  bezeichnet  werden  möge.  Die  Gleichung  (1)  ent- 
hält vier  Parameter  ^^  q^,  q^,  q,  zwischen  denen  die  Beziehungen  (2)  und  (3) 
bestehen;  demnach  sind  nur  zwei  dieser  Parameter  unabhängig  veränderlich, 
die  beiden  anderen  können  mit  Hülfe  von  (2)  und  (3)  eliminirt  werden. 

Die  Normale  einer  Wellenebene,  welche  gleichzeitig  mit  Q  von  dem 
Erschütterungscentrum  ausging  und  Q  sehr  nahe  liegt,  hat  die  Richtungs- 
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Cosinus  g^+<fg^(Ä  =  i,2, 3)  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  (\  +  dq. 
Ihre  Gleichung  ist  also  zur  Zeit  t: 

(4)  (9i  +  dq,)x^  +  (^3  +  dq^)x^  +  [q^  +  dq^)x^  -  (q  +  dq)i=^  0. 

Die  Coordinaten  aij,  x^,  x^  aller  Punkte  der  Durchschnittsgeraden  der  Ebenen 
(1)  und  (4)  befriedigen  demnach  die  Bedingung: 

(a)  x^  dq^  +  x^  dq^  +  x^  dq^  -  tdC{  =  0. 

Die  Grössen  dq^  und  rfq  müssen  aber  wegen  des  Bestehens  von  (2)  und  (3) 
ausserdem  noch  folgende  Gleichungen  befriedigen: 

(b) 


(c) 


<iidqi+qf^dq^+q^dq^^Q 


In  der  letzten  Gleichung  ist: 

so  dass  (c)  lautet: 

Wenn  die  linken  Seiten  von  (a),  (b),  (c)  der  Null  gleich  sein  sollen,  so 
muss  auch  jede  mit  Hülfe  von  irgend  welchen  Factoren  gebildete  lineare 
Verbindung  derselben  verschwinden.  Addirt  man  nun  jene  Gleichungen, 
nachdem  man  die  zweite  mit  —  fi,  die  dritte  mit  —  v  multiplicirt  hat,  und 
ordnet  man  das  Resultat  nach  dq^,  dq^,  dq^,  dq,  so  ergiebt  sich: 

Diese  Gleichung  muss  gelten  für  jede  von  den  unendlich  vielen,  der  Wellen- 
ebene Q  benachbarten  Wellenebenen,  d.  h.  wie  man  auch  9i,  ?2,  ft  um  die 
unendlich  kleinen  Werthe  dq^,  dq^,  dq^  und  demgemäss  q  um  (^q  ändern 
möge.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  diese  Beziehung  nur  dadurch  bestehen 
kann,  dass  gleichzeitig  jeder  der  Coöfficienten  von  dqj^  und  dq  für  sich  ver- 
schwindet.   Demnach  ist: 

d0 


(d) 


d0 


Xj,  x^,  x^  sind  jetzt  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Wellenebene 
Q  mit  allen  benachbarten  Wellenebenen  zur  Zeit  t,  oder  mit  anderen  Worten, 
die  Coordinaten  des  Punktes  der  Strahlenfläche,  in  welchem  dieselbe  von 
jener  Wellenebene  zur  Zeit  t  berührt  wird.  Der  Factor  v  ergiebt  sich  aus  der 
letzten  Gleichung  (d): 

Id0 

dq 


-f. 
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Den  Werth  des  Factors  fi  erhält  man,  indem  man  die  Ausdrücke  (d)  für 
x^,  x^,  x^  in  {1)  eintragt  und  dabei  (2)  und  (3)  berücksichtigt: 

fi^qt. 
Demnach  sind  fi  und  v  proportional  der  Zeit  t;  d.  h.  der  Durchschnitts- 
punkt einer  ebenen  Welle  mit  allen  benachbarten  Wellenebenen,  dessen 
Bahn  der  zu  jener  Welle  gehörende  Strahl  ist,  pflanzt  sich  geradlinig  fort. 
Es  seien  jetzt  x^,  x^,  oc^  insbesondere  die  Coordinaten  des  Punktes,  bis 
zu  welchem  sich  der  zur  Wellenebene  Q  gehörige  Strahl  OS  in  der  Zeit- 
einheit fortgepflanzt  hat,  so  ist: 

folglich: 

/.      N'      1     \ 


(5) 


/^      N«      1      \ 
/'^       N«      1      \ 


Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  in  der  Richtung  OQ 
(^1,  ft,  ft)  sich  fortpflanzenden  Wellenebenen  mit  q^  und  q^  (q^  >  qg),  die 
Richtungscosinus  ihrer  Polarisationsrichtungen  (t^  und  tr^  mit  a^if  ^22  >  ^23 
und  Cji,  (Tja  (r^,  die  Geschwindigkeiten  der  zugehörigen  Strahlen  OS^  und 
OS^  mit  «1  und  g^,  die  Richtungscosinus  derselben  mit  «^j,  «^j,  s^^  und 
«21,  «a„  «28>  endlich  die  Werthe  von  N  für  q  =  q^  und  q  =  q,  mit  Nj  und 
Nj,  so  ist,  wenn  in  (5): 

«*  =  «iii«i   oder  a?,  =  5,fc«a 
gesetzt  wird  und  die  Relationen  H,  S.  322,  eingeführt  werden: 


(Ä  =  1.2,3) 


«21  ^2  =  ^1  ^2  -  ^  ^i 


21 


(5*) 


«12  ^1  =  9%  fll 


qi 


^12  > 


«13  »1  =  ?3  ll  -  -^  ^^1 


«22  ^J 
13  >      «23^2 


•2  =  92  ^2  -  -qY  ^" 


Hieraus  folgen  die  Gleichungen 
(«) 


«11 9i  ^n 

«21  S'l  <^21 

«12  ft  <^12 

-0, 

«22  ft  ^22 

«18  ft  <^18 

«28  ^3  <^28 

=  0, 


23« 


welche  den  yorausgeschickten  Satz  liefern,  wonach  OQ,  OS^,  a^  und  OQ, 
OS^y  0^  in  einer  Ebene  liegen. 

Wenn  man  die  Gleichungen  (5*)  quadrirt  und  addirt,  so  ergiebt  sich: 


(») 
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Diese  Beziehungen  gestatten  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  d,  und  ^ 
der  zu  einer  Wellennormalenrichtung  gehörigen  Strahlen  zu  berechnen. 
Mit  Bücksicht  auf  (7)  nehmen  die  Gleichungen  (5)  die  Form  an: 

Demnach  kann  jetzt  die  Beziehung  xwischm  einer  Weüend>ene  und  dem  xti- 
gefiörigen  Sirahle  in  der  symmetrischen  QestaU  geschrieben  werden. 


(ö**) 


Addirt  man  die  Gleichungen  (5),  nachdem  sie  der  Reihe  nach  mit 
x^j  x^j  x^  multiplicirt  sind,  so  folgt: 

Werden  andererseits  die  Gleichungen  (5**),  in  denen  8e*=a;i*+a::2*+ V 
ist,  addirt,  nachdem  sie  der  Reihe  nach  mit  —  x^^  —x^,  —  x^  multiplicirt 
sind,  so  ergiebt  sich  mit  Benutzung  von  (8)  die  OJeicJmng  der  StrcMenfläche 
in  Punktcoordinaten: 

8 


'.l 

= 

?l<l. 

0,'- 

-8* 

• 

«.'-C 

*.. 

= 

?.q. 

«.•- 

"*• 

o,*-q.' 

».» 

* 

?.q. 

'*" 


T  =  l, 


welche  sich  leicht  in  die  beiden  auf  S.  324  angegebenen  Formen  überführen 
lässty  indem  man  von: 

'«I  ,  '««  ,  '«3  1 


die  Identität: 

g«  -r  gt  T-  n»  —  g9 

*•  »,  »,  w, 

subtrahirt.  * 

Die  Bestimmung  der  beiden  zu  einer  gegebenen  Strahlenrichtung  ge- 
hörigen Wellennormalen  erfordert  jetzt  nur  die  Anwendung  des  Ueber- 
tragungsprincips  (S.  317^  322).    Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeiten  der 


^  Die  Ableitung  der  Gleicbong  der  Strahlenfläche  aus  der  Gleiobno^  (8)  der 
Normalenflftche  (S.  829)  wurde  nahezu  gleichzeitig  gefunden  von  A.  Sioth  (InyeBtigatu» 
of  the  Eqnation  of  Fbb8NBl*8  Wave  Surface.  Tranz.  Cambr.  I^il.  Soc.  6  (1),  85, 1836. 
Method  of  finding  the  Equation  to  Fbbbnel'b  Wave-Surfaoe.  Phil.  Mag.  12,  335, 1888) 
und  C.  £.  Sbnff  (EzperimenteUe  und  theoretische  Unterauchungen  aber  die  Cteaetze 
der  doppelten  Strahlenbrechung  und  Polarization  des  Lichtes  in  den  Kiystallen  des 
zwei-  und  eingliedrigen  Systems.    Dorpat  1837,  4«,  p.  101). 
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beiden  in  der  Richtung  OS  («i,  »2?  «3)  sich  fortpflanzenden  Strahlen  OS 
und  OS"  mit  i  und  S"  {%'>  g"),  die  Richtungscosinus  ihrer  Polarisations- 
richtungen mit  g/',  8j",  gj"  und  g/,  Sj',  gj',  die  Geschwindigkeiten  der  zu- 
gehörigen Wellen  mit  q'  und  q",  die  Richtungscosinus  ihrer  Normalen  mit 
Q\y  ^2'»  ^3'  ^Jid  ^i",  ^2"»  ?$">  so  erhalten  wir  die  gesuchten  Beziehungen 
aus  (5)  und  (5*)  durch  die  Vertauschungen: 


\  fli  fl«  ^1  8«  <1k  ^xh  ^\ 


*lfc   *9 


lÄ  ''2a  *1*  ^2k> 


11111 


Alsdann  folgt  aus: 


ttfc  8'  8" 


q  q 


8/   a  "        '        ' 


?,'  «1  8/ 

ft'  »a  V 

=  0, 

?s'  »3  «3' 

?8     »S^s 

=  0 


der  vorausgeschickte  Satz,  demzufolge  einerseits  OS^  OQ'  und  die  Polari- 
sationsrichtung ^',  andererseits  OS^  OQ"  und  die  Polarisationsrichtung  %"  in 
einer  Ebene  liegen. 

20.  Da  die  Lage  der  optischen  Axen  bekannt  ist,  wenn  die  Richtungen 
der  optischen  Symmetrieaxen  und  die  Werthe  der  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten gegeben  sind,  so  kann  man  die  Fortpflanzungsrichtung  und  die  Polari- 
sationsrichtung einer  Wellenebene  auf  die  optischen  Axen  beziehen.  Als- 
dann nimmt  die  Lösung  der  fundamentalen  Aufgabe,  für  eine  gegebene 
Weilmnorrnalmnchiung  OQ  die  PohnaoMonsricktungen  (Tj,  a^  tmd  die  Oe- 
schwmdigkeiten  q^,  (\^  der  beiden  zugehörigen  Weüenebenen  zu  bestimmen,  eine 
sehr  einfache  Gestalt  an. 

Durch  den  Mittelpunkt  0  des  Indexellipsoids  seien  eine  Wellenebene 
und  ihre  Normale  OQ  gelegt.  In  der  Schnittellipse  müssen  die  einander 
gleichen  Durchmesser  x,  x',  in  denen  jene  Wellenebene  die  Kreisschnitte 
K,  E!  des  Ellipsoids  schneidet,  symmetrisch  zu  den  Hauptaxen  (T^,  a^  der 
Ellipse  liegen,  oder  mit  anderen  Worten:  die  auf  einander  senkrechten  Axen 
<Tj,  (Tj  müssen  die  von  x  und  x  gebildeten  Winkel  halbiren  (Fig.  159).  Nun 
ist  X  senkrecht  auf  der  Ebene  QA  und  x  senkrecht  auf  QÄ\  folglich  halbiren 
die  Polarisationsebenen  O^i  =  ^^  und  Qa^^^^  die  von  QA  und  QÄ  ein- 
geschlossenen Winkel.  Wir  erhalten  also  den  FBBSNBL'schen  Satz:^  Die 
Polarisationsebenen  ^j,  §2  zweier  Wellen  mit  gemeinsamer  Wellennormale  OQ 
sind  die  HaBnrungsebenen  der  Winkel,  welche  die  Verbindungsebenen  der  Wellen- 
normals und  der  optischen  Axen  A,  Ä  einsohliessen.  Gleichzeitig  ist  ersicht- 
lich, dass  die  Polarisationsebene  ^^  der  schnelleren  Welle  bei  den  Krystallen 
von  posiHvem  Charakter  der  Doppelbrechung  durch  den  spitzen  Winkel  der 


^  A.  Fbbskkl,  Second  memoire  sur  la  double  r^traction.    Oeuvr.  compL  2,  581, 
186S.    Pogg.  Axm.  23,  542,  1831. 
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optischen  Axen,  bei  den  Kiystallen  von  negaUveni  Charakter  durch  den 

stumpfen  Winkel  dieser  Axen  hindurchgeht. 

Führt  man  jetzt  die  von  0  bis  w  genommenen  Winkel  zwischen  der 

Wellennormale  OQ 
und  den  optischen 
Axen  ein: 


so  lassen  sich,  wie 
F.  E.  Neumanh  ge- 
zeigt hat,^  die  als 
Wurzeln  der  OUd- 
^  ckung  II,  S.  322,  ge- 
gebenen  Quadrate  der 

Oesohunndigkeiten 
der    beiden    WelieUj 

getrennt  und  ohne 
Wurzelzeiohen 
durch  die  Haupt- 
lichtgeschwindigkei' 
ten  und  jene  Win- 
kel ausdrücken: 


oder: 


(1) 


qi*-ai«  +  {a3>-a,«)sin»?^ 


q.^==5i!|^V^oos(<p'-<p) 


q3^=5^  +  ^-^cos(y'+^). 

Mit  Hülfe  der  optischen  Axen  lassen  sich  also  der  äussere  und  der  innere 
Mantel  der  Normalenflache  getrennt  darstellen.    Die  Differenz  der  Quadrate 
der  Geschwindigkeiten  zweier  gleichgerichteter  Wellenebenen  ist  dem  Pro- 
ducte  der  Sinus  der  Winkel  (p  und  qp'  proportional: 
(2)  qi*  -  qa*  =  (öi '  -  «3*)  sin  qp  sin  (f\ 

Zunächst  lässt  sich  in  die  Gleichung  II  der  halbe  Winkel  F  der  optischen  Axen 
einführen.    Schreibt  man  nftmlich  II  in  folgender  Form: 


^  F.  E.  Neuxann,  Ueber  die  optischen  Axen  und  die  Farben  zweiaxiger  Kryatalle 
im  polarisirten  Licht.    Pogg.  Ann.  33,  277,  1834. 
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oder,  mit  Bficksicht  auf  y/  +  ji'  +  ?s*  =  1 : 

so  geht  sie,  falls: 

(«) 

gesetzt  vird,  über  in: 


f«^  "''-q'  =  _  X       ^— '''  -  1  - 


Nun  haben  die  Bichtungscosinus  der  optischen  Azcn  A  und  Ä  die  Werthe: 
sin  F,  0,  cos  V  und  —  sin  F,  0,  cos  F.    Demnach  ist: 

cos  qp  =      g^i  sin  F  +  jfj  cos  F 
cos  <)d'  =5  —  ^1  sin  F  +  jfj  cos  F, 
und: 

2^1  sin  F=  cos  «jd  —  cos  (p' s  2  sin  — ~^ sin  *^  ^ 

2q^  COS  F=  cos  ^  +  cos  9'  =  2 cos  ^  "  ^  cos ^  ^  • 
Folglich: 

sin«  5^  Bin«  ?L+J^       (1  -  sm»  ^L^ j  ^i  -  sin*  5L+ ^j 

«  1  —  ip  "    ' 

In  dieser  Grestalt  Ittsst  aber  die  Gleichung  II  die  Werthe  ihrer  Wurzeln  unmittelbar 
ablesen: 

0»)  *.=rin'2^,    «.-sin'^^iL. 

Ersetzt  man  hierin  x  durch  den  Werth  (a),  so  erhält  man  die  gesuchten  Werthe  (1) 
von  q,*  und  q,". 

Der  kleinste  Werth  von  q)'—  q>  ist  Null;  dann  liegt  OQ  in  der  Ebene  X^X^  und  qj 
erreicht  seinen  grössten  Werth  a^.  Die  Polarisationsebene  ist  X^2C^,  Der  grösste 
Werth  von  q/—  qi  ist  2  F;  dann  liegt  OQ  in  der  Ebene  X^X^  in  dem  von  der  Axe 
X^  halbirten  Winkel  der  optischen  Azen  und  qj  erhält  den  Werth  a,.  Die  Polari- 
siüionsebene  \Bi  X^X^^.  In  analoger  Weise  findet  man,  dass  für  den  kleinsten  Werth 
2  F  von  q>  •{•  q  die  Wellennormale  OQ,  in  die  Ebene  X^X^  in  den  von  der  Axe  X^ 
halbirten  Winkel  der  optischen  Axen  fällt  und  q,  »  a,  ist  Die  Polarisationsebene  ist 
X^X^.  Dagegen  gehört  für  den  grössten  Werth  n  jener  Summe  0  Q  der  Ebene  X^  X^ 
an;  es  ist  q,  »  Of  und  X^  X^  Polarisationsebene.    Demnach  ist:  c^  >  qi  >  a,  >  q,  >  a,. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  ersieht  man,  dass  alle  Wellen,  ftlr  welche  die  Di£Ferenz 
oder  die  Summe  der  Neigungen  ihrer  Normale  zu  den  optischen  Axen  denselben  Werth 
hat,  auch  dieselbe  Geschwindigkeit  besitzen.  Betrachtet  man  (p  und  (p  als  veränder- 
lich bei  Constanten  Werthen  von  q^  oder  q,,  so  stellen  jene  Gleichungen  den  geo- 
metrischen Ort  der  Wellennormaleu  mit  den  Geschwindigkeiten  qi  oder  q^  dar.  Hieraus 
folgt,  dass  jedem  Werth  der  Geschwindigkeit  q^  oder  q^  ein  Kegel  zweiten  Grades 
entsinricht,  dessen  Focallinien  die  optischen  Axen  sind.' 


'  Diese  „Geschwindigkeitskegel"  wurden  von  A.  Bbkb  eingeführt  (Ueber  eine 
neue  Art,  die  Gesetze  der  Fortpfl.  u.  Polaris,  d.  Lichtes  in  opt.  zweiax.  Medien  dar- 
zosteUen.  Arch.  Math.  Phys.  I69  228,  1861).  Vgl  B.  Heoht,  Ueber  die  Anwendung 
der  GHAUUiss'schen  Methode  zur  Bestimmung  der  optischen  Verhältnisse  eines  optisch 
zweiaxigen  Krystalls.    N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  6,  258,  1889. 
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Führt  man  neben  den  Winkeln  y,  <p'  noch  den  von  den  Yerbindongs- 
ebenen  der  Wellennonnale  Q  mit  den  optischen  Axen  A,  Ä  gebildeten  Winkel 
{AQÄ)  =  2/9  ein,  so  nehmen  die  mit  N^  nnd  N,  bezeichneten  Grössen, 
welche  auf  S.  330  definirt  wurden  durch: 

eine  zu  weiteren  Discussionen  sehr  geeignete  Form  an.^    Es  ist^  abgesehen 
vom  Vorzeichen: 

Ni  =  ?i!r«»!8in/9sin(9>'~  v>) 

Na  =  *^—2_  cos/9  sin  (9'+  9). 

Um  diese  Formeln  sbsuleiton  moltipliciren  wir  die  Gleichungen  II,  8.  322: 
KT      Äi'— q.'  M       öl*— qi*  M       o«'— qi* 

?!  g*  gf 

der  Reihe  nach  mit  q^\  q^^  q^.    Alsdann  lautet  ihre  Summe: 

Ni  -  (Ol*  -  qi*)  ?i  cr„  +  (0,"  -  qi")  y,  cr^j  +  (o,*  -  qi")^,  9^^. 
Addirt  man  hierzu  die  mit  qi'~  o,'  multiplicirte  Relation: 

Bo  wird: 

Nt  »  (Ol'  -  0,«)  j^i  cTii  +  (a,«-tt,«) y.  (Tjs 
oder: 

Ni  -  (Ol»-  as")[sri  (r„  sin"  F~  y^  cr„  cos«  F]. 
Nun  ist: 

a«  cos  ^  =     ^1  sin  F+  ^t  ^s  ^ 

b.  cos  gp' =  —  ^1  sin  F+  jr,  cos  F, 

ferner,  wenn  die  Winkel  der  Polarisationsrichtungen  ai^ir,  gegen  die  optischen  Axen  mit : 

(''i^)=/i>    («'i^O^ri',    (<^*^)=^ii    K-4')=/»' 
bezeichnet  werden: 

0.  cos/i  s=  —  sin  /?  sin  9  SS      «Tii  sin  F+  «Tj,  cos  F 

d*  cos/i'  s=     sin  ß  sin  ^'=  —  cth  sin  F+  o-j,  cos  F 

e.  cosjf,  SB     cosj?  sin  9  »     cr^^  sin  F+  o",,  cos  F 

f.  cos/,'  =     cos|?  sin  <)d'  =s  —  aji  sin  Fh-  er,,  cos  F. 

Demnach  hat  die  Summe  der  Producte  a.  d  und  b.  c  den  Werth: 

I  sin  |9  sin  (y '  ~  gj)  *=  —  j'i  ^x\  "hi*  F+  y,  itj,  cos'  F. 
Folglich  ist  für  die  achndlere  Welle: 

Ni  =  -  ^^  7°*  Bin  /9  sin  (<p-  9)), 


^  F.  £.  Nbumanx,  Theoret  Unters,  d.  Gresetze  etc.  Abh.  Berlin.  Akad.  1835, 
97—99.  J.  Mao  Gullagh,  On  the  Laws  of  cryst  Befl.  etc.  Trans.  Iriah  Acad.  18, 
18S7.    CoU.  Works,  129,  187,  1880. 
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worin  nun  noch  ß  dorch  F,  q>j  g>'  anagedrückt  werden  kann;  denn  in  dem  Dreieck 
QAA'  ist: 

sin  <p  8in<)p 
In  analoger  Weise  ergiebt  sich  für  die  langsamere  Welle  aus  a.  f  +  b.  e: 

i  cos  ß  sin  (<p'+  <p)  «  — g'i  cr,i  sin»  r+  y,  er,,  cos»  T, 
so  dass: 

N,  =  -  ^  g"*  cos|9  sin(<p'+  <p), 

■i.(-r.^).u(r.i4^) 

'^  sin  ^  sin  ^' 

Auf  dieses  Ergebniss  gestützt  finden  wir  für  die  Winkel  der  Wellen- 
normale OQ  gegen  die  zugehörigen  Strahlen  OS^,  OSj,  welche  nach  S.  283 
g^eben  sind  durch: 

cos  (QSj)  =s  cos  Wj  «  5| ,    cos  {QS^)  =  cos  qj,  =  ^ » 
folgende  Ausdrücke: 

oder,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

tan  (Oj  «  J^I  =  5^^cos/9  sin  (y'+  qp). 

Um  den  Sinn  festzustellen,  in  welchem  die  Winkel  Wi,  w,  zu  rechnen 
sind,  betrachten  wir  die  Schnittcurven  der  Strahlenfläche  mit  den  Symmetrie- 
ebenen derselben  (Fig.  154—156,  S.  325).  Es  liegt  der  Strahl  mit  ver- 
veränderlicher  Geschwindigkeit  in  der 

Ebene  zwischen  der  Wellennormale  und 

JTj  Xi  X^ 

Daraus  folgt,  dass  für  eine  beliebige  Wellennormale  OQ  der  langsamere 
Strahl  $2  in  der  Halbirungsebene  Jp^  des  Winkels  (-40-4')  von  0  aus  gegen 
X^  hin,  der  schnellere  Strahl  S^  dagegen  in  der  Ualbirungsebene  ^^  des 
Nebenwinkels  gegen  X^X^  hin  liegt  (vgl.  Fig.  160,  S.  340), 

In  analoger  Weise  lassen  sich  die  Polarisationsebenen  und  Geschwindig- 
keiten von  Strahlen  mit  Hülfe  der  Strahlenaxen  bestimmen.  Die  PokmaoHons" 
ebenen  S8'=  H',  58"«=  H''  zweier  Sirahlen  OS",  OS"  von  gemeinsamer  Fort- 
pflanzungsriehtung   OS   sind   die  Halbirungsebenen    der    Winkel,    loekhe    die 

LiBBuai,  Pbja.  Krystallogr.  22 
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Verbmdungsebenm  der  Strahlenrichtung  und  der  Strahlenaocen  S^  9!  ein&shUesseri. 
Bezeichnet  man  die  Winkel: 

so  sind  die  Oeadnimdigkeiim  &',  i"  der  beiden  Strahlen  gegeben  durch: 

r.  =  l(;^  +  ;^.)  +  j(^-;^.)«o«ö''+r). 

Hierdurch  sind  die  beiden  Mäntel  der  Strahlenfläche  getrennt  dargestellt. 
Gleichzeitig  ergiebt  sich: 

(«•>  F*-Fi  =  (a^-S|i)«iny8in/, 

d.  h.  die  Differenz  der  reciproken  Quadrate  der  G^chwindigkeiten  zweier 
gleichgerichteter  Strahlen  ist  dem  Product  der  Sinus  der  beiden  Winkel 
proportional,  welche  die  Strahlenrichtung  mit  den  Strahlenaxen  bildet.  Im 
Allgemeinen  gehören  zu  jeder  Strahlenrichtung  OS  zwei  Wellenebenen,  deren 
Normalen  OQf  und  OQf'  in  den  Polarisationsebenen  H'  und  H"  liegen.  Be- 
zeichnet man  die  Winkel  (ÄQ')  =  w'  (SO")  =  «",  (»Ä«')  «  f ,  so  liefert  das 
Uebertragungsprincip : 


(4') 


tana>'  «}8'>  (i,  -  i,)sinf  sinf/-  y) 
ton  a>"=  1  r«  (;^  -  ;^)  cos  ?  sin  {y'+  y). 


Die  Normale  OQ"  der  langsameren  Welle  liegt  in  der  Halbirungsebene  B" 
des  Winkels  (SÄÄ81')  von  S  aus  gegen  ^i-^  hin,  die  Normale  00'  der 
schnelleren  Welle  dagegen  in  der  Halbirungsebene  IT  des  Nebenwinkels 
gegen  X^  hin. 

Relative  Maxima  de»  Winkels  to  zwischen  8ir<M  vaul  Wellennormale,  6»^»  {S^  Q^\ 
treten  in  den  drei  Symmetrieebenen  auf.^  Wie  in  dem  Falle  der  einazigen  KiystaUe 
(S.  808)  ergänzen  sich  die  Winkel  des  Strahls  8^  und  der  Wellennormale  Q^  gegen 
eine  in  ihrer  Ebene  gelegene  Symmetrieaze  zn  90^    Es  ist  in  der  Ebene: 

Z,2;,    tan(Äo-Zi)- J,    0,.«     (8,X,) -•  (Q^X,) 

X,X,,    tanCfi^-X,)»^,    «^«-(fii»2:,)  +  (Qo-X,) 


^  W.  Walton,  On  the  Obliqnity  of  a  Bay  in  a  Biazal  Ciystal.    Qaart  Joam. 
of  pure  and  appL  Math.  4»  1,  1861. 
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Die  folgende  Tabelle  gewährt  eine  Uebersicht  der  Werthe  von  w^  in  den  auf  S.  321 
angezahlten  Sabstanien. 


Ebene  ^2^ 

Ebene  X^X^ 

Ebene  X|^ 

<»« 

(Qo^) 

f^n. 

(Qo^») 

Gl„ 

(Qo-Xi) 

1«  Ändctlusit  .    . 

ono,6' 

44«54,7' 

0«23,2' 

45m,6' 

on2,6' 

44«53,7' 

2.  Änglent     .    . 

0  20,8 

44  49,6 

0  30,2 

45  15,1 

0    9,4 

44  55,8 

8.  ÄnkydrU  .    . 

1  22,2 

44  18,9 

1  35,0 

45  47,5 

0  12,8 

44  58,6 

4.  Aragonit    .     . 

0    8,8 

44  55,6 

5  32,8 

47  46,4 

5  24,0 

42  18,0 

5.  Äxinit  .    .    . 

0    6,4 

44  56,8 

0  18,4 

45    9,2 

0  12,0 

44  54,0 

6»  Borax  ,    .    . 

0    6,8 

44  56,6 

0  58,2 

45  29,1 

0  51,4 

44  34,3 

7.  Cerusnt     .    . 

0    8,0 

44  58,5 

8     5,2 

49    2,6 

8    2,2 

40  58,9 

S.  Ckn/soben/U  . 

0  16,0 

44  52,0 

0  18,8 

45    9,4 

0    2,8 

44  58,6 

9.  Cole$Ün     .    . 

0  15,2 

44  52,4 

0  18,8 

45    9,4 

0    8,6 

44  58,2 

10.  Cordierii  .     . 

0  11,2 

44  54,4 

0  24,6 

45  12,8 

0  13,4 

44  53,3 

0  34,0 

44  43,0 

1  81.8 

45  45,9 

0  57,8 

44  31,1 

12*  Diapsid     .    . 

0  46,4 

44  36,8 

1     1,1 

45  80,5 

0  14,6 

44  52,7 

18.  JEuklas  .    .    . 

0  32,6 

44  48,7 

0  39,4 

45  19,7 

0    6,8 

44  56,6 

14.  Glimmer    .    . 

0  12,0 

44  54,0 

1  24,4 

45  42,2 

0  12,4 

44  23,8 

1&.  Oifps     .    .    . 

0  17,4 

44  51,3 

0  22,0 

45  11,0 

0    4,6 

44  57,7 

18.  EtetehBiJikerz 

0  86,0 

44  42,0 

0  42,4 

45  21,2 

0    6,4 

44  56,8 

17.  NüOrolUh  .    . 

0  20,8 

44  49,6 

0  27,6 

45  13,8 

0    6,8 

44  56,6 

18.  O/m«   .    .    . 

0  88,8 

44  40,6 

1  13,8 

45  86,9 

0  85,0 

44  42,5 

0    8,6 

44  58,2 

0  12,0 

45    6,0 

0    8,6 

44  55,7 

20.         „        .    . 

0    0,6 

44  59,7 

0  10,6 

45    5,8 

0  10,0 

44  55,0 

21.  Schwefel    .    . 

5  24,6 

42  17,7 

7  55,0 

48  57,5 

2  31,4 

43  44,3 

0  22,0 

44  49,0 

0  24,4 

45  12,2 

0    2,4 

44  58,8 

28.  Topa$    .    .    . 

0  15,6 

44  52,2 

0  20,2 

45  10,1 

0    4,6 

44  57,7 

24.  Weinsäure     . 

2  84,2 

43  42,9 

4    4,8 

47    2,4 

1  80,6 

44  14,7 

21.  Fasst  man  die  auf  S.  333,  337  entwickelten  Beziehungen  zusammen, 
so  ersieht  man,  dass  die  Yerbindungsebene  einer  Wellennormale  mit  einem 
der  zugehorenden  Strahlen  gleiokxeiHg  die  beiden  Winkel  (oder  deren  Neben- 
winkel) halbirt,  welche  man  erhält,  indem  man  die  Wellennormale  mit  den 
optischen  Axen  und  den  Strahl  mit  den  Strahlenaxen  durch  Ebenen  ver- 
bindet. Daher  kann  man  xu  einer  gegebenen  WeUennormdle  Q  die  ^gehörenden 
Strahhnrickhmgen  S^,  S^  und  umgekehrt  zu  einem  Sirahle  S  die  TMgehörenden 
Wellennorfnaien  0',  0"  in  folgender  Weise  oonstruiren.^ 

Es  sei  die  Wellennormale  Q  gegeben  (Fig.  160).  Man  halbire  den  Winkel 
{AQA')  der  Ebenen,  welche  durch  Q  und  die  optischen  Axen  gelegt  sind,  durch 
Q(T^  und  den  Nebenwinkel  durch  Q(fi.  Durch  die  Strahlenaxe  %  lege  man  zwei 
auf  Q(T2  iiDid  Qöj^  senkrecht  stehende  Ebenen  KP^N^  und  ÄPj  J^j,  welche 
jene  Halbirungsebenen  in  P,  ^^^  A  schneiden,  und  in  denen  die  Geraden 
JV,  und  N^  so  gewählt  sind,  dass  (ÄP^)  =  {PtNi)  und  (%Pj)  « (PiN^)  ist. 


^  J.  J.  Stlvbstbb,  Analytlcal  Development  of  Fbbsnxl'b  Optical  Theory  of  Crystals. 
Phfl.  Mag.  12,  81,  1838. 
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Dann  schneiden  die  Verbindungsebenen  von  N^  und  N^  mit  der  zweiten 
Strahlenaxe  %'  die  Ebenen  Qa^  and  Qa^  in  den  gesuchten  Strahlen  S^  und  5^. 

Wenn  der  Strahl  S  ge- 
geben ist,  80  halbire  man 
den  Winkel  («S«)  durch 
Ä^"  und  seinen  Neben- 
winkel durch  S^',  lege  durch 
die  optische  Axe  A  zwei  auf 
5$"  und  5^  senkrecht 
stehende  Ebenen  Ä%^'^\ 
^^91' und  bestimme 9^,91" 
so,  dass  U?ß")  =  (*"9l"), 
U^')  =  (^'3r)  ist  Dann 
sind  die  gesuchten  Wellen- 
normalen  Q\  Qf'  die  Schnitt- 
geraden der  Ebenen  -4' 91", 
ÄSSi'  und  S^",  S^\ 

22.  FäM  die  WeüennormcUe  Q  mit  einer  der  optischen  Axen  zusammen, 
so  wird,  wie  aus  dieser  Construction  hervorgeht,  die  Lage  der  Polarisations- 
ebenen 0(Ti,  0<7„  also  auch  die  Lage  der  zugehörenden  Strahlen  unbestimmt; 
die  einer  optischen  Axe  correspondirenden  Strahlen  erfüllen  also  einen  geo- 
metrischen Ort,  dessen  Natur  sich  aus  folgender  Erwägung  ergiebt. 

Es  sei  S  ein  zur  optischen  Axe  Ä  gehörender  Strahl  (Fig.  161),    Dann 
ist  die  Ebene  SA  der  Bedingung  unterworfen,  dass  sie  den  Nebenwinkel  von 
i  ^.-^  («5«')  halbirt     Die  Halbirungs- 

^'<^'  , i5L...-.it.i^^..-T     ebene  des  Winkels  {%SV)  selbst 

schneide  die  Ebene  der  optischen 
Axen  in  der  Geraden  i/.  Oehen 
wir  nun  zu  einem  anderen,  eben- 
falls der  Axe  A  zugehörenden  Strahle  S  über,  so  behält  die  Gerade  D'  ihre 
Lage,  denn  das  Doppelverhältniss  der  vier  durch  S  gehenden  Ebenen  SA, 
SD\  S%  SW  ist  stets  ein  harmonisches: 

Folglich  ist  auch  das  Doppelverhältniss  der  vier  Geraden  A,  I/y  9,  V  ein 
harmonisches: 

und,  da  die  Lage  von  A,  0,  %'  unveränderlich  ist,  so  ist  auch  iX  eine  feste 
Gerade  und  ihre  Neigung  zur  optischen  Axe  (i)'-4)  =  S  ein  fester  Winkel. 
Die  um  O  als  Mittelpunkt  beschriebene  Constructionskugel  habe  den 
Kadius  ttg.  In  dem  bei  S  rechtwinkligen  Dreieck  SAI/  (Fig.  161)  ist,  wenn 
{SAD')=-e,{SA)  =  0  gesetzt  wird: 

tan^ 


Fig.  161. 


r 


cos«  = 


tan  5 
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Ferner  ist,  wenn  AS==  q  die  Projection  des  Strahles  S  auf  die  durch  den 
Endpunkt  der  Axe  A  gehende  Wellenebene  (Fig.  162,  164)  bedeutet: 

(>  «  Os  tan  0  =  Qa  tan  <^  cos  fi 

oder,  wenn  die  Projection  AD  der  Geraden  1/  auf  dieselbe  Ebene  mit  d 
bezeichnet  wird  (Fig.  163,  164): 

Q  =z  dGOse. 

Hierin  kann  der  Winkel  b  alle  möglichen  Werthe  annehmen;  der  ent- 
sprechende Werth  von  g  ist  jedesmal  durch  diese  Relation  bestimmt.  Daraus 
ergiebt  sich,  dass  der  Endpunkt  des  Strahles  S  auf  jener  Wellenebene  einen 
Kreis  beschreibt,  der  durch  den  Endpunkt  der  optischen  Axe  A  hindurch- 
geht und  dessen  Durchmesser  c?  =  Og  tan  <J  ist.  Mit  anderen  Worten:  Die 
zu  einer  opHschen  Axe  gehörende  Wellenebene  berührt  die  Strahlenfläche  in  einem 
durch  den  Endpunkt  dieser  Axe  geltenden  Kreise  vofi  dem  Durchmesser  d. 
Demnach  erfüllen  die  xu  einer  optischen  Axe  gehörenden  Sirahlen  einen  ellip- 
tischen Kegel,  auf  dessen  Mantel  auch  diese  Axe  selbst  liegt  (Fig.  165). 


-^1 


Flg.  162.         Flg.  t63. 


Flg.  164. 


Fig.  165. 


Die  einfachste  Form  der  Gleichung  des  Strahlenkegels'^  erhält  man  aus  (4), 
S.  337  durch  die  Substitution  q,  =  Qj,  y  =  0,  y'=  2 V,  nß ^  ß^t\ 

tan  0  «  ^^g"^  sin  2  V  cos «, 

eine  Beziehung  zwischen  den  veränderlichen  Winkeln  @,  «,  durch  welche 
jeder  Strahl  des  Kegels  seiner  Richtung  nach  bestimmt  ist,  und  den  optischen 
Constanten  des  Erystalls. 

Der  Durchmesser  des  Berührungskreises  hat  den  Werth: 


COB8 


cosa      "*      2a, 


8in2F. 


^  F.  £.  NsuMAXir,  Theoret  Unters,  etc.    Abh.  Berlin.  Akad.  1885,  95. 
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Für  die  Oeffnung  S  des  Sirahlenkegels  in  der  SymmeHeebene  X^Xi  ergiebt  sich: 

oder: 

Der  Oeffaungswinkel  ist  hierdurch  direct  als  Function  der  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten  dargestellt;  man  kann  ihn  aber  auch  durch  die  halben 
Winkel  V,  S3  zwischen  den  optischen  Axen  und  den  Strahlenazen  ausdrücken, 
denn  aus  {AD%%')'^-1  folgt: 

2cot{AD)  =  cot(^a)  +  cot(^a') 

2cot^«cot(F  +  g)  +  cot(F-g)  =  ^(^;y3;^^^^)- 

Die  Polarisationsebene  jedes  Strahles  des  Kegels  ist  dadurch  bestimmt^ 
dass  sie  durch  den  Strahl  OS  geht  und  senkrecht  zur  Yerbindungsebene  SA 
des  Strahles  mit  seiner  Wellennonnale,  der  optischen  Axe, 
steht  (Fig.  166).  Demnach  schneiden  sich  die  PolarisaHons" 
ebenen  aller  Stahlen  des  Kegels  in  dem  der  (^tischen  Axe  in 
der  Symmetried)ene  X^X^  gegenüberliegenden  Sirahle  OD^ 
dessen  PolarisaHonsebene  auf  X^  X^  senkrecht  steht  Durch- 
läuft der  Strahl  einen  Halbkreis,  so  ändert  sich  die  Rich- 
tung der  Polarisationsebene  nur  um  90^. 
In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  dass  xu  einer  Strahlenaxe  %  unendlu^ 
viele  Weüennormalen  OQ  gehören,  welche  einen  elliptischen,  durch  die  Axe 
selbst  hmdurehgehenden  Kegel  bilden.  Mit  Hülfe  des  Uebertragungspiincips 
erhalt  man  für  die  Gleichung  dieses  Kegels: 

tan  0»=  ^  ^^^  sin  2  SB  cos«*, 

f  worin  ©♦=  {QU),  «*=  (0?U) 

^    d'  ^  ^|/^""^^lV'         die  Winkel  bedeuten,  welche 

-H-.-^-^H......-.-...-..  ^-^-.^.-j^    ^.^  Richtung   der  Wellen- 

!"  -^*"^  normale  OQ  bestinunen  (Fig. 

p. '  ^g^  167).    Der  Oeflfnungswinkel 

5*  des  Kegels  in  der  Sym- 
metrieebene ^8^1  ist  gegeben  durch: 

oder  durch: 

-  2cot5'=  cot(iB  + F)  +  cot(S8  -  F)  -  5r(ri:^S(«rF)- 
Der  Kegel  (Fig.  168)  schneidet  die  in  der  Entfernung  l/o^  vom  Mittelpunkt 
senkrecht  zur  Strahlenaxe  gelegte  Ebene  in  einem  Kreise  mit  dem  Durch- 
messer: i  f,    f.  «_n  a 
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und  die  anf  der  Strahlenaxe  in  ihrem  Endpunkte  senkrechte  Ebene  in  einem 
Kreise  mit  dem  Dmx^hmesser: 

d*  a,»  =  0,  tan  5*  -  5^  VCäT*- 0(a2^^Ö. 


Die  PoktrieoHonsebenen  aller  Wellennormalen  des  Kegels  sehneiden  sich  in  der 
Normale  0S>*,  toelehe  der  Sirahlenaxe  in  der  Synimetrieebene  X^  X^  gegenüber- 
Hegt;  die  Polarisationsebene  von  OZ)*  steht 
senkrecht  auf  X^Xi  (Fig.  169). 

Vergleicht  man  die  Figuren  166  und  169, 
so  ersieht  man,  wie  sich  der  zu  einer 
optischen  Axe  gehörige  Strahlenkegel  und 
der  zu  einer  Strahlenaxe  gehörige  Kegel  von 
Wellennormalen  sofort  durch  die  Orientirung 
ihrer  Polarisationsebenen  gegen  die  optischen 
Symmetrieaxen  X^y  X^  von  einander  unter- 
scheiden. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  eine  üeber- 
sicht  der  Oeffnungswinkel  der  Strahlenkegel 
und  Normalenkegel  nach  den  auf  S.  321  zusammengestellten  Werthen  der 
Hauptlichtgeschwindigkeiten. 


Fig.  169. 


1.  Ändalutit  (Brasilien)   . 

2.  AngUiit  (Monte  Poni) 
8.  Anhydrit  (Halleiii)  .  . 
4.  Araganit  (Böhmen) 

&•  Aainit  P«iphin6)  .    . 


0»  22,9' 

0  28,0 

1  4,5 
1  52,0 
0    17,6 


0*  22,9' 

0  28,0 

1  5,8 
1  42,2 
0   17,6 
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6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
28. 
24. 


Borax 

Certuiil 

Chrysoberyll  (BrafiUien) 

CölesHn 

Cordierit  (Bodenmais) 
DatoUth  (Andreasbeii^) 
DiopM  (Ala) .    .    . 
Euklcu  (Brasilien)   . 
Glimmer  (Ofitiiidien) 

Oyp^ 

Kieselzinkerz  .    .    . 
Natrolith  (Auyergne) 
Olivin  (Torre  del  Greco) 
Orthoklas  (St  Gotthard) 
„        (Eifel)     .    . 
Schittfel  (Swoczowice) 
Schioerspath  (England) 

Topas 

Weinsäure 


0»  37,5' 
20,4 
18,2 
14,8 
24,4 
29,0 
61,7 
29,7 
59,5 
17,9 
30,5 
23,7 
13,7 
11,1 
5,1 
10,9 
14,5 
16,9 
54,0 


0^  87,0' 
9,9 
18,3 
14,8 
24,4 
2^4 
52,2 
29,9 
58,4 
18,0 
30,8 
23,8 
13,7 
11,1 
5,1 
33,0 
14,6 
0  16,9 
8   58,8 


23.  Die  soeben  beschriebenen  Strahlenkegel  und  Normalenkegel  waren 
A.  Fbesnel  entgangen.  Sie  wurden  erst  von  W.  Hamilton  bei  der  Unter- 
suchung der  geometrischen  Beziehungen  zwischen  Strahlenfläche  und  Index- 
flache (S.  349)  entdeckt.^    Daraus  ergaben  sich  sofort  zwei  für  KrystaUe 

ohne  Axe  der  Isotropie  eharakkristiaoke 
Breckungegesebce. 

Es  sei  eine  planparallele  Platte 
(Fig.  170),  deren  Flächen  ®,  ®'  zur 
Halbirungsgeraden  Olf  des  spitzen  Win- 
kels der  optischen  Axen  senkrecht  stehen, 
von  einem  einfach  brechenden  Mittel 
umgeben.  Dann  wird  eine  ebene  Welle, 
welche  sich  in  der  Richtung  einer  op- 
tischen  Axe  CA  mit  der  Geschwindig- 
keit Os  fortpflanzt,  an  ®  so  gebrochen, 
dass  die  Normale  AB  der  austretenden 


Fig.  170. 
Welle  in  die  Ebene  MOA  fallt    Der  Brechungswinkel  E  ist  gegeben  durch: 


änE- 


~  sm  F. 

0.  ' 


wenn  \)  die  Lichtgeschwindigkeit  in  dem  äusseren  Mittel  bedeutet    Daraus 
folgt,  dass  einem  in  der  Richtung  BA  einfallenden  Strahle  nur  eine  einzige, 


'  W.  R.  Hamilton,  Third  Supplement  to  an  Easaj  on  the  Theory  of  SjBtwn»  of 
Baya.    Trans.  IriBh  Acad.  17,  182,  1887  (Read  22.  Oct  1882). 
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in  der  Bichtang  einer  optischen  Axe  sich  fortpflanzende  gebrochene  Wellen- 
ebene entspricht.  Da  nun  diese  Ebene  die  um  Ä  beschriebene  Strahlenfläche 
in  einem  Kreise  berührt,  so  gehört  zu  BA  ein  elliptischer  Kegel  gebrochener 
Strahlen,  welcher  bei  der  Brechung  an  der  Austrittsfläche  @'  einen  zu  BA 
parallelen  Strahlencylinder  erzeugt. 

Andererseits  können  sich  in  der  Krystallplatte  unendlich  viele,  einen 
Kegel  umhüllende  Wellenebenen  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  so 
fortpflanzen,  dass  ihre  Strahlen  die  Bichtung  einer  Sirahienaxe  0^  und  die 
constante  Oeschwindigkeit  o^  besitzen.  Construiren  wir  nun  in  dem  Punkte 
Ä  der  Grenzebene  ®  zu  jeder  dieser  Wellenebenen  die  Normale  der  in  das 
äussere  Mittel  gebrochenen  Welle,  so  erhalten  wir  einen  Kegel  Ä  von  aus- 
tretenden Wellennormalen.  Jetzt  möge  umgekehrt  aus  dem  äusseren  einfach 
brechenden  Mittel  der  Kegel  von  Strahlen  Ä  eintreten.  Dann  werden  alle 
gebrochenen  Strahlen  in  ÄO  zusammenfallen  und  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit 0,  fortpflanzen,  um  an  der  Fläche  &  einen  Kegel  austretender  Strahlen 
zu  erzeugen. 

24.  Auf  Veranlassung  von  W.  Hamilton  unternahm  alsbald  H.  Lloyd  ^ 
die  experimentelle  Prüfung  der  inneren  und  der  äusseren  konischen  Befraction. 
Zu  diesen  Versuchen  wählte  er  Aragonit,  weil  sich  aus  den  von  F.  Budbebg 
mit  Sorgfalt  gemessenen  Werthen  der  Hauptbrechungsindices  relativ  grosse 
Oeffnungswinkel  für  den  Strahlenkegel  und  den  Normalenkegel  ergaben  (vgl. 
die  Tabelle  auf  S.  343).  Im  Aragonit  (Fig.  72,  S.  97)  ist  die  Ebene  der 
optischen  Axen  (100),  die  erste  Mittellinie  i,  der  Charakter  der  Doppel- 
brechung negativ.  Daher  entsprechen  den  krystallographischen  Axen  ä,  b,  c 
die  optischen  Symmetrieaxen  Z,,  -Xj,  X^. 

Um  die  innere  konische  Befraction  xu 
beobachten,  liess  Lloyd  auf  eine  parallel  zur 
Basis  geschnittene  Aragonitplatte  A  in  der 
Ebene  der  optischen  Axen  ein  dünnes,  durch 
die  sehr  engen  Oeffnungen  e  und  e  in  den 
Metallplatten  c  und  c  begrenztes  Strahlen- 
bündel fallen  (Fig.  171).  Dann  verliessen 
die  Platte  im  Allgemeinen  zwei  gebrochene  Pig  I7i 

Strahlenbündel,  die  auf  einem  Schirm  S  auf- 
gefangen wurden.  Durch  Verschieben  der  Krystallplatte  und  der  mit  ihr 
fest  verbundenen  Metallplatte  e  wurde  erreicht,  dass  sich  die  beiden  Bilder 
auf  S  erweiterten,  um  sich  bei  einer  bestinmiten  Lage  zu  einem  Binge  zu 
schliessen.  Der  Durchmesser  des  Binges  änderte  sich  nicht  mit  der  Ent- 
fernung des  Schirmes  von  der  Platte,  und  die  Prüfung  des  austretenden 

^  Llotd:  On  the  Phenomena  presented  hj  Light  in  its  passage  along  the 
AjfBB  of  Biaxal  Crystala.  Trans.  XriBh  acad.  17,  145,  1888.  MiBcellaneous  Papers 
coimect.  w.  phys.  sc.  London  1877,  1—18.  PhU.  Mag.  (8)  2,  112,  207,  1888.  Pogg. 
Ann.  88,  91,  104,  1888. 
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Strahlencjlinders  mit  Hülfe  einer  Tormalinpiatte  bestätigte  die  auf  S.  342 
beschriebenen  Folarisationseigenschaften.^ 

Um  ein  vergrössertes  Bild  des  Ringes  zu  erhalten,  mnss  man  an  Stelle 
des  Schirmes  S  eine  Lupe  einschalten  und  auf  das  Yirtuelle  Bild  der  Oeff- 
nung  e  einstellen.    Das  Diaphragma  c  ist  dann  nicht  mehr  erforderliolL 

Zur  mikroskopischen  Beobachtung  der  Erscheinungen,  welche  durch 
Aenderungen  des  Einfallswinkels  und  durch  wachsende  Durchmesser  des 
einfallenden  Strahlenbündels  hervorgerufen  werden,  eignet  sich  ein  Apparat, 
der  aus  einer  unter  dem  Objecttisch  eines  Mikroskops  angebrachten  Be- 
leuchtungSYorrichtung  und  einem  auf  dem  Objecttisch  befestigten  Erystall- 
träger  besteht.*  —  Die  Beleuchtungsvorrichtung  befindet  sich  in  einer  Hülse, 
welche  durch  Triebbewegung  in  der  Sichtung  der  Aie  des  Mikroskops  ge- 
hoben und  gesenkt  und  mit  Hülfe  einer  Schlittenführung  in  einer  zur 
Mikroskopaxe  senkrechten  Richtung  verschoben  werden  kann.  Sie  wird 
gebildet  von  einer  Hülse,  welche  oben  ein  mit  der  Frontlinse  dem  Object- 
tisch zugewendetes  Objectivsjstem  und  unten  eine  excentrische  Diaphragmen- 
scheibe 8  trägt.  Durch  Drehung  dieser  Scheibe  gelangen  der  Reihe  nach 
neun  Oeflfnungen  von  0,2  bis  7  mm  Durchmesser  in  das  Centrum  der  Hülse.  — 
Der  Erystallträger  besteht  aus  einer  ringförmigen  Metallplatte  p,  welche  mit 
Stellschrauben  auf  dem  Objecttisch  des  Mikroskops  ruht,  und  auf  welcher 
sich  ein  Lager  für  eine  zur  Mikroskopaxe  senkrechte  Drehungsaxe  d  erhebt. 
Mit  dem  Lager  ist  ein  zur  Bestimmung  der  Drehung  des  Erystalls  dienender 
Theilkreis  t  verbunden.  Die  Axe  d  trägt  über  dem  Mittelpmikt  der  Platte  p 
einen  Metallring  a,  in  welchen  eine  Hülse  b  mit  der  zu  untersuchenden 
Eiystallplatte  drehbar  eingeführt  wird.  —  Lässt  man  nun  das  einfallende 
Licht  der  Reihe  nach  durch  jene  neun  kreisförmigen  Oeflfnungen  treten,  so 
wächst  mit  dem  Durchmesser  der  OefFnung  die  Breite  des  hellen  Ringes  bis 
endlich  eine  helle,  annähernd  kreisförmig  begrenzte  Fläche  entsteht  Da  in 
dem  hellsten  centralen  Gebiete  dieser  Fläche  Lichtstrahlen  von  allen  m^- 
lichen  Polarisationsrichtungen  zusammentreflfen,  so  verhält  sich  dasselbe  einem 
Analysator  gegenüber  wie  natürliches  (unpolarisirtes)  Licht. 

Zur  Beobachtung  des  Kegels  der  äusseren  konischen  RefracHan  benutzte 
H.  Lloyd  zunächst  folgende  Vorrichtung. 

Eine  Sammellinse  wurde  im  Abstände  ihrer  Brennweite  von  der  Ein- 
trittsfläche einer  Aragonitplatte,  deren  Begrenzungsebenen  senkrecht  zur 
Halbirungsgeraden  des  spitzen  Winkels  der  optischen  Axen  standen,  in  der 
Lage  angebracht,  dass  der  centrale  Theil  des  einfallenden  Lichtk^fels  eine 


'  Die  Yertheilung  der  Intensität  des  Lichtes  in  dem  Strahlenkegel,  der  aus  i 
einzehien  polariairten  oder  unpolarisirten  Lichtstrahl  oder  aus  einem  StrahlenejHnder 
hervorgeht,  wurde  von  F.  E.  Neumann  eingehend  imtersucht  (Abb.  Berlin.  Akad.  1835, 
112).    Vgl.  A.  Bebb,  Pogg.  Ann.  8S,  194,  1851;  85,  67,  1852. 

*  Dieser  Apparat  bildet  ein  Attribut  der  von  B.  Fubbs  in  Berlin  constroirten 
Mikroskope  für  krystallographische  Untersuchungen  (N.  Jahrb.  f.  Blln.  Beil.  Bd.  7,  55, 
73,  85,  1890). 
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der  Bichtong  einer  Strahlenaxe  des  Aragonits  entsprechende  Einfallsrichtung 
hatte.  Die  Austrittsfläche  der  Eiystallplatte  wurde  durch  eine  dünne,  mit 
einer  sehr  engen  Oeffnung  versehene  Metallplatte  bedeckt.  Durch  wieder- 
holte Prüfung  wurde  erreicht,  dass  die  Verbindung^rade  dieser  Oeffnung 
mit  dem  Brennpunkt  der  Linse  auf  der  Eintrittsfläche  in  die  Bichtung  jener 
Strahlenaxe  fiel.  Alsdann  konnte  der  austretende  hohle  Kegel  mit  blossem 
Auge  betrachtet  werden,  wenn  die  Beleuchtung  durch  eine  hinreichend  ent- 
fernte Lampe  erfolgte.  Anwendung  von  Sonnenlicht  gestattete  den  Kegel 
auf  eine  matte  Glastafel  zu  projiciren  und  auf  diese  Weise  die  mit  der 
Entfernung  der  Tafel  von  der  Austrittsfläche  wachsenden  Querschnitte  des 
Kegels  zu  beobachten. 

Eine  Abänderung  des  Versuches  bestand  darin,  dass  auch  die  Eintritts- 
fläche durch  eine  dünne,  mit  einer  engen  Oeffnung  versehene  Metallplatte 
bedeckt  und  die  Lampe  nach  Entfernung  der  Linse  dicht  an  die  Eintritts- 
fläche gerückt  wurde. 

Da  die  Einstellung  nach  diesem  Verfahren  mit  mannigfachen  Schwierig«» 
keiten  verbunden  ist,  schlug  Lisbajous^  eine  Anordnung  des  Versuches  vor, 
welche  auf  folgender  Erwägung  beruht  (Fig.  172).  In  dem  vollen  Licht- 
kegel, welcher  durch 
eine  Sanmiellinse  L 
auf  die  mit  einem 
engen  Diaphragma 
versehene  Eintritts- 
flache @  der  Kiy- 
stallplatte  geworfen 
wird,  ist  der  enge 
hohle  Kegel  enthalten,  der  in  einen  sehr  dünnen,  zu  einer  Strahlenaxe 
parallelen  Cylinder  gebrochen  wird.  Bleibt  die  Austrittsfläche  der  Krystall- 
platte  unbedeckt,  so  treten  aus  derselben  ein  voller  Lichtkegel,  dessen 
Centmm  sich  im  Innern  der  Krystallplatte  befindet,  und  ein  hohler  Kegel, 
dessen  Centrum  der  Austrittsfläche  angehört.  Eine  Linse  L'  von  kurzer 
Brennweite  vereinige  die  Strahlen  des  ersten  Kegels  in  a  und  die  Strahlen 
des  zweiten  Kegels  in  S\  jene  divergiren  sehr  stark  von  a  und  können 
dadurch  abgeblendet  werden,  dass  ein  enges  Diaphragma  in  S  angebracht 
wird,  welches  nur  den  hohlen  Kegel  durchtreten  lässt.  Der  hierdurch  isolirte 
Kegel  kann  durch  eine  von  seinem  Centrum  8  hinreichend  entfernte  Linse 
betrachtet  werden. 

Diese  indirecte  Methode  erlaubt  den  Kegel  der  äusseren  konischen 
Befiraction  erst  nach  der  Wiedervereinigung  seiner  Strahlen  in  ^  zu  ver- 
folgen. Die  Versuche  von  Lloyd  empfangen  aber  ihr  Interesse  wesentlich 
dadurch,  dass  sie  eine  directe  Beobachtung  jenes  K^els  von  dem  in  der 

^  F.  Billbt:  Traitö^d*optiqae  physique.  Paris  1859,  2,  571—572.  —  Laqrbht: 
AppareUfl  poor  montrer  la  r^fraction  coniqae.  Joum.  de  phys.  1874,  8,  28.  —  Lisbajoüb: 
Observations  mr  la  note  pi^c^dente.    ib.  25. 
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Austrittsfläche  gelegenen  Centram  an  gestatten.  Hält  man  an  der  Forderung 
fest,  dass  die  Anstrittsfläche  der  Erjstallplatte  mit  einem  Diaphragma  zn 
versehen  sei,  durch  welches  die  Lage  des  zu  einer  Strahlenaxe  parallelen 
Strahlencylinders  im  Inneren  der  Erystallplatte  üxirt  wird,  so  kann  man 
jenen  Kegel  unter  dem  Mikroskop  in  folgender  Weise  beobachten.^  Auf  den 
Bing  a  des  auf  S.  346  beschriebenen  Apparates  wird  eine  Metallplatte  e  mit 
einer  centralen  Oeflfnung  e  von  0,07  mm  Durchmesser  gesetzt.  Wieder  sei 
eine  zur  ersten  Mittellinie  senkrechte  Aragonitplatte  derart  in  den  Bing  a 
eingeführt,  dass  die  Ebene  der  optischen  Axen  senkrecht  zur  Drehungsaxe  d 
steht.  Der  Krystalltrager  werde  in  die  Lage  gebracht,  dass  die  Platte  c  dem 
Tubus  des  Mikroskops  zugewendet  ist  und  die  Oeflfnung  e  in  die  Mikroskop- 
axe  föllt.  Nach  Entfernung  des  Oculars  werde  der  Mikroskoptabus  so  ein- 
gestellt, dass  man  durch  das  Objectivsystem  die  Oeffnung  e  deutlich  sieht 
Die  Beleuchtungsvorrichtung  sei  so  justirt,  dass  ein  Bild  einer  Oeflfnung  der 
Scheibe  s  auf  der  Eintrittsfläche  der  Krystallplatte  entworfen  wird  und  die 
Oeflfnung  e  gut  beleachtet  erscheint.  Alsdann  kann  man  durch  Drehung 
der  Axe  d  der  Krystallplatte  eine  solche  Stellung  geben,  dass  man  beim 
Heben  des  Tubus  neben  der  Oeflfnung  e  einen  sich  stetig  vergrössemden  und 
nach  dem  Bande  des  Gesichtsfeldes  rückenden  hellen  Bing  erblickt.  Hält 
man  ein  Nicorsches  Prisma  über  den  Tubus,  so  findet  man,  dass  die  Polaii- 
sationsrichtung  an  dem  Punkte  des  Kreises,  welcher  der  Halbirungsgeraden 
des  spitzen  Winkels  der  optischen  Axen  am  nächsten  liegt,  senkrecht  zur 
Ebene  der  optischen  Axen  steht,  während  sie  an  dem  diametral  gegenüber- 
liegenden Punkte  in  diese  Ebene  föllt,  —  eine  Eigenschaft,  welche  für  den 
Kegel  der  äusseren  konischen  Befiraction  an  KrystaUen  von  negativem 
Charakter  der  Doppelbrechung  bezeichnend  ist  (S.  343). 

H.  Lloyd  hat  die  Wirkungen  von  Oeffnungen  verschiedener  Gestalt 
und  Grösse,  die  auf  der  Austrittsfläche  der  Aragonitplatte  angebracht  waren, 
untersucht.  Aus  einer  hinreichend  grossen  kreisförmigen  Oeffnung  trat  ein 
Kegel,  der  sich  auf  die  Glastafel  als  eine  helle,  annähernd  kreisförmig  be- 
grenzte Fläche  projicirte,  deren  hellstes,  centrales  Gebiet  unpolarisirt  war. 
Wurde  auf  der  Eintrittsfläche  ein  enger  geradliniger,  zur  Ebene  der  optischen 
Axen  paraller  Spalt  und  auf  der  Austrittsfläche  eine  enge  kreisförmige  Oeflf- 
nung angebracht,  so  besass  die  Projection  des  austretenden  Strahlenbündels 
die  Gestalt  einer  Conchoide,  deren  Pol  die  Projection  der  Strahlenaxe  des 
austretenden  Kegels  bildete  und  deren  Asymptote  durch  die  Bichtung  jenes 
Spaltes  gegeben  war.* 

Die  nahe  Uebereinstimmung  zwischen  den  aus  den  BuDBEBG'schen 
Werthen  der  Hauptbrechungsindices  des  Aragonit  berechneten  Oeffnungs- 
winkeln  d  und  5*  (S.  343)  und  den  aus  Lloyd's  Messungen  hervorgehenden 

^  Th.  Lisbisch,  Ueber  eine  Yorrichtang  zur  Beobachtung  der  äusseren  konischen 
Befraction  unter  dem  Mikroskop.    Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Gröttingen.  1888,  124. 

*  Vgl.  R.  B.  Clifton,  On  the  Oonical  Refraction  of  a  Straight  Line.  Quart  Jovni. 
of  Math.  8,  860,  1860. 
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Werthen  dieser  Winkel  lieferte  eine  experimentelle  Bestätigung  der  von 
Hamilton  aus  dem  FresneFschen  Gesetze  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  in 
optisch  zweiaxigen  Erystallen  gezogenen  Schlüsse,  obwohl  jene  Messungen 
nicht  mit  der  erreichbaren  Genauigkeit  angestellt  werden  konnten.^ 

25.  Die  Index fläcJie  der  Krystalle  ohne  Axe  der  Isotropie  ist  iie  Reciprocal- 
fläche  der  FreaneV sehen  Strahlenfläche  in  Bezug  auf  eine  concentrische  Kugel 
vom  Radius  Eins.  Sie  ist  daher,  wie  die  Strahlenfläche,  eine  Oberfläche 
vierter  Ordnung  und  vierter  Klasse.  Ihre  Gleichung  in  Punktcoordinaten 
ist  sofort  aus  der  Gleichung  der  Strahlenfläche  in  Ebenencoordinaten  (S.  327) 
zu  entnehmen:^ 

Andererseits  ist  die  Indexfläche  die  inverse  Fläche  der  Normalenfläche. 
Wir  erhalten  demnach  ihre  Gleichung  in  Polarcoordinaten  aus  der  ent- 
sprechenden Gleichung  der  Normalenfläche  (S.  323),  indem  wir  die  Ge- 
schwindigkeit q  einer  ebenen  Welle,  deren  Normale  die  Bichtungscosinus 
9i9  92i  %  besitzt,  durch  den  Brechungsindex  a^^l/q  derselben  ausdrücken: 

Aus  dorn  geometrischen  Zusammenhange  zwischen  Normalenfläche  und 
Indexfläche  ergiebt  sich,  dass  die  letztere  aus  dem  Indexellipsoid: 

dessen  Halbaxen  die  Hauptbrechungsindices  a^  <a2  <  cc^  des  Krystalls  sind, 
dadurch  abgeleitet  werden  kann,  dass  man  auf  den  im  Mittelpunkte  errichteten 
Normalen  der  Centralschnitte  dieses  Ellipsoids  nach  beiden  Seiten  hin  Längen 
gleich  den  Halbaxen  der  Schnittellipsen  abträgt.  Dem  inneren  Mantel  der 
Normalenfläche  entspricht  also  der  äussere  Mantel  der  Indexfläche  und  um- 
gekehrt. Die  optischen  Axen  Ä,  Ä  sind  für  beide  Flächen  singulare  Badien 
nach  den  reellen  Ejiotenpunkten. 


t  Dass  die  EiBcheiniingen  der  konischen  Befractionen  an  sich  noch  nicht  aus- 
reichend sind,  um  auf  experimentellem  Wege  zwischen  den  Theorien  der  Doppel- 
brechung, welche  das  FresnePsche  Gesetz  als  eine  Annähenmg  ergeben,  zu  entscheiden, 
ist  yon  G.  G.  Stokbs  dargelegt  worden  (Report  on  Double  Refraction.  Rep.  Brit. 
Assoc  1862,  270).     . 

Zar  Demonstration  der  konischen  Refractionen  eignet  sich  tre£Flich  eine  Kugel  aus 
rhombischem  Schwefel.  Vgl.  die  auf  S.  285  citirte  Abhandlung  von  L.  Boltzmamn 
(Sitzangsber.  Wien.  Akad.  70  (2),  844,  1874)  und  A.  Sohbaüf,  lieber  die  Verwendung 
einer  Schwefelkugel  zur  Demonstration  singniärer  Schnitte  an  der  Strahlenfläche.  Ann. 
d.  Phys.  N.  F.  87,  127,  1889. 

'  J.  PlOoksb,  Discussion  de  la  forme  g^n^rale  des  ondes  lumineuses.  Joum.  für 
&Iath.  1»,  40,  1889. 
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Jede  der  drei  Symmeirieebenen  sc^meidet  die  Indexfläche  in  einem  Kimf, 
und  einer  IM^se: 

Kreis  EllipBe 


A'jXj- Ebene:     V  +  V' 


cc. 


«8 

«1 


«« 

«, 


XaXi-Ebene:     x,«  +  a;,»  ==  «3«,      j!  +  ^' =  1 


-Yi  Xj- Ebene:     x^^  +  x^^  =  «3«,      ^*  +  ^ 


1. 


In  der  ^Zj-Ebene  umgiebt  die  Ellipse  den  Ereis.  In  der  Z^^- Ebene 
wird  die  Ellipse  vom  Kreise  umscblossen.  In  der  X^Z^-Ebene  schneiden 
sich  Kreis  und  Ellipse  (Fig.  178);  die  Radien  nach  den  Schnittpunkten  sind 
die  optischen  Axen.  Die  auf  einer  Strahlenaie  senkrecht  stehende  Tangential- 
ebene der  Indexfiäche  berührt  dieselbe  in  einem  Kreise,  welchen  wir  schon 
auf  S.  848  des  Näheren  untersucht  haben. 


Fig.  178. 


Bedeuten  in  Fig.  178  08=^^  einen  Badiusvector  der  Strahlenfl&che, 
W  die  Tangentialebene  in  8,  Q  den  Fusspunkt  der  vom  Mittelpunkte  O 
auf  W  gefällten  Senkrechten  00  sa  q,  N  denjenigen  Schnittpunkt  der  Ver- 
längerung Yon  OQ  mit  der  Indexfläche,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkte 
ON^  1/q  ist,  so  durchlaufen  gleichzeitig  iS  die  StrahlenflächCi  Q  die  Kormalen- 
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fläche,  N  die  Indexfiäche;  dabei  umhüllt  die  zu  dem  Strahle  OS  gehörige 
Wellenebene  W  die  Strahlenfläche. 

Die  Folarisationsrichtung  des  Strahles  OS  und  der  Wellenebene  W  steht 
senkrecht  zur  Ebene  ÄOQ.  Die  Polarisationsebenen  von  OS  und  W  stehen 
in  OS  und  OQ  senkrecht  auf  SOQ.  Mao  Güllagh  bezeichnete  die  in  SN 
auf  SOQ  senkrechte  Ebene  als  Polarebene  des  Strahles  OS. 

26.  Um  eine  yoUständige  Uebersicht  der  geometrischen  Beziehungen 
zwischen  den  durch  einen  Strahl  OS  gegebenen  Richtungen  von  Greraden 
und  Ebenen  zu  gewinnen,  kehren  wir  zu  dem  Ausgangspunkte  unserer  Ent- 
wickelungen  zurück.    Wir  benutzten  auf  S.  317 : 


zur  Construction  der  Strahlenfläche 
das  FresneVsche  ElUpsoid 
[EUlpeoYde  direct;  deiudöme  ellipsoide 
BiLLKT,  Vbbdet;  eliipsoifde  principal  Mal- 
labd;  erstes  EUipsoidPLÜCKEB;  Ergfinzungs- 
ellipsoid  V.  von  Lang]: 


m 


1, 


zur  Construction  der  Normalenfläche 
das  Indeoceüipsoid 

[EUipsoYde  des  ölasticit^  Fbbsnbl;  ellip- 
soid  of  indices  Hac  Cdllaqh;  ellipso'ide  de 
Polarisation  Caucht;  ellipsoYde  mverse  (des 
racines  carr^s)  des  ölasticit^  «■  ellipsoYde 
inverse  des  vitesses  «  premier  ellipsoYde 
Bellet,  Verdbt;  zweites  ElUpsoid  Plüoxeb; 
Ellipsoid  der  gleichen  Arbeit  Stbfan; 
Elasticitätsellipsoid  Kibohhoff]: 

«l  "«  «8 


Hauptlicht-    dessen  Halbaxen  die  Hauptbrechungs- 
indices  sind. 


dessen    Halbaxen     die 
geschwindigkeiten  sind. 

Diese  Ellipsoide  können  wir  durch  ihre  inversen  Flächen  ersetzen.    Be- 
zeichnen wir  mit: 


jS  und  r  diejenigen  Badien  des 
Ellipsoids  ((£]  und  der  inversen  Fläche 
(fjf),  deren  Kichtungscosinus  jS^,  8,,  9^ 
sind,  so  lautet  die  Gleichung  von: 


(Ts  und  qe  diejenigen  Radien  des 
Ellipsoids  (E)  und  der  inversen  Fläche 
(F),  deren  Richtungscosinus  (Töi,  c««, 
0*68  sind,  so  lautet  die  Gleichung  von: 


(€) 


1 


(E) 


also  die  Gleichung  von: 
oder  in  Punktcoordinaten: 


also  die  Gleichung  von: 

(F)  ai*  (Tel*  +  tti*  (Tm*  +  08*  o-fis*  — 

oder  in  Punktcoordinaten: 


Die  Halbaxen  des  Ovcdoida  (($)  sind    Die  Halbaxen  des  Ovaloids^  (F)  [8ar- 
die  Hauptbrechungsindices.    Die  Nor-    face  d'^lasticitä  Fbbshbl]  sind  die  Haupt- 


Die  Beieicfanong  „Ovaloid^'  rflhrt  von  Sehff  her. 
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malen  der  Ereisschnitte  von  ((£)  und  lichtgeschwindigkeiten.  Die  Normalen 

(g)    liefern   die   Strahlenaxen.     Be-  der   Kreisschnitte   von  (E)  und  (F) 

zeichnen  wir  die  Winkel  eines  Radios  liefern  die  optischen  Axen.  Bezeichnen 

gegen    die   Strahlenaxen    mit  X,  X\  wir  die  Winkel  eines  Badius  gegen 

so  ist:  die  optischen  Axen  mit  l,  T,  so  ist:^ 

^  =  r*=  Äj*  — («1*— «3^)008 A cos A'.  -^»q*=  o,*— (ai*—  a3*)cos/co8r- 

Fig.  174  stellt  die  Durchschnitte  mit  der  Symmetrieebene  X^  X^  dar; 
von  Innen  nach  aussen  folgen:    (®),  (F),  (E),  (fj).    Die  geometrischen 


Fig.  174. 

Beziehungen  zwischen  diesen  Flachen  sind  von  Mac  Güllagh,  Magkxjs^ 
und  Plüokeb  aufgestellt  worden:    Das  FsESNEL'sche  Ellipsoid   und   das 

^  J.  J.  Stlvbstbb,  Anal.  Development  etc.    Phil.  Mag.  (3)  11,  540,  1837. 
*  L.  J.  Magnus,  Samtnlong  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analjtischen 
G^metrie  des  Raumes.   (BisiBB  Hibsoh,  Samml  geom.  Anfg.  IV.  TheiL)  Berlin  1837. 
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Indexellipsoid  sind  Beciprokalflächeii  (reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  eine 
Kugel  vom  Radius  Eins);  die  Ovaloide  (5)  und  (F)  sind  die  inversen  Flächen 
von  (6)  und  (E)  oder  die  Fusspunktfläohen  von  (E)  und  (@). 

An  die  Stelle  der  auf  S.  317  beschriebenen  Constructionen  können  wir 
nun  die  folgenden  setzen: 

Man  lege  durch  das  Ovaloid  (5)  Man  lege  durch  das  Ovaloid  (F) 

eine  Diametralebene,    bestimme  die  eine  Diametralebene,    bestimme  die 

Halbaxen  r,  r'  der  Schnittcurve  und  Halbaxen  q^,  (\^  der  Schnittcurve  und 

trage    auf   der   Mittelpunktsnormale  trage    auf   der    Mittelpunktsnormale 

jener  Ebene  die  reciproken  Werthe  jener  Ebene  die  Halbaxen  ab;    der 

der  Halbaxen  ab ;    der  Ort  der  so  Ort  der  so  erhaltenen  Punkte  ist  die 

erhaltenen  Punkte   ist   die    Strahlen-  Normalenfläche  [sarfsLce  des  yiteaaea  nor- 

ftäehe  [PiiBSKBL'sche  Wellenfläche,  anrface  ^ales  Senabmont,    surface  d'ölasticit^  k 

de  Fonde,  surface  des  ondes  lumineuses,  deux  nappes  Billet,  surface  of  wave  velo- 

suiface  of  ray  velocities Hamilton,  Strahlen-  ci^ies  Hamilton,  WellenflÄche  Clebsch]. 
flftche  ClbbscbJ. 

In  Fig.  175  sind  die  zu  dem  Strahl  OS  und  der  Wellennormale  OQ 
gehörigen  Radien  der  Flächen  (6),  (g),  (E),  (F)  dargestellt:  es  durchlaufen 
gleichzeitig  s  das  Fresnel'- 
sche  EUipsoid  (S),  r  das 
Ovaloid  (g),  n  das  Index- 
ellipsoid, q  das  Ovaloid  (F), 
5  die  Strahlenfläche,  Q  die 
Normalenfläche  und  N  die 
Indexfläche.  ^ 

87.  Mit  Hülfe  der  Glei- 
chungderIndexfläche(S.349)  ^>^ 
sollen  jetzt  nach  dem  auf 
S.  290—292  angegehenen 
Verfahren  die  Eichtungen 
der  Wellenehenen  bestimmt 
werden,  welche  bei  der  Brechung  ebener  Wellen  homogenen  Lichtes  an 
einer  ebenen  Grenzfläche  eines  optisch  zweiaxigen  Krystalls  erzeugt  werden, 
wenn  das  äussere  Mittel  einfaxjh  brechend  ist.  Wir  erhalten  für  die 
Coßfßcienten  der  Oleichung: 

g{r)  =  öptan^r  +  4a^ta,n^r  +  ea^tan^r  +  4a3tanr  +  a^  =  0, 

deren  Wurzeln  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel  zwischen  der 
Plattennormale  und  den  Normalen  der  gebrochenen  und  der  im  Inneren 
der  Platte  gespiegelten  Wellenebenen  liefern,  folgende  Werthe:* 

^  In  Fbbsnel*8  Theorie  der  Doppelbrechung  bedeutet  Os  die  Richtung  der  elasti- 
schen Kraft,  welche  durch  eine  Schwingung  in  der  Richtung  On  geweckt  wird. 

*  Th.  Liebisch,  lieber  die  Totalreflexion  an  doppeltbrechenden  Krjstallen.  N.  Jahrb. 
f.  Min.  1885,  2, 191.  Die  Gleichung  g  {r)  =  0  stimmt  überein  mit  der  von  G.  Kibohhofp 
Liedisch,  Pbys.  Krystallogr.  28 


Fig.  175. 
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^«1  =  2  -^«-  [Oj«  tta*  c,i  C31  +  Os«  a, »  o„  c,,  +  tti»  0,* o„  «^j] 

-  2  -J^  [(0,*  +  0,*)  c,,  c,,  +  (0,*  +  0,«)  cj,  c,,  +  (a,«  +  0,»)  c.,  c„] 

-  -;!-  [(0,»  +  «3*)  «»1'  +  (a,*  +  Ol«) «,,« +  (tti«  +  0,«)  c„»] 
4  0»  =  2  ^  [o,*  Oj*  c„  c,i  +  0,»  a, » c,,  <^,  +  a, » Oj»  c„  t^] 

Für  die  Anwendungen  dieser  Gleichung  kommen  vor  allem  jene  aus- 
gezeichneten Lagen  der  Grenzebenen  und  Einfallsebenen  in  Betracht,  welche 
dadurch  charakterisirt  sind,  dass  die  Bedingungen  I  und  11  auf  S.  292  einzeln 
oder  gleichzeitig  erfüllt  werden. 

I.  Liegt  die  PkUte  paraUel  zu  einer  apUschen  Synimetrieebene  X^X^j  und 
bezeichnet  man  das  Azimut  (X^  X^)  mit  S,  so  ist: 

C3I  =  1>       «32  =  0,  Cs3  =  0, 

folglich: 

g{r)  =  a^tan^r  +  öogtan^r  +  0^  =  0, 
worin: 

«o  =  (^.-a,*-l)(^T*[V8inM  +  o,«co8*5]-l) 

Ist  insbesondere  5  =  0  oder  90^,  so  liegt  auch  die  Einfaüsebene  parallel  zu 
einer  optischen  Symmetrieebene  X^  X2  oder  Xj  X^ ,  und  die  Curve  f  zerfallt 
in  einen  Kreis  und  eine  Ellipse.     Wir  erhalten  z.  B.  für  d  =  0: 

g{r)^(p(r).yj{r)^0 
worin: 

9'(r)  =  (^a3^-l)|tanV+'^:'a3« 
V'W  =  (-^'#a.«-l)tanV+«»;iV. 

aaf  anderem  Wege  abgeleiteten  Qleicbung  (26)  auf  S.  78  der  Abhandlung:  Ueber  die 
Reii.  und  Brech.  des  Lichts  an  der  Grenze  krystallinischer  Mittel.  Abh.  Berlin.  Akad.  1876. 
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Die  Curve  T  besteht  in  diesem  Falle  aus  dem  Kreise  mit  dem  Radius  l/Og 
und  der  Ellipse  a^^Xy^  +  a^^Xg*  ==  1. 

n.  Liegt  die  Platte  parallel  zu  einer  optischen  Symmetrieaxe  X^,  so  möge 
{^X^)^fA  gesetzt  und  die  Neigung  der  Einfallsebene  dl^X^  gegen  X^X^ 
mit  ö  bezeichnet  werden,  so  dass: 

Cji  =  sin  S,    0^2  ==  sin  fi  cos  5,    c^^  =  cos  u  cos  d 
<%i  *»  0  Cjj  =  cosjii  ^33  =  -  sin ju. 

Ist  insbesondere  J=0,   so   liegt  die  MnfaUsebme  parallel  vu  der  optischen 

Sffmmeirieebene  X^X^,  und  wir  erhalten: 

g{r)^q>{r).xlj{r)  =  0 
1/'  (r)  =  Aq  tan*r  +  2A^  tan r  +  ^2> 


wonn: 

A>  *=  —^  (^3*  sin^  jw  +  ttj*  cos*  .u)  -  1 

.         sin'»  ,    „  -,    . 

^1  =  —^  (^s  —  Qg  )  sm  w  cos  a 

^2  =  -^(Os^cosV  +  a2*sinV). 
Für  5  ==  90®  liegt  rf«e  Symmetrieaxe  X^  in  der  Einfaüsebene: 
^W  =  »0*^^*^  +  ßoatan^r  +  o^  =  0 


wonn: 


/sin'»'      .       -\/8m*»*      2       i\ 


6  «.  =  ^  (Oj*  03*  +  0,*  tti«  cos*  M  +  0,«  a,«  sin«  |u) 


,-  (a^*  +  Qj^sin^a  +  Og^cos^jw) 
~  Ol*  (a/  sin*  /l*  +  03*  cos*  ^) . 


0 

sin*  i 


28,  Stellen  wir  uns  vor,  dass  die  bei  dem  Uebergange  ebener  Wellen  homogenen 
Lichtes  ans  einem  isotropen  Körper  in  einen  optisch  zweiaxigeii  Krystall  zu  betrachten- 
den Richtungen  von  Geraden  und  Ebenen  durch  den  Einfailspuukt  O  gelegt  seien,  so 
ist  es,  wie  F.  E.  Nbümann  gezeigt  hat,  ^  zweckmässig,  diese  Richtungen  auf  die  optischen 
Axen  Aj  A'  des  Krystdlls  zu  beziehen,  deren  Lage  bekannt  ist,  falls  die  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten und  die  krystallographische  Orientirung  der  optischen  Symmetrie- 
azen  des  Krystalls  gegeben  sind.  Abdann  ist  zunächst  die  Lage  der  Grenzebeue  @ 
zu  fiziren  durch  die  Winkel  ihrer  Normale  Btg  gegen  die  optischen  Azen: 

Beschreiben  wir  um  O  eine  Constructionskugel  und  bezeichnen  wir  den  von  den  Yer- 
bindungsebenen   y^A    und   %A'  eingeschlossenen  Winkel  mit  2  h,  so   ist  aus   den 
Fig.  176  und  177  ersichtlich,  dass: 
,^^  «-      .C0S2F'— cosu  cosu' 

(1)  C0S2Ä=. ; r-H — 

'  Bin  fi  sm  (i 


»  b\  E.  Neumann,  Pogg.  Ann.  B3,  279,  1834.    Abb.  Berl.  Akad.  1835. 
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ist.  Eb  sei  nun  ^  die  in  den  Winkel  (AA')  =  2V  fiallende  Halbirungsebene  "ron  2  k, 
so  wollen  wir  jetzt  auf  diese  Ebene  das  Aämut  &  der  Einfallsebene  (^  beäehen.  Die 
Drehung  (^<$) »  ^  soll,  von  der  positiven,  in  das  Innere  des  Kr^'stalls  sich  erstreckenden 
Richtung  X,  her  betrachtet,  in  der  zu  dem  Bewegungssinne  des  Uhrzeigers  entgegen- 
gesetzten Richtung  erfolgen. 


Pig.  176. 

Bilden  die  nach  der  Richtung  der  Fortpflanzung  genommenen  Normalen  f ,  B 
und  D,,  D,  der  einfallenden,  reflectirten  und  gebrochenen  Wellen  TF,.,  W^  und  IF,,  W^ 
mit  der  positiven  IGUchtung  von  SE«  die  Winkel: 

(i?3e,)-<p,    (Ä3E,)  =  9„    (A3e,)  =  <^»,    (A3E8)  =  9., 
so  ist  nach  dem  Reflexionsgesetze:  <)p^s=  180®—  g)  und  nach  dem  Brechungsgesetse: 

(2) 


sm  <pi  s=  >^  sm  g)j 


sm  (p^  a=  --  sm  <p , 


falls  mit  (\i  und  q,  (qi  >  q,)  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten   von  W^  und  If '^ 
bezeichnet  werden. 

Die  Lage  der  Wellennormalen  D^,  D,  in  Bezug  auf  die  optischen  Axen  ist  ge- 
gegeben durch  die  Winkel: 

(A^)  =  fi,    (A-^')  =  <,    iAD,A')^2i,, 
(J),A)=^u,y    (A^')«<,    (AD,A')r.2u, 
Aus  den  Dreiecken  ^X,2)i  und  A'^Di  folgt: 
.q.  cos  u^  =  cos  /i  cos  9|  +  sin  ^  sin  qn|  cos  {^  —  h) 

cos  tt,' «  cos  jw'  cos  q}i  -h  sin  /i'  sin  gp,  cos  (d^  -h  A). 
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In  analoger  Weise  erhalten  wir: 
^  cos  tf,  =  cos  ^  cos  ()p2  +  sin  /it  sin  qp,  cos  (^  —  h) 

^  '  cos  tf,'  =  cos  II  cos  9,  +  sin  j[i'  sin  (jp,  cos  (^  +  A). 

Für  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  gebrochenen  Wellen  bestehen  die  Relationen: 


(6) 
(6) 


qi*  = 


tt,) 


q."  = 


2        "*"        2 


cos(i«,'+  u,). 


Aus  (2),  (8),  (5)  oder  (2),  (4),  (6)  folgt  eine  Gleichung  vierten  Grades  für  tan  q>,  welche 
mit  g  (r)  »  0,  S.  858  übereinstimmt 

Die  Dieiecke  D^ÄA'  und  D^ÄÄ  liefern: 

cos  2  F—  cos  1*1  cos  ttj' 

sintf|  sinvi' 
cos  2  F"—  cos  tt,  cos  «,' 

sin  t«,  sin  u^' 
Die  gebrochenen  Htrahlen  S^  und  8^  bilden  mit  ihren  Wellennormalen  die  Winkel: 

welche  g^;eben  sind  durch: 

(»)  tan  *,  =  ^4^"^-  s™  »1  sin  («H-  »i) 


(7) 
(8) 


C0B2t\  = 

cos  2», : 


(10) 


tan  «,  = 


cos  i,  sin  (»,'  +  «,). 


Die  Polarisationsrichtungen 
€<i,  d^  der  gebrochenen  Wellen- 
ebenen W^,  TT,  besitzen  eine 
bestimmte,  von  der  Polarisations- 
richtong  der  einfallenden  Welle  W^ 
unabhängige  krystallographische 
Oiientining.  Die  auf  die  Einfalls- 
ebene (S  bezogenen  Azimute  der 
Polarisationsebenen  2)i<2i,  D^d^ 
seien  bezeichnet  mit  dp  d^  (Fig. 
177).  Dabei  soll  jedes  Azimut  von 
6  ans  in  dem  Sinne  positiv  ge- 
rechnet werden,  welcher  von  der 
positiven  Seite  der  Wellennormale 
her  betrachtet  der  Bewegungs- 
richtung des  Uhrzeigers  entgegen- 
gesetzt ist  Zwischen  diesen  Azü 
muten  d| ,  dj,  den  Brechungswinkeln 
<Pi,  9>i  ^^d  den  Winkeln  «,,  s^ 
besteht  eine  fwr  die  Theorie  der 
Reflexion  des  Lichtes  an  Krystall- 
fldchen  wichtige,  von  F.  E.  Nbumann 
avfgestellie  Relation,^  welche  aus 
Fig.  177  abzuleiten  ist: 

(11)      [cotc),  cota,  +  COs(y,  ^  y,)]sin(y,  +  y,)  +  ^^^^  -  ^^'^^^  "  Q- 

»  F.  E.  Nbümanw,  Abb.  Bi^rlin.  Akad.  1835, 108  (Ableitung  von  G.  Jacobi  S.  105-107). 
—  Vgl.  J.  Mac  Cullaqh,  CoU.  Works,  112. 


i 


/ 


/•^A 


— 0-- 


Fig.  177. 
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29.  Da  die  HauptUchtgeschwindigkeiten  eines  optisch  zweiangen  Erystalls 
(tti  >  Oa  >  o,)  Funktionen  der  Wellenlänge  X  und  der  Temperatur  0  sind,  so 
können  die  QrenxfäUe  ttj  =  Oj  oder  da  =  03  oder  a^ »  Oj »  03  eintreten. 

Wird  für  ein  Werthsystem  i,  0  insbesondere  a^  =  o,,  also  der  Winkel 
der  optischen  Axen  2  V  und  der  Winkel  der  Strahlenaxen  2  JB  gleich  Null, 
so  ist  der  Erystall  für  dieses  Werthepaar  X,  0  optisch  emaxig,  und  zwar  Ton 
positivem  Charakter  der  Doppelbrechung.  Wird  o,  « 03,  so  erhalten  wir 
2  Fa  293  s:  ;c,  und  der  Krystall  ist  negativ  optisch  einaxig.^  Einaxigkeit 
kann  indessen  bei  einem  Krystall  des  rhombischen,  monoklinen  oder  tnklinen 
Systems  immer  nur  für  eine  Wellenlänge  und  auch  für  diese  nur  bei  einer 
bestimmten  Temperatur  eintreten.  Für  jede  andere  Wellenlänge  bleibt  der 
Krystall  bei  derselben  Temperatur  optisch  zweiaxig,  und  mit  der  Temperatur 
ändert  sich  die  Wellenlänge,  für  die  er  einaxig  wird.  Im  Gegensatz  zu 
optisch  zweiaxigen  Krystallen  von  dieser  besonderen  Beschaffenheit  sind 
hexagonale  und  tetragonale  Krystalle  für  alle  Wellenlangen  und  Temperaturen 
optisch  einaxig. 

Aus  der  Reihe  der  optisch  zweiaxigen  Körper,  welche  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  für  verschiedene  Lichtwellenlängen  eine  Kreuzung  der  Ebene 
der  optischen  Axen  und  daher  für  eine  bestimmte  Wellenlange  Einaxigkeit 
zeigen,  seien  die  folgenden  hervorgehoben. 

Brookit^  »  TiO,  (Fig.  76,  S.  98).  Rhombisch.  Erste  Mittellinie  ä. 
Charakter  der  Doppelbrechung  positiv. 


Ebene  der 
optiBchen  Axen 


Scheinbare  Winkel  der  opÜBchen 
Axen  2E  (Fig.  170,  S.  344) 


Tirol 


Tremadoc 


Roth  (Li) 
Gelb  (Na) 
Grün  (Tl) 


(001) 
(010) 


55»  2V,' 
30  16V, 
83   4S 


67»  69' 
38  10 
21     40 


Brookit  von  Tirol  war  einaxig  für  Licht  von  der  Wellenlänge  0,000  555  mm. 

Manganpikrat^  =  Mn [CgHa(N03)50]2  .  5 HgO.    Rhombisch.     Erste 
Mittellinie  c.    Charakter  der  Doppelbrechung  negativ. 


Ebene  der 
optischen  Axen 

2JS 

Roth  (Li)      ... 
Gelb  (Na)     .    .    . 
Grün  (Tl)     ... 

(100) 
(010) 

41  »53' 
16   30 
67    13 

^  Die  optische  Axe  eines  einaxigen  ELrystalk  entspricht  weder  einer  der  optischen 
Axen  noch  einer  der  Strahlenaxen  eines  zweiaxigen  Krystalls:  sie  bildet  den  Grensfiall, 
in  welchem  jene  beiden  Paare  von  Axen  in  eine  einzige  Axe  zusammenfallen. 

•  V.  VON  Zephabovich,  lieber  Brookit,  Wulfenit  und  Skolezit  Zeitschr.  f.  Kiyst 
8,  577,  1884. 

•  Th.  Hioetdahl,  Mangan-  und  Eisenpikrat  Porh.  Videnak.  Selsk.  Cbristiania. 
1882,  No.  7.    ZeitBchr.  f.  Kryst  7,  69,  1883. 
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Eisenpikrat^  ^¥e[C^E^(iiOi)^0]^.5K^O.    Rhombisch.    Erste  Mittel- 
linie c.    Charakter  der  Doppelbrechung  negativ. 

Ebene  der 
optischen  Axen 

21! 

Both  (Li)      .    .    . 
Gelb  (Na)    .    .    . 
Grün  (Tl)     .    .    . 

(100) 
(010) 

50  ne' 

24    48 
46    54 

In  anderen  Fällen  (Gyps,  Glauberit,  Orthoklas)  wird  eine  Kreuzung 
der  Ebenen  der  optischen  Axen  durch  Erhöhung  der  Temperatur  hervor- 
gerufen. 


Die  Brennebenen  gerader  Linien,  welche  mit  einem 

Mikroskop  durch  doppeltbrechende  Krystallplatten 

betrachtet  werden. 

80.  A.  Fhesnel  eröffnete  seine  Untersuchungen  über  die  Gesetze  der 
Doppelbrechung  mit  der  Entdeckung,  dass  in  Krystallen  ohne  Axe  der 
Isotropie  kein  Strahl  das  gewöhnliche  Brechungsgesetz  befolgt.  Die  von  ihm 
angewendeten  Beobachtungsmethoden  erfordern  indessen  eine  grosse  Geschick- 
lichkeit in  der  Herstellung  von  Krystallpräparaten.  Daher  ist  von  hervor- 
ragendem Interesse  ein  von  H.  C.  Soeby  aufgefundenes  Verfahren,  welches 
mit  sehr  einfachen  Hülfsmitteln  das  abweichende  Verhalten  einfach  brechen- 
der und  doppeltbrechender,  optisch  einaxiger  und  optisch  zweiaxiger  Krystalle 
zu  demonstriren  gestattet. 

Schon  1767  wurde  von  de  Chaulnes^  eine  Methode  zur  Bestimmung 
der  Brechungsindices  von  Flüssigkeiten  oder  durchsichtigen  planparallelen 
Platten  einfach  brechender  fester  Körper  angewendet,  welche  auch  in  neuerer 
Zeit  mehrfach  benutzt  worden  ist,  wenn  genauere  Messungen  durch  Frismen- 
beobachtungen  oder  durch  Ermittelung  von  Grenzwinkeln  der  Totalreflexion 
nicht  ausführbar  waren. 


'  Th.  Hiobtdahl,  Mangan-  und  Eisenpikrat.  Forh.  Vidensk.  Sekk.  ChriBtiania. 
1882,  No.  7.    ZeitBchr.  f.  Kryst   7,  69,  188H. 

*  Düc  DE  Chaülkss,  Memoire  sur  quelques  exp^riences  relatives  ä  la  Dioptrique. 
HIst  de  Tacad.  roy.  des  sc.  Ann^e  1767.  Paris  1770,  162.  M^m.  de  Tacad.  roy.  des 
sc.  Ann^e  1767,  423.  —  Vgl.  D.  Bbewstek,  Treatise  on  new  Pbil.  Instrum.  Edinburgh 
1813,  247.  —  L.  MosEB,  Verfahren  bei  der  Bestimmung  des  Brechungsindex  durch 
Mikroskope.  In:  DovE,  Repert  d.  Phys.  5,  395,  1844.  —  A.  Bestin,  Note  sur  la 
meeure  des  indices  de  röfraction  des  lames  transparentes  et  des  liquides  k  Taide  du 
micTOSCOpe  ordinaire.  Compt.  rend.  28,  447, 1849.  Ann.  chim.  phys.  (8)  26,  288, 1849. 
Pogg.  Ann.  76,  611,  1849.  —  H.  Wild,  Neues  Photometer  und  Polarimeter  etc.  Pogg. 
Ann.  99  j  258,  1856.  —  L.  Blebkrodb,  On  the  Experimental  Determination  of  the 
Index  of  Befraction  of  Liquefied  Gases.  Proc.  Koy.  Soc.  37,  339,  1884.  Journ.  de 
phys.  (2)  4,  109,  1885. 
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Die  CHAULNEs'sche  Methode  setzt  vorans,  dass  die  Yerschiebiing  gemessen 
werden  kann,  welche  einem  Mikroskoptabus  zu  ertheilen  ist,  damit  ein 
geeignetes  Object  von  feiner  Stnictur  direct  und  nach  der  Bedeckung  durch 
eine  durchsichtige  Platte  deutlich  gesehen  werde.  Sie  erfordert  also,  dass 
an  der  Mikrometerschraube  des  Tubus  eine  Ereistheilung  und  an  dem  Stativ 
ein  an  diese  Theilung  heranreichender  fester  Zeiger  angebracht  seien,  derart, 
dass  die  Granghöhe  der  Schraube  bestimmt  und  ihre  Umdrehungen  abgelesen 
werden  können. 

Ist  das  Mikroskop  anfanglich  auf  O  (Fig.  178)  eingestellt,  so  wird  man 
dasselbe  nach  Einschaltung  einer  durchsichtigen  einfaehbreehenden  Platte  P, 

deren  Begrenzungsebenen  ®,  &'  senkrecht  zur 
optischen  Axe  des  Mikroskops  stehen,  um  eine 
Strecke  x  heben  müssen,  welche  in  folgender  Be- 
ziehung zu  der  Dicke  l  und  dem  Brechungeindex 
ni  der  Platte  steht. 

Die  Platte  werde  mit  homogenem  Licht  von 
der  Wellenlange  X  beleuchtet  Ein  in  0  unter  dem 
Winkel  i  einfallender  Strahl,  dessen  Brechungs- 
winkel r  ist,  durchschreitet  die  Platte  in  der 
Richtung  OQ  und  tritt  in  das  Objecfciy  des 
Mikroskops  so  ein,  als  käme  er  von  O^  her.  Es 
die  durch  0  gelegte  Plattennormale  die  Austrittsfläche  in  M 


ist,   wenn 
schneidet: 


also: 


1  tan» 


00^  =a;  =  / 


('-£)■ 


Sind  die  Winkel  i  und  r  hinreichend  klein,  so  kann  man  hierfür  setzen: 


^  sm  t         n> 


('-a- 


Um  diese  Strecke  x  muss  der  Tubus  gehoben  werden,  wenn  das  Objeot  wieder 
deutlich  gesehen  werden  soll.  Die  Messung  dieser  Verschiebung  gestattet 
also,  wenn  die  Dicke  der  Platte  bekannt  ist,  den  gesuchten  Brechungsinder 
zu  berechnen  aus: 

l 


ni 


l-x 


Die  Hebung  wächst  mit  der  Dicke  und  dem  Brechungsindex  der  Platte. 
Aus  der  folgenden  Tabelle  ist  der  Betrag  der  Verschiebung  des  Tubus  für 
eine  Plattendicke  /  =  1  nun  zu  entnehmen. 
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n 

ijn 

1-1/n 

1,40 

0,714 

0,286  mm 

1,45 

0,690 

0,810 

1,50 

0,667 

0,833 

1,55 

0,645 

0,355 

1,60 

0,625 

0,375 

1,65 

0,606 

0,894 

1,70 

0,588 

0,412 

1,75 

0,571 

0,429 

1,80 

0,556 

0,444 

1,85 

0,541 

0,459 

1,90 

0,526 

0,474 

1,95 

0,513 

0,487 

2,00 

0,500 

0,500 

31.  Als  H.  C.  SoBBY^  1877  dieses  Verfahren  auf  Platten  doppeUbrechmder 
Krystaüe  anwandte,  wobei  als  Ohjeet  ein  Olasmikrometer  mit  zwei  senkrecht  xu 
einander  stylenden  Schaaren  von  Theüungslinim  diente,  beobachtete  er  eigen- 
thümliche,  bis  dahin  kaum  beachtete  Erscheinungen,  deren  Erklärung  von 
G.  G.  Stokbs'  in  demselben  Jahre  gefunden  wurde. 

Das  Objectgitter  war  unter  dem  Tisch  des  Mikroskops  und  so  weit  als 
möglich  unter  den  Linsen  eines  achromatischen  Condensors  befestigt.  Un- 
mittelbar unter  dem  Gitter  befand  sich  ein  Irisdiaphragma,  welches  ver- 
schieden weite  kreisförmige  Blendungen  unter  das  Gitter  zu  bringen  gestattete. 
Das  verkleinerte  Bild  des  Gitters  und  der  Blendung  konnte  leicht  auf  die 
untere  oder  die  obere  Begrenzungsebene  oder  auf  das  Centrum  der  zu 
untersuchenden  Krystallplatte  eingestellt  werden.' 

Betrachtet  man  das  Gitter  durch  eine  senkrecht  m,r  optischen  Axe  ge- 
schnittene KaBcspathplatte,  so  erblickt  man  bei  zwei  verschiedenen  Einstellungen 
des  Mikroskops  beide  Liniensysteme  des  Gitters,  wie  man  auch  die  Platte  in 
ihrer  Ebene  gegen  das  festliegende  Gitter  drehen  möge.  Die  beiden  Bilder 
liegen,  wenn  die  Platte  hinreichend  genau  geschnitten  ist,  über  einander. 
Das  Bild  der  kreisförmigen  Blendung  erscheint  unverzerrt  und  in  jeder  der 
beiden  Brennebenen  umgeben  von  einem  lichtschwachen  Kreisringe,  welcher 
von  dem  ausserhalb  jener  Brennebene  liegenden  Bilde  herrührt  (Fig.  179). 

'  H.  C.  SoBBY,  On  8ome  bitherto  Undescribed  Optical  Properties  of  Doublj 
BefractiDg  CiystaLs.  Proc  £07.  Soc  London  26,  884, 1877.  On  a  simple  Method  for 
Determining  tiie  Index  of  Befraction  of  smaU  portions  of  Transparent  minerals.  Min. 
Mag.  1,  97,  98,  194,  1877.  On  the  Determination  of  the  Minerals  in  thin  Sections  of 
Bockfl  hj  means  of  their  Indices  of  Befraction.  2, 1.  Further  improvements  in  stadying 
the  Optical  Characters  of  Minerals.  2,  108,  1878. 

*  G.  G.  Stokes,  On  the  Foci  of  Lines  seen  througb  a  Crystalline  Plate.  Proc. 
B07.  Soc.  London.  26,  386,  1877. 

'  Eine  nach  diesen  Angaben  construirte  Vorrichtung  bildet  ein  Attribut  der  von 
S.  FoBss  in  Berlin  constmirten  Mikroskope  für  krystallographische  Untersuchungen 
(vgl  8.  846). 
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Schaltet  man  eine  KaUcspathspaHungsplatte  ein,  so  erblickt  man  zwei  in 
der  Richtung  des  Hauptschnittes  der  Platte  von  einander  getrennte  Bilder: 
im  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  das  ordentliche,  nach  dem  Hauptschnitt 
polarisirte  Bild  o,  gegen  die  Peripherie  hin  verschoben,  der  oberen  Endecke 
der  Platte  gegenüberliegend  das  ausserordentliche^  senk- 
recht zum  Hauptschnitte  polarisirte  Bild  e  (Fig.  180). 
Dreht  man  die  Platte  in  ihrer  Ebene,  so  bleibt  o  im 
Mittelpunkt  und  erscheint  stets  unverzerrt;  e  dag^en 
bewegt  sich  mit  dem  Hauptschnitt  und  erscheint  ver- 
zerrt und  im  weissen  Licht  farbig  gesäumt,  derart,  dass 
der  rothe  Rand  dem  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  zu- 
gewendet ist 

Der  Hauptschnitt  der  Platte  sei  parallel  einem 
Liniensystem  des  Gitters.  Ausgehend  von  der  Stellung 
des  Mikroskoptubus,  in  welcher  im  ordentlichen  Bilde  o  beide  Liniensysteme 
deutlich  gesehen  werden,  erhält  man  durch  Senken  des  Tubus  zuvörderst 
eine  Stellung,  in  welcher  das  ausserordentliche  Bild  senkrecht  zum  Haupt- 


Fig.  179. 


Fig.  ISO. 

schnitt  verlängert  ist  und  nur  die  zum  Hauptschnitt  senkrechten  Linien 
sichtbar  sind  (e^).  Darauf  gewinnt  man  durch  weiteres  Senken  eine  Stellung 
des  Tubus,  in  welcher  das  ausserordentliche  Bild  in  der  Richtung  parallel 
zum  ELauptschnitt  verlängert  erscheint  und  nur  die  zum  Hauptschnitt  parallelen 
Linien  gesehen  werden  können  (62).  Für  das  ordentliche  Bild  ist  charakteristisch, 
dass  beim  Drehen  der  Platte  stets  beide  Liniensysteme  des  Gitters  gleich 
gut  sichtbar  bleiben.  Dreht  man  dagegen  bei  einer  der  beiden  letzteren 
Stellungen  des  Tubus  die  Platte  in  ihrer  Ebene,  so  erscheint  das  eine  oder 
das  andere  Liniensystem  des  Gitters  nur  dann  vollkommen  scharf,  wenn  der 
Hauptschnitt  der  Platte  die  Richtung  eines  Liniensystems  besitzt. 

Im  weissen  Licht  erblickt  man  durch  dicke  Platten  hindurch  in  0^  keine 
Linien  in  Folge  der  starken  Dispersion;  die  Linien  treten  aber  sofort  hervor, 
wenn  die  Beleuchtung  durch  homogenes  Licht  erfolgt. 

Eine  parallel  zur  optischen  Axe  geschnittene  KaOcspatkplaUe  giebt  ebenfalls 
zu  drei  verschiedenen  Einstellungen  des  Mikroskops  Veranlassung.  Da  in 
diesem  Falle  die  drei  Bilder  über  einander  liegen,  so  trennen  wir  sie  mit 
Hülfe  eines  auf  das  Ocular  gesetzten  Nicorschen  Prismas. 
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Steht  der  Hauptschnitt  des  Nicols  senkrecht  zur  Axe  der  Platte,  so 
gelangen  nnr  die  ordentlichen,  durch  die  Platte  gegangenen  Strahlen  in  das 
Auge  des  Beobachters.  Man  findet  eine  Einstellung  des  Tubus,  in  welcher 
beide  Liniensysteme  gleichzeitig  deutlich  gesehen  werden,  wie  auch  die  Platte 
in  ihrer  Ebene  gedreht  werden  möge. 

Richtet  man  dagegen  den  Hauptschnitt  des  Nicols  parallel  zur  Axe  der 
Platte,  so  werden  nur  die  ausseroidentlichen,  durch  die  Platte  gegangenen 
Strahlen  austreten  können.  Man  findet  dann  in  zwei  verschiedenen  Brenn- 
ebenen die  kreisförmige  Blendung  in  der  Richtung  des  Hauptschnitts  der 
Platte  oder  senkrecht  zu  derselben  verlängert.  Die  Liniensysteme  des  Gitters 
sind  nur  sichtbar,  wenn  sie  parallel  und  senkrecht  zum  Hauptschnitte  der 
Platte  liegen,  und  es  giebt  zwei  von  einander  getrennte  Einstellungen  des 
Mikroskoptubus,  in  denen  jedesmal  nur  ein  Liniensystem  gesehen  wird,  ent- 
weder das  zur  Axe  parallele,  oder  das  zu  dieser  Axe  senkrechtp. 

Die  Reihenfolge  der  drei  Bilder  beim  Senken 
des  Mikroskopivbue  ist:  1)  ausserordentliches,  senk- 
recht zur  Axe  verlängertes  Bild  mit  dem  zur 
Axe  normalen  Liniensystem;  2)  ordentliches  Bild; 
3)  ausserordentliches,  parallel  zur  Axe  verlängertes 
Bild  mit  dem  nach  dieser  Axe  gerichteten  Liniensystem.  Die  Pfeile  in 
Fig.  181  bezeichnen  die  Polarisationsrichtungen. 


^-f 


Fig.  181. 


32.  Betrachten  wir  nun,  um  zu  der  von  6.  G.  Stokes  gegebenen  Er- 
klärung dieser  Erscheinungen  zu  gelangen,  zunächst  den  einfachsten  Fall 
einer  Plaüe  aus  einem  optisch  einaxigen  Krystaü,  deren  Begrenx/ungsebenen  senk- 
recht xur  optischen  Axe  stehen  (Fig.  182).  Der 
Charakter  der  Doppelbrechung  sei  negativ. 
Ein  von  dem  Punkte  0  an  der  Eintritts- 
fläche ®  ausgehendes  dünnes,  aus  ordent- 
liehen  Strahlen  bestehendes  Strahlenbündel, 
dessen  Axe  die  Plattennormale  OM  ist,  wird 
sich  80  verhalten,  als  wäre  die  Platte  ein- 
fach brechend  mit  dem  Brechungsindex  cd  ; 
d.  h.  war  das  Mikroskop  anfanglich  auf  O 
eingestellt,  so  ist  die  Verschiebung: 

erforderlich,  damit  O  nach  Einschaltung  der 
der  Platte  wieder  deutlich  gesehen  werde. 

Die  Wirkung  eines  von  O  ausgehenden 
Bändek  von  ausserordentlichen  Strahlen  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung 
des  um  O  als  Mittelpunkt  beschriebenen,  die  Austrittsfiäche  in  M  berührenden 
Ellipsoids  der  Strahlenfläche.    Bedeutet  t  die  Zeit,  welche  eine  von  0  aus- 
gehende Lichtbewegung  braucht,  um  auf  dieses  Ellipsoid  zu  gelangen,  so 


Fig.  182. 
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ist  der  Umdrehungshalbmesser  OM^  ot=:l  und  der  Aequatorialhalbmesser 
OE=s  tt^ltlü.  Eine  durch  OM  gele^  Ebene  schneidet  das  EUipsoid  in 
der  Ellipse  EME,  Für  die  in  der  Nähe  von  OM  liegenden  Strahlen  können 
wir  diese  Ellipse  ersetzt  denken  durch  ihren  Krummungskreis  in  M^  dessen 
Badius  q  =  {OE)*:OM=^  tt^/o  ist,  und  dies  gilt,  da  OM  die  Richtung  der 
optischen  Axe  ist,  für  alle  durch  OM  gelegten  Ebenen;  d.  h.  die  Platte  ver- 
hält  sich  für  das  ousserordentHcke  Strahlenbündel  so  wie  eme  einfach  brechende 
Platte^  in  welcher  die  Oeschwindigkeit  des  Lichtes  t^/O,  also  der  Brechungsmdex 
E^jia  ist.    Demnach  wird  0  auch  nach  der  Verschiebung: 

x^^l-lmji^ 

deutlich  gesehen.  Wir  erhalten  also  xwei  verschiedene  Einstdlungen  des  Mikro- 
skops,  in  denen  beide  Liniensysteme  bei  jeder  Orientirung  des  Gitters  gleickxeiHg 
gesehen  werden,  da  jede  durch  OM  gelegte  Brechungsebene  eine  optische 
Symmetrieebene  ist. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  hier  in  Betracht  kommenden  Werthe 
von  Q),  0,  €,  e,  c'/cü,  cd/b^  in  Kalkspath  und  Natriumnitrat  für  Natrium- 
licht und  die  Verschiebungen  x^,  x^  für  eine  Plattendicke  l  =  1  mm. 


*. 
j;- 


Kalkspath 

Natriumnitrat 

(ü 

1,65850 

1,5852 

0=  1/w 

0,60295 

0,63084 

6 

1,48635 

1,3348 

c=  l/e 

0,67279 

0,74917 

6Vw 

1,33207 

1,12395 

(ole^ 

0,75071 

0,88972 

1-1/w 

0,897  mm 

0,869  mm 

l-w/8« 

0,249  mm 

0,110  mm 

Liegen  die  Begrenzungsebenen  der  Platte  parallel  zm-  optischen  Axe 
(Fig.  183),  so  ist  das  ausserordentliche,  von  O  ausgehende  Strahlenbündel, 
dessen  Axe  die  Plattennormale  OM  ist,  nur  noch  symmetrisch  zu  dem  durch 
OM  gehenden  Hauptschnitt  und  zu  der  auf  dem  Uaupt- 
schnitt  senkrechten  Ebene.  Damit  eine  Lmie  des 
Gittere  deutlich  gesehen  werde,  muss  sie  in  eine  dieser 
beiden  Symmeirieebenen  fallen,  denn  nur  in  dieser  Lage 
kann  bei  einer  bestimmten  Einstellung  des  Mikroskops 
jedes  Element  der  Linie  im  Bilde  in  der  Richtung 
der  wirklichen  Linie  erscheinen.  In  der  zur  optischen 
Axe  senkrechten  Ebene  befolgen  die  ausserordent- 
lichen Strahlen  das  gewöhnliche  Brechung^^etz  mit 
€  als  Brechungsindex.  Für  die  Brechung  im  Haupt- 
schnitt  gilt  eine  der  soeben  angestellten  Betrachtung  ähnliche  üeberlegung. 
Das  um  O  als  Mittelpunkt  beschriebene,  die  Austrittsfläche  in  M  berührende 


Fig.  183. 
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EUipsoid  der  Strahlenfläche  für  die  Zeit  i^ljt  wird  von  dem  Hauptschnitt 
der  Platte  in  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  OM^zt^l  und  0E=  ot  =  lolt 
geschnitten.  Für  die  zu  GM  benachbarten  Strahlen  können  wir  die 
Ellipse  ersetzt  denken  durch  ihren  Erümmungskreis  in  M,  dessen  Radius 
p  =^{OEy:OM=  to^/t  ist.  Demnach  erfolgt  die  Brechung  im  Haupt- 
schnitte so  wie  in  einem  einfachbrechenden  Mittel  mit  dem  Brechungs- 
index 6>'/«. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  in  diesem  Falle  drei  Emstelhmgen  des  Mikroskops 
vorhanden  sind,  bei  denen  beide  Liniensysteme  oder  nur  das  eine  oder  nur 
das  andere  lAniensystem  des  Oitters  deutlich  gesehen  werden:  1)  für  das 
ordmtHche^  im  Hauptschnitt  polarisirte  Strahlenbündel  mit  dem  Breohungs- 
iudex  Ol,  welches  beide  Liniensysteme  gleichzeitig  deutlich  sehen  lässt;  2)  für 
das  ausserordentliche y  senkrecht  zum  Hauptschnitt  polarisirte  Strahlenbündel 
mit  dem  Brechungsindex  e,  welches  ein  deutliches  Bild  der  im  Hauptschnitt 
gelegenen  Linien  giebt;  3)  für  das  ausserordentliehe,  senkrecht  zum  Hauptschnitt 
polarisirte  Strahlenbündel  mit  dem  Brechungsindex  a)'/6,  welches  ein  deut- 
liches Bild  der  senkrecht  zum  Hauptschniä  stehenden  Linien  liefert. 

Bezeichnet  man  mit  x^,  x^,  x"  die  Verschiebungen  des  Mikroskoptubus 
für  eine  Plattendicke  l  =  1  mm,  so  ist  für: 


Kalkspath 


<'=  1  -  6/ü« 


1,85055 
0,54087 
0,397  mm 
0,827  mm 
0,459  mm 


Natriumnitrat 


1,88257 
0,58118 
0,369  mm 
0,251  mm 
0,469  mm 


33.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles  einer 
beliebig  geschniüenen  Platte  eines  doppeltbrechenden  Krystaüs  und  betrachten  ein 
dünnes,  von  dem  Punkt  O  an  der  Eintrittsfläche  @  (Fig.  184)  ausgehendes 
Strahlenbündel  von  der  Beschaffenheit,  dass  , 

seine  Axe  nach  dem  Austritt  senkrecht  zur 
Platte  steht,  d.  h.  dass  die  im  Erystall  zu 
der  Axe  des  Bündels  gehörende  Wellenebene 
den  Begrenzungsebenen  der  Platte  parallel 
ist.  Einer  der  beiden  Mäntel  der  um  0  als 
Mittelpunkt  beschriebenen  Strahlenfläche  be- 
rühre die  Austrittsfläche  in  if,  dann  ist  der 
Strahl  OM  jene  Axe  des  Bündels.  Bedeutet 
q  die  Oeschwindigkeit  in  der  Bichtung  der 
zugehörigen  Wellennormale  NMj  so  ist  //q  =  ^ 

die  Zeit,  in  der  sich  die  von  O  ausgehende  Lichtbewegung  bis  zu  dem  in 
Bede  stehenden  Mantel  der  Strahlenfläche  ausbreitet.    OPQ  sei  ein  zu  OJf 


<?» 


Fig.  184. 
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benachbarter  Strahl,  der  die  Strahlenfläche  in  P,  die  Austrittsfläche  in  Q 
schneidet.  Die  Verzögerung  der  in  Q  ankommenden  Bewegung  in  Bezug 
auf  die  Bewegung  in  M  wird  gleich  der  Zeit  r  sein,  welche  das  Licht  braucht, 
um  von  P  nach  Q  zu  gelangen.  Die  Gestalt  der  austretenden  Strahlenfläche 
wird  nur  von  dem  Werth  dieser  Verzögerung  abhängen,  wenn  t  als  Funktion 
der  beiden  Coordinaten  betrachtet  wird,  welche  die  Lage  Ton  Q  auf  der 
Austrittsfläche  bestimmen.  Ist  QM  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  so 
ist  r  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  und  zur  Bestimmung  der  Brechung 
des  dünnen  Strahlenbündels  brauchen  wir  die  Verzögerung  nur  bis  auf  diese 
Ordnung  zu  kennen.  Für  die  wirkliche  Verzögerung  können  wir  irgend 
eine  Grösse  einsetzen,  die  zu  ihr  in  einem  Verhältniss  steht,  dessen 
Grenzwerth  die  Einheit  ergiebt.  Daraus  folgt:  wenn  die  Lichtbewegung 
im  Kiystall  über  den  in  M  die  Austrittsfläche  berührenden  Mantel  EME 
der  Strahlenfläche  hinaus  fortschreitet,  so  können  wir  annehmen,  sie  erfolge 
in  einem  einfach  brechenden  Mittel  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  gleich 
der  Wellengeschwindigkeit  q  in  der  Richtung  der  Plattennormale  ist  Denn 
ist  QR  normal  zur  Strahlenfläche,  so  wird  die  wirkliche  Wellengeschwindig- 
keit in  der  Sichtung  RQ  von  jener  in  der  Sichtung  NM  um  eine  kleine 
Grösse  erster  Ordnung  abweichen,  und  da  die  Entfernung  RQ  eine  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  ist,  so  können  wir  die  Aenderung  der  Wellen- 
geschwindigkeit yemachlässigen,  also  den  Erystall  als  ein  einfachbrechendes 
Mittel  behandeln,  in  welchem  sich  eine  Strahlenfläche  fortpflanzt,  die  schon 
auf  irgend  welche  Weise  die  Gestalt  EME  erlangt  hat 

Die  durch  die  Normale  NM  gelegten  Schnitte  des  Mantels  EME  haben 
bezüglich  ihrer  Krümmung  in  M  die  Eigenschaft,  dass  Schnitte,  welche 
symmetrisch  liegen  zu  den  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden  Haupt- 
krümmungsebenen, den  Hauptschnitten  der  Strahlenfläche  im  Punkte  Jf, 
gleiche  Krümmung  besitzen.  Damit  das  eine  oder  das  andere  der  beiden 
Liniensysteme  des  rechtwinkligen  Gitters  deutlich  gesehen  werde,  müssen 
diese  Linien  senkrecht  zu  den  Hauptschnitten  liegen.  Es  seien  O, ,  0/  die 
Krümmungsmittelpunkte,  r,  r  die  Krümmungsradien  in  den  Hauptschnitten 
des  Mantels  EME  im  Punkte  if;  dann  kann  man  die  Schnittcurve  dieses 
Mantels  in  jedem  Hauptschnitt  ersetzt  denken  durch  den  zugehörenden 
Krümmungskreis,  und  die  Brechung  in  den  Hauptschnitten  erfolgt  so,  wie 
in  einfachbrechenden  Mitteln  mit  den  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  r/t, 
rjt,  also  mit  den  Brechungsindices  </r  =  Ijg,  t/r==  l/p',  wenn  p,  g  die 
Hauptkrümmungsradien  der  für  die  Zeiteinheit  genommenen  Strahleufläche 
bedeuten. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  gilt  für  den  zweiten  Mantel  der  Strahlen- 
fläche. Die  beiden  von  O  ausgehenden  dünnen  Strahlenbündel  sind  senk- 
recht zu  einander  polarisirt 

Das  Sesultat  kann  jetzt  so  ausgesprochen  werden:  Wird  eine  PkUte  eines 
optisch  zweiaangen  KrystaUs  eingesohaUet,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  vier  Ein- 
Stellungen  des  Mikroskopiubus,  in  denen  das  eine  oder  das  andere  Liniensystem 
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des  rechiwmkligm  Oitters  deuüich  gesehen  ioird\  dabei  musa  das  Gitter  so 
orimHrt  sein,  dass  seine  Linien  senkrecht  stehen  zu  den  durch  die  PlattennormcUe 
gehenden  Hauptschnitten  des  inneren  oder  des  äusseren  Mantels  der  Strahlen  fläche; 
der  scheinbare  Brechungsindex  ist  jedesmal  gegeben  durch  den  redproken  Werth 
des  Hauptkrümmungsradius  in  demjenigen  Hauptschnitte,  auf  weichem  die 
detUHch  sicktbaren  Linien  senkrecht  stehen.  In  dem  besonderen  Falle,  wo 
die  Platte  auf  einer  optischen  Symmetrieebene  des  Krystalls  senkrecht 
steht,  haben  die  Hauptschnitte  des  inneren  und  des  äusseren  Mantels  der 
Strahlenfläche  dieselben  Richtungen,  da  sie  parallel  und  senkrecht  zu  jener 
Ebene  liegen. 

34.  Indem  wir  dazu  übergehen,  dieses  Ergebniss  auf  specielle  Fälle 
anzuwenden,  betrachten  wir  zunächst  eine  Platte  eines  optisch  einaxigen 
Krystaüsy  deren  Normale  unter  dem  Winkel 
fi  zur  optischen  Axe  geneigt  ist  (Fig.  185). 
Neben  dem  ordentlichen  Bilde  treten  zwei 
ausserordentliche  Bilder  auf  (S.  362).  Bezeich- 
net man  mit  g,  g'  die  Hauptkrüuunungs- 
radien  des  Ellipsoids  der  Strahlenfläche  in 
den  durch  die  Plattennormale  gehenden 
Hauptschnitten,  von  denen  der  erste  mit 
dem  Hauptschnitt  der  Platte  zusammen- 
fallt, so  sind: 

l (o'  cos'  ju  +  e'  sin'  (i)  ^ 

JL (o'  C08*  ^  +  e*  ain*  fi)  ^ 


Fig.  185. 


(1) 


(2) 


die  scheinbaren  Brechungsindices  des  ausserordentlichen  Strahlenbündels  bei 
der  Einstellung  des  Mikroskoptubus  auf  das  senkrecht,  resp.  parallel  zum 
Hauptschnitt  der  Platte  gelegene  Liniensystem  des  Gitters. 


Kalkspath 


44*86' 3t" 
1,5807 
1,4108 
0,8674 
0,2910 


Natriumnitrat 


43*42' 
1,4699 
1,2291 
0,3197 
0,1864 


Wächst  fi  von  0^  bis  90®,  so  ändern  sich  die  Werthe  des  Krümmungs- 
radius g  von  e^/o  bis  o^/e,  von  denen  der  eine  grösser,  der  andere  kleiner 
als  0  ist.  Daher  giebt  es  einen  besonderen  Werth  ß,  für  welchen  p  »  o 
wird.     Aus  (!)  folgt: 
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(3) 


tan*/*  = 


oHoi  +  ti) 


In  diesem  besonderen  Falle  sind,  vne  hei  einer  zur  optischen  Axe  senkree^ä 
stehenden  Platte  (fi  =  0),  nur  zwei  Einstellungen  des  Mikroskops  vorhanden,  ia 
denen  deutliche  Bilder  gesehen  werden.  Aber  die  beiden  Fälle  sind  leicht  zu 
unterscheiden,  denn  eine  dem  Werthe  ß  entsprechende  Platte  hat  folgende 
charakteristische  Eigenschaften :  1)  das  ordentliche  und  das  ausserordentliche 
Bild  sind  nach  bestimmten  Ebenen  polarisirt;  2)  bei  einer  der  beiden  Ein- 
stellungen wird  nur  ein  Liniensystem,  das  parallel  zum  Plattenhauptschnitt 
gelegene,  deutlich  gesehen;  3)  dieses  ausserordentliche  Bild,  welches  dem 
Index  l/g'  entspricht,  wird  undeutlich,  wenn  die  Platte  über  dem  Gitter  in 
ihrer  Ebene  gedreht  wird. 

Es  ist  für  Natriumlicht  im: 


Ealkspath  .    . 
Natriumnitrat 


^ 
f^ 


53  «15' 
67«   7'. 


35.  Es  soll  jetzt  das  allgemeine  Theorem,  S.  366,  auf  opHsdi  zweiaxige 
Krystaüe  angewendet  werden.  Stehen  die  Begrenzungsebenen  der  Platte  senk- 
recht x/u  einer  optischen  Symmeirieaxe  X^,  so  können  die  Liniensysteme  des 
Gitters  nur  dann  deutlich  gesehen  werden,  wenn  sie  den  beiden  anderen 
Symmetrieaxen  X^,  X,  parallel  gehen.  Die  scheinbaren  Brechungsindices 
sind  gegeben  durch  die  reciproken  Werthe  der  Krümmungsradien,  welche 
die  Schnittcurren  K^,  E^,  JT,,  E^  der  Strahlenfläche  mit  den  Symmetrieebenen 
X^  Xjj,  Xi  -Xj  in  den  Punkten  a^,  a^  besitzen  (Fig.  186,  vgl.  Fig.  152,  S.  318). 


Krümmungs- 
radius 

Scheinbarer 
Brechungs- 
index 

Polarisations- 
richtang 

Bichtung  des  im 

Brennpunkt  befindl. 

Liniensystemfl 

Kreis  K^    .    ,    . 
Ellipse  j; .    .    . 

«i"/a» 

X. 
X, 

)  ^ 

EUipse  ^, .    .    . 
Kreis  Xg    .    .    . 

«1*/«« 

«8 

X, 

X, 

1     ^' 

Wählt  man  als  Beispiel  eine  parallel  zur  Basis  geschnittene  Platte  von 
Aragonit  (Fig.  187),  so  erblickt  man  beim  Senken  des  Mikroskoptubus  zwei 
kreuzförmig  gestaltete  Bilder  des  Diaphragmas,   da  die  vier  Brennpunkte 
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zwei  Paare  benachbarter  Punkte  bilden.    Sind  die  Liniensysteme  des  Gitters 
parallel  zu  X^  und  X^,  so  ergiebt  sich  folgende  Anordnung  der  Bilder: 


Fig.  188. 


Fig.  189. 


Scheinbarer    Brechungs- 1 

index  fiir  Na-Licht  .  . ;    a^  =  1,6859 
Verschiebongo;  des  Tubus 

f)ir  eine  Platte  von  1  mm 

Dicke 


1 


l_    -  =0,4068 


er,  =  1,6816 


1 =0,405^ 

«a 


-'-  =-  1,3922 
ff* 


1  — 


«1 


»0,2817 


-^  =  1,3887 

«8 


1-  ^,=0,2799 


Die  Pfeile  in  Fig.  188,  189  bezeichnen  die  Polarisationsrichtungen. 

Drei  den  optischen  Symmetrieebenen  parallele  Platten  bieten  neun 
scheinbare  Brechungsindices  dar,  die  sich  in  folgender  Weise  nach  der 
Richtung  des  in  der  Brennebene  befindlichen  Liniensystems  X^  und  der 
Richtung  der  Normale  X^  der  Polarisationsebene  des  beobachteten  Bildes 
anordnen  lassen: 


Richtung  des  in  der  Brennebene  be- 
findlichen Liniensystems 

^r 

X, 

X, 

X, 

Eichtung  der 

«1 

«aVffa 

«aV«! 

««V«i 

Normale  der 
Polarisations- 

X, 

«8 

«iV«» 

ebene 

X, 

OjVog 

fflV«8 

«8 

Sind  X^  und  X^  verschieden,  so  bestimmen  sie  die  Begrenzungsebenen 
der  Platte;  fallen  sie  zusammen,  so  kann  die  Platte  einer  der  beiden  jene 
Axe  enthaltenden  Symmetrieebenen  parallel  gehen. 

Die  folgenden  Tabellen  geben  eine  XJebersicht  der  scheinbaren  Brechungs- 
indices im  Aragonit  und  im  rhombischen  Schwefel;  rechts  stehen  die  Ver- 
schiebungen X  des  Mikroskoptubus  für  eine  Platte  von  1  mm  Dicke.  Man 
ersieht  daraus,  dass  eine  Schwefelplatte  durch  ihre  stärkere  Doppelbrechung 
eine  sehr  deutliche  Trennung  der  vier  Brennebenen  hervorruft. 

LiKBiscu,  PbjB.  KrysUllogr.  24 
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Ara^nit  (Na-Licht). 


Scheinbare  Brechongsindices 
-2i  J^  -3r, 


Verschiebimgen  x 
X,  X^        I 


^i 
X, 

^ 


1,5301 
1,6902 
1,6773 


1,8576 
1,6816 
1,3887 


1,8481 
1,3922 
1,6859 


0,3464 
0,4084 
0,4038 


0,4617       I      0,4589 
0,4054  0,2817 

0,2799       ,      0,4068 


Schwefel  (Na-Iicht). 


Schembare  Brechungsindices 
Xy  Xg  X^  Jlj 


YerBchiebungeii  x 


^ 
^ 


,  1,9505 
2,4628 
1,8544 


2,5737 
2,0383 
1,6980 


2,1301 
1,8664 
2,2405 


0,4873 
0,5940 
0,4607 


0,6114 
0,5094 
0,4111 


0,5305 
0,4642 
0,5587 


35«  Die  Begrenzungsebenen  der  Platte  seien  senkrecht  zur  Symmeirie- 
ebene  X^  X^  und  die  Plattennonnale  bilde  mit  X^  den  Winkel  0.  In  diesem 
Falle  werden  die  Liniensysteme  des  Gitters  deutlich  gesehen  ^  wenn  sie 
parallel  und  senkrecht  zu  X^X^  liegen. 

Die  Hauptkrümmtmgsradien  in  der  SymmetrieAene,  welche  die  Strahlen- 
fläche in  einem  Kreise  mit  dem  Badius  a,  und  in  der  Ellipse: 

schneidet,  sind  O2  und  ^,  letzterer  gegeben  durch: 
n\  1  _(at»co8'^-Kia»am«^)^ 

Demnach  sind  die  Einstellungen  des  Mikroskops  auf  das  parallel  X^  ffekg^ie 
Lmiensystem  bestimmt  durch  die  Brechungsindices  a^  mit  der  Polarisations- 
ebene X^Xy^  und  \Iq  mit  der  parallel  ^2  gehenden  Polarisationsebene. 

Um  die  sckembaren  Brechungsindices  des  Lichtes  für  das  xu  X,  X^  panüUU 
Liniensystem  zu  finden,  müssen  wir  den  Krümmungsradius  in  einem  der 
Ebene  X^X^  angehörenden  Punkte  der  Strahlenfläche  für  den  zu  X^X^ 
senkrechten  Normalschnitt  bestimmen.  Gehört  der  Punkt  dem  Kreise  mit 
dem  Badius  Oj  an,  so  ist: 

,«.  1  ^  0«  [(0«*  -  tt,')  008'  ^  +  (tt,*  -  Qa')  Bin»  ^3 

der  Werth  des  scheinbaren  Brechungsindex  für  Licht,  welches  nach  der 
Ebene  X^X^  polarisirt  ist.  Liegt  dagegen  der  Punkt  auf  der  Ellipse  mit 
den  Halbaxen  a^,  o,,  so  liefert: 

1  ^  C(Q^'-  tt,') CO6»  0  +  (g»*- Os')  Bin'  ^3  (at* cos«  9  +  Qg'sin«^)* 
Q,  tti«  (a,»-  Ol')  cos«  Ö  +  a.»  (o,'-  o.«)  sin'ö 


(8) 
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den  scheinbaren  Brechungsindex  für  das  senkrecht  zur  Ebene  X,  X^  polari- 
sirte  Licht.  ^ 

Wir  erhalten  demnach  folgende  Tabelle: 


BichtunKdes  in  der  Brennebene 
befindlichen  Liniensjatems 


LX^X^ 


PolariBationsebene  ||  X^X^ 


1/^ 


x,x, 


Die  für  1/qx  und  I/qb  gewonnenen  Ausdrücke  gelten,  welche  Voraus- 
setzung auch  über  die  relative  Grösse  der  mit  a^,  a^,  a^  bezeichneten  Haupt- 
Uchtgeschwindigkeiten  getroffen  werden  möge.  Man  ersieht  daraus,  dass 
jene  Werthe  bestandig  positiv  bleiben,  wenn  Og  die  grösste  oder  die  kleinste 
Hauptlichtgeschwindigkeit  bedeutet.  Ist  aber  a,  die  mittlere  Hauptlicht- 
geschwindigkeit, so  wechseln,  wenn  der  Winkel  0  von  Null  bis  90®  wächst, 
beide  Werthe  zweimal  das  Vorzeichen,  einmal  bei  dem  Durchgang  durch  Null, 
das  zweit«  Mal  bei  dem  Durchgang  durch  Unendlich.  Es  werden  nämlich 
beide  Krümmungsradien  gleichzeitig  unendlich  gross,  wenn  die  Platte  auf  einer 
optischen  Axe  senkrecht  steht,  denn  alsdann  ist  0  =  F  und  (S.  320) : 

Dagegen  verschwindet  Qx,  wenn  die  Platte  zu  einer  StraJdenaxe  senhredU  ist, 
denn  in  diesem  Falle  wird  0  =  SS  und  (S.  320): 


tan«0  =  ^'^^''"^»'^. 


Qb  wird  der  NuU  gleich,  wenn  die  Plattennorfnale  die  Richtung  der  in  einem 
Knotenpunkte  der  Strahlenfläche  auf  der  Ellipse  mit  den  Ilalbaxen  a^,  a^  senk- 
rechten Geraden  hat,  also: 


ist.  Dieser  letzte  Werth.von  0  möge  mit  0^  bezeichnet  werden.  Demnach 
ändern  sich  die  Werthe  von  qx  und  qb  mit  dem  Winkel  6  in  folgender 
Weise  (vgl.  Fig.  157,  S.  827):  Für  0  =  0  ist  die  Platte  senkrecht  zur 
Symmetrieaxe  -X3  und  ßx  =  Oa^/Os»  ße  =  Oi-  Wächst  der  Winkel  0,  so 
nimmt  qx  ab,  während  p«  zunimmt.  Wird  0  =  8$,  so  ist  px=  0,  um  von 
hier  an  für  alle  zwischen  8J  und  V  liegenden  Winkel  0  negative  Werthe 
und  für  0  =  F  den  Werth  —  ao  anzunehmen.  Dagegen  bleibt  p«  positiv 
und  erreicht  für  0  =  F  den  Werth  +  00.  Nunmehr  ist  für  wachsende 
Werthe  von  0  qx  beständig  positiv  und  nimmt  dabei  ab,  bis  es  für  0=90® 
den  Werth  Oi^/ag  erhält.    Gleichzeitig  ninmit  qb  negativ  ab  bis  zu  —  0  für 

*  Ueber  die  Ableitung  der  Ausdrücke  für  q^  und  q^  vgl.  Stokes,  a.  a.  O.  S.  394—395. 

24* 
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ß  =3  0„,  mn  darauf  wieder  positiv  zu  wachsen  bis  zu  dem  Endwerthe  o, 
für  0  =  90**,  also  für  eine  zur  Symmetrieaxe  X^  senkrechte  Platte.  Hiemach 
sind  die  zu  den  Strahlenaxen  und  den  optischen  Axen  benachbarten  Rich- 
tungen durch  ausserordentlich  rasche  Aenderungen  der  Werthe  der  schein- 
baren Brechungsindices  ausgezeichnet. 

Vergleichen  wir  jetzt  die  Werthe  q  und  qb  für  die  Hauptkrümmungs- 
radien  der  Strahlenfläche  in  den  Punkten,  welche  auf  der  Ellipse  in  -X,  X^ 
liegen,  und  lassen  wir  zunächst  wieder  jede  beschränkende  Voraussetzung 
über  die  relative  Grösse  von  a^,  a,,  03  fehlen.    Da  für: 


@ 

C 

Qb 

0 

OsVOi 

Öl 

90» 

«»iVfls 

.. 

ist,  da  also  das  Verhältniss  Q\Qe  sich  von  ü^^/a^^  bis  zu  üi^la^^  ändert, 
derart,  dass  der  eine  Endwerth  grösser,  der  andere  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  so  müssen  für  einen  bestimmten  Werth  von  0  die  Krümmungsradien  q 
und  Qe  einander  gleich  werden,  wofern  sie  positiv  bleiben.  Dieser  Fall  tritt 
aber  unter  der  Voraussetzung  aj  >  a,  >  03  in  den  durch  die  Axe  X^  gehen- 
den Symmetrieebenen  X^  X^  und  X^  X^  ein.  Demgemäss  sind  in  jeder 
dieser  beiden  Ebenen  vier  reelle  Nabelpunkte  vorhanden.  Die  Kichtungen  der 
Badien  nach  diesen  Punkten  ergeben  sich  aus  folgender  Ueberlegung.  Setzt 
man  die  Werthe  (1)  und  (3)  von  q  und  p«  einander  gleich,  so  folgt: 

tan^e^  Qi'(tti'-ai') 
^"^  ^       a,«(a."-a.»)' 

eine  Relation,  die  sofort  ersehen  lässt,  dass  die  Nabelpunkte  in  der  Ebene 
Xg  Xi  imaginär  sind.  Bezeichnen  wir  jetzt  die  Winkel,  tvelche  in  der  Ebene 
X^  X^  die  Radien  nach  den  reellen  Nabelpunkten  mit  der  Axe  X^  einsckiiesaenf 
durch  ©33  und  die  enteprechenden  Winkel  in  der  Ebene  X^  ^  gegen  die 
Axe  X2  mit  ©^g,  so  erhalten  wir  aus  der  vorstehenden  Formel  durch 
cyclische  Vertauschung  von  aj,  o^,  a^: 


(4) 


tan  ^23  -  a,»  (ag«  -  o^«) '    ^^  ^i«  ""  i 


a,Vai*-a,«) 


Aragonit 
Schwefel 


ö., 


44«  52' 
41     19 


Ö., 


69«  26' 
51       9 


Liegen  die  Grenzebenen  einer  Ejystallplatte  senkrecht  zur  Normale  eines 
Nabelpunktes,  so  zeigt  eines  der  Bilder  beide  Linienajsteme  des  Gitters,  and 
die  Deutlichkeit  der  Linien  wird  nicht  vermindert,  wenn  die  Platte  in  ihrer 
Ebene  über  dem  festliegenden  Gitter  gedreht  wird.    In  dieser  Beziehung 
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gleicht  also  jene  Platte  eines  optisch  zweiaxigen  Krystalls  einer  in  beliebiger 
Richtung  aus  einem  optisch  einaxigen  Eiystall  geschnittenen  Platte  (S.  362). 

Die  Bedeutung  der  Sorby'schen  Beobachtungsmethode  für  die  Unter- 
scheidung einfachbrechender  und  doppeltbrechender,  optisch  einaxiger  und 
optisch  zweiaxiger  Krystalle  beruht  darauf,  dass  nach  diesem  Verfahren 
Aenderungen  der  Brechung  in  benachbarten  Richtungen  mit  vollkommener 
Deutlichkeit  hervortreten,  obwohl  die  absoluten  Brechungen  nahezu  überein- 
stimmen. In  dieser  Hinsicht  sind  die  Sorby'schen  Phänomene  den  Inter- 
ferenzerscheinungen planparalleler  Platten  im  convergenten  polarisirten  Lichte 
zur  Seite  zu  stellen.^ 


Eummer'sohe  Strahlenbündel. 

36.  Von  der  Gestalt  der  Strablenflttche  eines  Krystalls  hängen^  wie  Kummer  nach- 
gewiesen hat',  die  Eigenschaflten  eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  im  Inneren 
dieses  Krystalls  ab.  Im  Allgemeinen  gehen  die  Lichtstrahlen  eines  solchen  Bündels 
durch  zwei  auf  der  Aze  des  Bündels  senkrecht  stehende  Linien  (Leitlinien  oder  Brenn- 
linien)  hindurch,  deren  Verbindungsebenen  mit  der  Axe  die  FohaUhenen  genannt  werden. 
Auf  der  Einfährung  dieser  Ebenen  beruht  die  üniencheidung  dreier  Arten  von  Strahlen- 
bündeln:  in  dem  ersten  Falle  bilden  die  Fokalebeuen  einen  rechten,  in  dem  zweiten 
einen  spitzen  Winkel;  die  Fokalebenen  der  Bündel  dritter  Art  sind  imaginär.'  Für 
jede  bestimmte  Richtung  in  einem  Krystall  und  für  jeden  Schnittpunkt  des  derselben 
parallelen  Radiusvectors  der  Strahlenfläche  kann  man  die  Lage  der  einen  Fokalebene 
willkürlich  wählen.  Die  Lage  der  anderen  Fokalebene  ist  alsdann  durch  folgenden 
Satz  bestimmt:  Versteht  man  unter  conjugirten  Richtungen  auf  der  Strahlenfläche  die 
Richtungen  zweier  conjugirten  Durchmesser  des  zu  dem  betreflenden  Punkte  der 
Strahlenfläche  gehörigen,  unendlich  kleinen  Dupin'schen  Kegelschnitts,  der  Indicatrix, 
so  hat  jedes  unendlich  dünne  Strahlenbündel  im  Inneren  des  Krystalls  die  Eigenschaft, 
dass  seine  beiden  Fokalebenen  aus  der  Strahlenfläche,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe 
des  Bündels  liegend  angenommen  wird,  zwei  Curven  ausschneiden,  welche  sich  in  con- 
jugirten Richtungen  schneiden. 

Es  giebt  immer  eine  bestimmte  Lage  der  ersten  Fokalebene,  bei  welcher  die 
zweite  Fokalehene  mit  ihr  einen  rechten  Winkel  bildet,  so  dass  also  die  Strahlenbündel 


1  Wesentlich  geringer  ist  der  Werth  dieser  Methode  für  die  Bestimmung  der 
Brechongsindices  von  Krjstallplatten.  Eine  Kritik  der  von  M.  Bauer  und  R.  Scharizeb 
am  Glimmer  ausgeführten  Messungen  gab  B.  Hecht,  Ueber  die  Anwendung  der 
Ghanlnes*schen  Methode  zur  Bestimmung  der  optischen  Verhältnisse  eines  optisch  zwei- 
axigen Krystalls.    N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  6,  271,  1889. 

*  Kummer,  Allgemeine  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme.  Joum.  f.  Math. 
57)  189, 1860.  Modelle  der  allgemeinen,  unendlich  dünnen,  geradlinigen  Strahlensysteme. 
Monatsber.  Berlin.  Akad.  1860,  469.  —  Vgl.  R.  Weibaüeb,  De  generalibus  et  infinite 
tenuibus  luminis  fascibus,  praecipue  in  chrystallis.  Inaug.-Dissert.  Berlin  1861.  Ueber 
allgemeine  Strahlensysteme  des  Lichtes  in  verschiedenen  Mitteln.  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  8)  369,  1863.  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme  des  Lichts.  Progr. 
Realschule  zu  Bromberg.  1854. 

»  Gopien  der  KuMMBR*schen  Modelle  der  drei  Arten  unendlich  dünner  Strahlen- 
bündel fertigt  W.  Apel  in  Göttingen  an. 
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der  ersten  Art,  deren  Fokalebenen  auf  einander  senkrecht  stehen,  für  alle  beliebigen 
Richtungen  ihrer  Axen  in  jedem  Erystalle  Statt  haben,  aber  im  Allgemeinen  nur  für 
eine  bestimmte  Lage  der  Fokalebenen. 

In  einfach  brechenden  Kryitallen  können  nur  Strahlenbündel  erster  Art  a/uftreten. 
Da  nämlich  die  Strahleufläche  eine  Kugel  ist,  so  ist  die  Indicatriz  stets  ein  KreU\ 
daher  stehen  alle  conjugirten  Richtungen  auf  einander  senkrecht,  und  da  die  Radien 
stets  zur  SStrahlenfläche  senkrecht  sind,  so  müssen  auch  die  Fokalebeneu  der  Strahlen- 
bändel stets  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Dasselbe  gilt  von  den  ordentlichen  Strahlen  der  gewöhnlichen  optisch  einadrigen 
Krystalle.  Was  nun  die  Bündel  ausserordentlicher  Strahlen  angeht,  so  haben  wir  za 
beachten,  dass  die  Indicatrix  in  dem  Endpunkte  eines  Radiusvectors  des  Rotations- 
ellipsoids der  Huyghens'schen  Strahlenfläche  eine  Ellipse  ist,  welche  zu  dem  Haupt- 
schnitte jenes  Radius  symmetrisch  liegt  Daher  ist  die  Richtung,  in  welcher  die  erste 
Fokalebene  liegen  muss,  damit  die  zweite  auf  ihr  senkrecht  stehe,  durch  den  Haap^ 
schnitt  der  Axe  des  Strahlenbündels  gegeben.  Drehen  wir  jetzt,  von  dieser  Lage  aus- 
gehend, die  erste  Fokalebene  um  die  Axe  des  Bündels,  so  wird  der  Winkel  der  beiden 
Fokalebenen  kleiner^  und  er  erreicht  ein  bestimmtes  Minimum^  für  welches  die  beiden 
Fokalebenen  so  liegen,  dass  ihr  Winkel  von  jenen  ausgezeichneten,  auf  einander  senk- 
rechten Fokalebeneu  halbirt  wird.  Bezeichnet  man  die  Neigung  des  Bündels  gegen 
die  Axe  der  Isotropie  mit  «,  den  Radius  des  Ellipsoids  in  dieser  Achtung  mit  S,  so  ist 
nach  (1),  S.  306: 

o*e* 
o*sin'*  +  e"  cos'«' 
Kummer  findet  nun  für  den  kleinsten  Winkel  F  der  beiden  Fokalebenen  der  in  dieser 
Richtung  liegenden  Strahlenbündel: 

(1)  **^2"  =  "S"  ^^'  *^T  =  T' 

je  nachdem  der  Charakter  der  Doppelbrechung  positiv  oder  negativ  ist  Für  die  auf 
der  Axe  der  Isotropie  senkrechten  Richtungen  {s  s=  90**)  erhält  man  die  Strahlenbüudel 
mit  den  kleinsten  Winkeln  der  Fokalebenen,  welche  in  einem  optisch  einaxigen  Kryatall 
überhaupt  auftreten  können.    Alsdann  ist: 

(2)  tan-g-  =  —   oder  tan—  =  -- . 

Hieraus  folgt  für  Kalkspath;  J"=  83M5' 50".  Steht  die  Axe  des  Strahlenbändels 
senkrecht  auf  einem   Flächenpaar   des  Spaltungsrhombo^ders   («  =  44®  36  */«')>   so   ist 

Im  Inneren  eines  optisch  zweiaxigen  Krystalls  treten  nicht  nur  Strahlenbündel  erster 
und  zweiter  Art  auf,  und  zwar  für  alle  Winkel  der  beiden  Fokalebeneu  von  90*  bis  0^, 
sondern  aucli  Bändel  dritter  Art  Es  ist  nämlich  in  den  Punkten  der  FresneFschen 
Strahlenfläche,  welche  innerhalb  der  Berührungskreise  der  vier  singulären  Tangential- 
ebenen hegen  (Fig.  165,  S.  341),  die  Indicatrix  eine  Hyperbel;  sie  besitzt  demnach  ausser 
reellen  auch  imaginäre  conjugirte  Durchmesser. 

Lässt  man  ein  Strahlenbündel  aus  dem  Inneren  eines  Krystalls  in  ein  einfach- 
brechendes Mittel,  z.  B.  in  Luft,  austreten,  so  verwandelt  es  sich  stets  in  ein  Bändel 
erster  Art  Man  kann  daher  umgekehrt  jedes  in  einem  Krystall  mögliche  Strahlen- 
bündel dadurch  erzeugen,  dass  man  ein  passendes  Bündel  erster  Art  auf  den  Krystall 
auffallen  lässt 

Ein  Strahlenbündel  der  ersten  Art  mit  einem  beliebigen  Abstände  der  auf  einander 
senkrechten  Brennlioien  erzeugt  man  am  einfachsten  durch  eine  convexe  sphärische 
Linse,  indem  man  auf  die  Mitte  derselben  ein  Strahlenbündel  durch  eine  enge  OeflPnong 
fallen  lässt  und  alsdann  die  Axe  der  Linse  gegen  die  Axe  des  Bündels  neigt.  Mit 
dieser  Neigung  wächst  der  Abstand  der  Brennlinicn. 
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Die  von  Kummbb  auf  theoretifichem  Wege  gewonnenen  Ergebnisse  wurden  von 
G.  Quincke  durch  messende  Versuche  bestätigt^  Die  Methode  der  Prüfung  be- 
stand in  einer  objecHven  Darstellung  der  Brennlinien,  £s  wurde  mit  einem  Heliostaten 
Sonnenlicht  in  horizontaler  Richtung  auf  einen  Schirm  geworfen,  der  senkrecht  zur 
Einfallsrichtung  stand;  derselbe  konnte  auf  einer  den  Lichtstrahlen  parallelen,  mit  einer 
Scala  versehenen  Messingschiene  von  1  m  Länge  parallel  mit  sich  selbst  verschoben 
werden  und  besass  eine  runde  Oeffnung  von  10  mm  Durchmesser.  Vor  dieser  Oeffnung 
wurde  ein  schwarzes  Papierblättchen  befestigt;  der  Stich  einer  äusserst  feinen  Nähnadel 
in  diesem  Blättchen  bildete  die  Begrenzung  der  einfallenden  Strahlen.  Auf  der  Schiene 
waren  ausserdem  angebracht  ein  Träger  mit  einer  Convezlinse,  die  zur  Erzeugung  eines 
einfallenden  Strahlenbttndels  erster  Art  um  eine  verticale  Axe  auf  einem  horizontalen 
Kreise  messbar  gedreht  werden  konnte,  und  ein  zweiter  Träger  mit  einem  Metallschirm, 
in  welchem  eine  cylindrische  Metallhülse  von  30  mm  Durchmesser  um  eine  horizontale 
Axe  messbar  gedreht  werden  konnte.  Auf  die  Hülse  wurde  ein  Spaltungsstfick  von 
Kaücgpath  so  aufgekittet,  dass  ein  Flächenpaar  desselben  auf  der  Axe  des  einfallenden 
Strahlenbflndels  und  der  Axe  der  Hülse  senkrecht  stand.  Hinter  der  Schiene  war  ein 
horizontales  Mikroskop  angestellt,  welches  durch  einen  Schlitten  auf  einem  eisernen 
Rfdimen  genau  parallel  mit  der  Schiene  verschoben  werden  konnte.  Im  Ocular  befand 
sich  ein  Glasmikrometer  mit  zwei  auf  einander  senkrechten  Liniensystemen.  Ein  verti- 
caler  Kreis  erlaubte  eine  Drehung  des  Mikroskops  um  seine  Axe  zu  messen. 

Die  Brennweite  der  Convexlinse  und  ihre  Neigung  gegen  die  Richtung  des  ein- 
fallenden Lichtes  wurden  nun  so  gewählt,  dass  die  erste  Brennlinie  i  des  durch  die 
Linse  erzeugten  Strahlenbflndels  auf  die  Eintrittsiiäche,  die  zweite  Brennlinie  des  im 
Inneren  des  Kalkspath  hervorgerufenen  Strahlenbündels  auf  die  Austrittsfläche  des 
Spaltungsstflckes  fiel.  Alsdann  war  der  Abstand  der  beiden  Brennlinien  gleich  der 
Dicke  der  Kalkspathplatte.  Um  die  Brennlinien  objectiv  darzustellen  wurde  die  Aus- 
trittsfläche mit  einer  Harzläsung  bestrichen  und  dadurch  matt  gemacht;  die  Eintritts- 
fläche wurde  zu  demselben  Zwecke  mit  Hülfe  eines  Glasröhrchens  behaucht. 

Auf  der  Austrittsfläche  entstanden  nun  zwei  Brennlinien  o,  0,  dem  ordentlichen 
und  ausserordentlichen  Strahlenbündel  entsprechend.  Dass  die  Linie  0  senkrecht  stand 
auf  der  Brenulinie  i  der  Eintrittsfläche  konnte  nachgewiesen  werden,  indem  t  zuerst 
auf  einer  matten  Glastafel  aufgefangen  und  das  Glasmikrometer  des  Mikroskops  darauf 
eingestellt  wurde.  Durch  Verschieben  des  Schlittens 
wurde  dann  das  Mikroskop  nach  Einschaltung  des 
Kalkspath  auf  die  Austrittsfläche  desselben  ge- 
richtet und  so  die  Neigung  von  t  gegen  o,  resp.  e 
bestimmt. 

Steht  der  Hauptschnitt  der  Kalkspathplatte 

parallel  zur  Brennlinie  »,  so  liegen  0  und  e  ein-  27o«L      -\tiit" 

ander  parallel  und  horizontal.    Wenn  der  nach 

oben   zeigende  Richtungssinn   der   optischen  Axe 

dem  Heliostaten  zugewendet  ist,   so  befindet  sich 

e  fiber  o  (Fig.  190).    Dreht   man  nun  die  Platte, 

so  behält  die  Brennlinie  o  ihre  Lage,  während  die 

Linie  e  um  o  herumgeht  und  dabei  ihre  Neigung 

gegen  o  in  der  Weise  ändert,   wie   es  die  Figur  Fig.  190. 

angiebt    Das  Maximum  dieser  Neigung  ist  nach 

KüMMBB  90*  —  JT  s=  2<»  55';  Quincke  fand  im  Mittel  3,36  \    Platten  von  Kalkspath,  die 

parallel  zur  optischen  Axe  geschnitten  waren,  ergaben  für  90*  —  J"=s  6,29*,  während 

die  Theorie  6*  14'  10 "  erfordert. 


^  G.  Quincke,  Experimentelle  Untersuchungen  über  KuMMBB^sche  Strahlenbündel. 
Monatsbcr.  Berlin.  Akad.  1862.    Pogg.  Ann.  117,  563,  1862. 
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Auch  am  Äragonii  hat  Quincke  eine  Beihe  interessanter  Beohachtangen  angestellt 
und  namentlich  die  rasche  Aenderung  des  Winkels  zwischen  den  beiden  Brennlinien 
in  der  Nähe  der  Strahlenazen  verfolgt 


Prismen  doppeltbrechender  Erystalle. 

37.  In  der  Einleitung  (S.  296 — 298)  wurde  der  Weg  angedeutet,  auf 
welchem  die  Gestalt  einer  ebenen  Schnittcurve  ^  der  Nonnalenfläche  eines 
homogenen  Körpers  an  einem  Prisma  desselben  experimentell  bestiinmt 
werden  kann.  Es  erhebt  sich  nun  die  Frage,  ob  durch  dieselbe  Beobach- 
tungsmethode auch  die  Gestalt  der  Normalenfläche  selbst  gefunden  werden 
kann.  Dieses  Ziel  wird  erreicht  sein,  wenn  es  gelingt,  du  Werthe  der  Hatq^i- 
lichtgeschiüindigkeUm  eines  Krystalls  zu  berechnen  aus  den  Richtungswinkeln 
xp  und  den  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  p  einer  gewissen  Anzahl  ge- 
brochener Wellenebenen,  die  sich  in  einem  Prisma  parallel  zur  Kante  des- 
selben fortpflanzen.^ 

In  dieser  Hinsicht  werden  wir  den  wichtigen  Satz  ableiten,  dass  die 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  o,  e  eines  gewöhnlichen  opHsafi  mutxigenKrystsüSf 
dessen  Strahlenfläche  die  von  Huyghens  angegebene  Gestalt  besitzt,  an  dnem 
einzigen  beliebig  geschnittenen  Prisma  aus  je  einer  Messung  für  eine  ordent- 
liche und  eine  ausserordentliche  Wellenebene  entnommen  werden  können, 
falls  die  krystallographische  Orientirung  des  Prismas  vorher  ermittelt  ist 
Dagegen  gestattet  ein  beliebig  geschnittenes  Prisma  eines  optisch  ztceiaxigen 
Krystalls  nur  dann  die  eindeutige  Bestimmung  der  drei  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten, wenn  zuvor  Näherungswerthe  dieser  Grössen  gewonnen  sind;  daher 
wird  man  Prismen  von  speciellen,  durch  Symmetrieeigenschaften  ausgezeich- 
neten Orientirungen,  in  denen  die  Ermittelung  der  Hauptiichtgeschwindig- 
keiten  leichter  durchzuführen  ist,  in  diesem  Falle  vorziehen. 

Ein  zweites  Problem  tritt  hervor,  wenn  man  die  Bilder  betrachtet,  welche 
ein  Prisma  eines  doppeltbrechenden  Krystalls  von  einem  geradlinigen  Spalt 
im  Collimator  eines  Spektrometers  erzeugt.  Ist  das  Prismu  so  jusiirt,  dass 
seine  Kernte  xum  Spalt  paraM  läuft,  so  ist  im  AUgetneinen  jedes  der  beiden 
Bilder  gegen  die  Spaltrichhing  unier  einem  Winkel  q:^  geneigt  Man  muss 
dem  Spalt  eine  gewisse  Neigung  (p^  gegen  die  Prismenkante  ertheilen,  damit 
eines  der  beiden  Bilder  in  eine  zu  dieser  Kante  parallele  Stellung  gelangt 

Diese  Erscheinung  ist  bequem  zu  beobachten  an  der  hezagonalen,  rhombo€drisch- 
hemiädrischen  Modification  des  NcUriumnitrat  =  NaNOg.  Zwei  in  einer  Mittelkante 
znsammenstossende  Flächen  des  GrundrhomboSders  bilden  ein  Prisma  mit  dem  Winkel 
A  =  73*83' 48",  welches  vermöge  der  schwachen  Brechung  jener  stark  doppeltbrechenden 
Substanz  {(o  ==  1,^52,  e  =  1,3348  für  Na-Licht)  gleichzeitig  der  ordentlichen  und  der 
ausserordentlichen  gebrochenen  Wellenebene  den  Austritt  gestattet,  —  eine  Eigenschaft, 


^  Th.  Liebisch,  Ueber  die  Bestimmung  der  Lichtbrechungsverhältnisae  doppelt- 
brechender Krystalle  durch  Prismenbeobachtungen.    N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  1,  14. 
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welche  dem  entsprechenden  RhomboMer  des  isomorphen  Kalkspath  nicht  zukommt.  Justirt 
man  nun  das  Prisma  auf  dem  Spektrometer  derart,  dass  die  Prismenkante  dem  Spalt 
parallel  läuft,  und  benutzt  man  als  Lichtquelle  eine  monochromatische  Flamme,  so 
erblickt  man  im  Beobachtungsfemrohr  zwei  Bilder,  von  denen  nur  das  ordentliche  zur 
Spaltrichtung  parallel  ist,  während  das  außerordentliche  Bild  unier  einem  Winkel  9«' 
gegen  jene  Biehtung  geneigt  erscheint    Bei  dem  Minimum  der  Ablenkung  ist: 

<^o'  =  28®  45'  =  —  9o- 

A.  CoBNU  empfing  durch  diese  Beobachtung  die  Anregung  zu  einer 
grundlegenden  Untersuchung  über  die  Brechung  des  Lichtes  durch  Prismen.^ 
Es  ergab  sich,  dass  eine  Neigung  (p^  des  Bildes  gegen  die  zur  Frismen- 
kante  parallele  Spaltrichtung  eintritt, 
wenn  der  zu  einer  gebrochenen,  der 
Prismenkante  parallel  laufenden 
Wellenebene  HH'  gehörige  Strahl 
OS  nicht  in  die  Querschnittsebene 
des  Prismas  fallt,  wenn  also  die  um 
den  Einfallspunkt  O  (Fig.  191)  be- 
schriebene Strahlenfläche  des  Pris- 
mas von  HH'  ausserhalb  der  Quer- 
schnittsebene berührt  wird.  Dem 
Abstände  des  Berührtmgspunkies  S 
von  der  Querscknittsebene  sind  die 
trigonometrischen  Tangenten  jener  Nei- 
gungen (p^  und  (pQ  proportional. 

Die  Untersuchung  von  A.  Coenü  gipfelt  in  dem  Nachweise,  dass  ausser 
dem  Richtungswinkel  ip  und  der  Geschwindigkeit  p  einer  zur  Prismenkante 
parallelen  Wellenebene  W  auch  noch  diejenigen  Grössen,  welche  den  zu  dieser 
Wellenebene  im  Prisma  gehörigen 
Strahl  bestimmen,  für  den  Fall  eines 
beliebigen  homogenen  anisotropen 
Körpers,  dessen  Strahlenfläche  nicht 
bekannt  zu  sein  braucht,  lediglich 
durch  Winkelmessungen  ermittelt 
werden  können.  Der  im  Allgemeinen 
nicht  in  der  Querschnittsebene  lie- 
gende Strahl  OS  (Fig.  192)  erfordert 
zu  seiner  vollständigen  Bestimmung 
ausser  den  Elementen  'i/;,  p  seiner 

Wellenebene  W  noch  %wei  Grössen  (S.  283):  seine  Neigung  4*  gegen  die 
Normale  OP  dieser  Wellenebene  und  den  Winkel  ß,  welchen  die  Verbindungs- 
ebene SOP  von  Strahl  und  Wellennormale  mit  der  Ebene  des  Prismen- 
querschnitts TtOP  einschliesst.    Die  am  Spektrometer  zu  messenden  Winkel 


^  A.  CoBNü,  De  la  r^fraction  k  travers  un  priBme  suivant  une  loi  queiconque. 
Ann.  de  T^c.  norm.  (2)  1,  231,  1872;  3^  1,  1874. 
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I^^tsmcti. 


Ä,  Dj  »,  »",  zwischen  denen  die  Relation  -4  +  D  =  t  +  t'  besteht,  reichen, 
wie  auf  S.  296 — 297  gezeigt  wurde,  zur  Bestimmung  eines  Werthepaares 
1/;,  p  aus;  sie  genügen  aber  nicht  zur  Ermittelung  des  zugehörigen  Werthe- 
paares J,  ß.  Nun  bieten  sich  aber  noch  jene  Neigungen  q>Q,  cp^  der  Messung 
am  Spektrometer  dar.  Und  diese  Winkel  ermöglichen  im  Verein  mit  A,  D, 
i,  %  y  in  der  That  die  vollständige  Bestimmung  des  gebrochenen  Strahles  OS. 
Ehe  wir  unter  den  soeben  entwickelten  Gesichtspunkten  die  Brechung 
durch  Prismen  des  Näheren  untersuchen,  schicken  wir  einige  Bemerkungen 
über  die  Hülfsmittel  der  Beobachtung  voraus. 


l^ 


Fig.  193. 


38.  Ein  SpektromeieTy  welches  dazu  dienen  soll,  die  Hanptiichtgeschwindigkeiten 
doppeltbrechender  Krystalle  an  Prismen  zu  bestimmen,  muss  so  beschaffen  sein,  dass 


Spekirometer. 
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PrismeD träger,  Theilkreis  und  Beobachtungsfemrohr  unabliängig  von  einander  gedreht 
und  festgestellt  werden  können,  damit  für  verschiedene  zur  Prismenkante  parallele 
Wellenebenen  die  zugehörigen  Eintrittswinkel  i,  Austritts winkel  t"  und  Ablenkungs- 
winkel D  gemessen  werden  können.  Ist  ausserdem  auch  noch  das  Collimatorrohr  für 
sich  drehbar  eingerichtet,  so  ist  dadurch  die  Möglichkeit  geboten,  die  Messungsmethoden 
jener  Winkel  zu  vermehren. 

Vorzüglich  geeignet  zu  Prismenbeobachtungen  sind  die  von  £.  Fübss  in  Berlin  con- 
struirten  Spektrometer.  ^  Bas  groute  Modell  (I)  ist  in  Fig.  198  perspectivisch  abgebildet; 
Fig.  194  stellt  die  Lagerung  der  Axen  im  Durchschnitt  dar.  Das  Stativ  besteht  aus  einem 
Dreifuss,  welcher  eine  centrale  Büchse  a  trägt.  Die  cylindrische  Durchbohrung  von  a 
dient  zuvörderst  zur  Aufiiahme  der  hohlen  Axe  l,  an  deren  unterem  Ekide  die  Scheibe 
r  und  der  mit  r  durch  zwei  Säulen  q  fest  verbundene  Ring  r  sitzen.  Mit  Hülfe  dieses 
Ringes  kann  die  Axe  l  in  ihrem  Lager  gedreht  werden.  Oben  trägt  die  Axe  l  den  von 
zehn  zu  zehn  Minuten  getheilteu  Kreis  L.  An  l  greift  das  Klemm-  und  Mikrometer- 
werk X  an.  —  In  ^  steckt  eine  zweite,  an  ihrem  unteren  Fortsatze  mit  einer  konischeu 
Scheibe  versehene  hohle  Axe  e,  welche  zur  Führung  eines  cylindrischen ,  die  Ceutrir- 
und  Justirvorrichtung  tragenden  Stabes  t  dient.  Der  Stab  kann  mit  Hülfe  der  Schrauben- 
mutter n  in  der  Axe  e  verschoben  und  durch  den  Ring  n  an  das  obere  Ende  von  e 
festgeklenunt  werden.  Mit  e  ist  femer  die  Klemme  und  Mikrometerschraube  i  ver- 
bunden. —  Um  die  Büchse  a  drehen  sich  concentrisch  zwei  horizontale  Arme  c,  /,  von 
denen  jeder  auf  der  einen  Seite  eine  Säule  und  ein  auf  dieser  ruhendes  Fernrohr  (C,  F)^ 
auf  der  anderen  Seite  ein  Gegengewicht  (jT,  0)  trägt.  Jeder  Arm  kann  für  sich  an 
die  Büchse  a  festgeklemmt  und  durch  eine  Mikrometerachraube  bewegt  werden  (yy  (p). 


Fig.  194. 


Fig.  195. 


Die  Signalrohre  s  des  Collimators  C  und  die  Ocularrohre  p  des  Beobachtungsfemrohres 
F  sind  mit  Führungsrippen  und  Anschlagringen  versehen;  die  letzteren  gestatten  die 
Einstellung  der  Signale  und  der  Ocularfadeukreuze  auf  die  durch  die  Drehungsaxe 
des  Theilkreises  gegebene  Richtung  zu  fixiren.  *    Correctionen  in  den  Richtungen  der 

^  Th.  Libbisch,  Die  krjstalloptischen  Apparate.  In:  Bericht  über  die  wiss.  Instr. 
auf  der  Berliner  Gewerbeausstellung    i.  J.  1879.  S.  821. 

'  Die  verschiedenen  SignaLrohre,  welche  diesem  Spektrometer  beigegeben  werden, 
enthalten  ein  Fadenkreuz,  einen  geradlinigen  Spalt  oder  den  von  M.  Wkbsky  vor- 
geschlagenen, von  zwei  Kreisscheiben  begrenzten  Spalt  (Fig.  195).  Die  letztere  Vor- 
richtung ist  bei  der  Beleuchtung  mit  monochromatischen  Flammen  oder  mit  einer 
Geissler'schen  Wasserstoffröhre  dem  geradlinigen  Spalt  vorzuziehen. 
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optischen  Axen  des  Collimators  und  des  Beobachtuugsfernrohres  sind  mit  Hälfe  der  Stell- 
schrauben  an  den  Signalen  und  den  Ocnlarfadenkreuzen  auszufuhren.  Vor  das  Objecüv 
des  Beobachtungsfemrohres  kann  eine  Yorscblaglupe  gesetzt  werden,  deren  £ntferomig 
von  der  geometrischen  Drehungsaxe  T  des  Theilkreises  gleich  ihrer  Brennweite  ist,  so 
dass  man  durch  die  Lupe  mit  dem  Femrohr  eine  in  jener  Drehungsaxe  liegende 
Krystallkante  deutlich  sieht.  —  Die  Stellung  des  Theilkreises  L  zu  dem  CoUimator  C 
und  dem  Beobachtungsfemrohr  F  wird  mit  Hülfe  der  gebrochenen  Mikroskope  fi  und  fi 
an  den  Ocularschraubenmikrometem  m  und  m  abgelesen.  Die  Ablesung  ergiebt  direet 
10  Secunden.  Die  Rohre  M  und  M',  welche  die  reflectirenden  Glasprismen  und  die 
Oculare  der  Mikroskope  enthalten,  sind  drehbar.  —  Wenn  der  Flächenwinkel  und  die 
Brechungsverhältnisse  eines  Prismas  gemessen  werden  sollen,  so  muss  man  dieses  Prisma 
auf  dem  Krystallträger  in  die  Lage  bringen,  dass  seine  Kante  in  die  Drehungsaxe  T 
des  Theilkreises  flKllt.    Dabei  muss  das  Prisma  zwei  Grade  von  Freiheit  behalten:  eine 


Drehung  um  T  und  eine  Verschiebung  in  der  Richtung  T,  Daraus  ergiebt  sich,  dass 
zur  Justirung  und  Centrirung  des  Prismas  vier  Bewegungen  nothwendig  und  ausreichend 
sind:  Drehungen  um  zwei  auf  einander  und  auf  T  senkrecht  stehende  Axen  und  Ver- 
schiebungen in  den  Richtungen  dieser  Axen.  Demgemäss  besteht  der  Krystallträger 
(Fig.  193)  aus  zwei  Cylinderschlitten,  welche  gestatten,  die  Kante  des  Prismas  parallel 
zur  Axe  T  zu.  stellen,  und  aus  zwei  ebenen  Schlitten,  durch  deren  Bewegung  jene 
Kante  mit  2^  zur  Deckung  gebracht  werden  kann. 


Spektromeier. 
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Das  kleinere  Modell  II  (Fig.  196, 197)  unterscheidet  sich  von  dem  grossen  Spektro- 
meter  im  W^entlichen  dadurch,  dass  der  Kreis  in  Viertelgrade  getheilt  ist,  dass  die 
Ablesong  durch  Nonien  erfolgt,  und  dass  der  Gollimator  mit  dem  Dreifuss  fest  ver- 
bunden ist  Die  konische  Durchbohrung  der  Büchse  o  nimmt  zunächst  eine  hohle 
Aze  b  auf,  welche  an  ihrem  unteren  Ende  die  Scheibe  c  mit  der  Klemm-  und  Mikro- 
metervorrichtung a,  an  ihrem  oberen  Ende  den  Nonienkreis  d  trägt  In  b  befindet  sich 
eine  zweite  hohle  Axe  c,  mit  welcher  unten  die  Scheibe  g  mit  dem  Klemm-  und  Mikro- 
meterwerk  /?,  oben  der  Theilkreis  /  verbunden  ist  In  e  steckt  eine  dritte,  cylindrisch 
durchbohrte  Aze  A,  an  deren  unterem  Fortsatze  sich  die  Scheibe  i  mit  der  Klemme 


.^-.;is.^-".,.*K>^-^' 


Fig.  197. 


und  Mikrometerschraube  befindet  Diese  Aze  dient  zur  Führung  des  Stabes,  auf 
welchem  die  Centrir-  und  Justirvorrichtung  sitzt.  Mit  Hülfe  der  Schraubenmutter  k 
laut  sich  der  Stab  in  verticaler  Btchtung  verschieben.  Das  Beobachtungsfemrohr  L 
ruht  auf  einer  Säule  By  welche  von  einer  mit  dem  Nonienkreise  d  fest  verbundenen 
Schiene  getragen  wird. 

Wenn  genaue  Messungen  erzielt  werden  sollen,  so  bedürfen  die  verschiedenen 
Tbeile  des  Spektrometers  einer  sorgflQtigen  Jwstirung.  Ueber  die  zweckmässigsten 
Methoden  zur  Einstellung  der  Ocularfadenkreuze  des  Beobachtungsfemrohres  F  und 
der  Signale  des  Collimators  C  in  die  Hauptbrennebenen  der  Objective,  zur  Justirung 
der  optischen  Azen  von  F  und  C,  zur  Einstellung  der  Ocularfadenkreuze  und  der 
Signale  auf  die  durch  die  Drehungsaze  des  Theilkreises  gegebene  Richtung,  endlich 
zur  Justirung  des  Prismas  vgl.  A.  Cornü,  Sur  le  spectre  normal  du  soleil,  App.  I.  Sur 
le  r^^age  du  goniomtoe  etc.  Ann.  de  T^c.  norm.  (2)  9,  71, 1880.  M.  Wbbskt,  Ueber 
Hinrichtung  und  Gebrauch  der  von  R.  Fubss  in  Berlin  nach  dem  System  Babinet  ge- 
baaten  Reflezions-Goniometer,  Modell  II.  Zeitschr.  f.  Kryst.  4,  545,  1880. 

Ueber  die  Fehler  in  der  Bestimmung  von  Brechungsindices,  welche  durch  eine 
geringe  Krümmung  der  Prismenflächen,  namentlich  bei  stärker  brechenden  Substanzen, 
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hervorgerufen  werden,  vgL  die  eingehenden  Untersuchungen  von  A.  Cornu  (a.a.O. 
76—94)  und  W.  Voigt  (Ueber  den  Einfluss  einer  Krümmung  der  PriBmenflAchen  auf  die 
Messungen  von  Brecbungsindices  und  über  die  Beobachtungen  des  Hm.  Oau>bbok  an 
der  Zinkblende.    Zeitschr.  f.  Krjst.  5»  118,  1881). 

39.  Theilkreis  und  Collimator  seien  festgeklemmt,  Dem  centrirten  und  jostirten 
Prisma  werde  eine  bestimmte  Stellung  gegeben,  durch  welche  der  Ein^BLÜswinkel  i 
fixirt  ist  (Fig.  198).  Stellt  man  jetst  das  Beobachtungsfemrohr  der  Beibe  nach  ein: 
auf  das  abgelenkte  Strahlenbündel,  auf  das  direct  vom  dollimator  C  kommende 
Bündel  und  auf  das  an  der  Eintrittsfläche  reflectirte  Bündel,  so  ist,  wenn  die  Ab- 
lesungen am  TheUkreiBe  mit  F^^  JF^, 
F^  bezeichnet  werden,  ^exAHenkungi- 
ioinkel: 

und  der  FinfaUlnnnkel: 

F—F 
»=  90^-     'g     '- 

Wird  nun  das  Fernrohr  in  der 
Stellung  J^^  festgeklemmt,  dag^en 
die  Klemmschraube  des  Theilkretses 
gelüftet,  so  kann  man  den  Theilkreis 
mit  dem  Prisma  drehen,  bis  das  an 
der  Austrittsfläche  des  Prismas  gespiegelte  Strahlenbündel  C  die  Richtung  F^  ange- 
nommen hat  Bezeichnet  man  die  entsprechende  Ablesung  mit  F^'j  so  ist  der 
Fritmenwinkel : 

Ä  =  180«  -  (P;-  f;). 

Soll  jetzt  der  Durchgang  des  Lichtes  durch  das  Prisma  unter  mehreren  Einfalls- 
winkeln bestimmt  werden,  so  empfiehlt  es  sich,  den  Prismenwinkel  A  am  Beginn  oder 
am  Ende  der  Beobachtungsreihe  zu  messen  und  die  Stellung  des  Prismas  gegen  den 

Theilkreis  bei  den  Messungen  von  D  und  i 
unverändert  zu  lassen.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung  kann  man  zur  Prüfung  der 
Grenauigkeit  jener  Messungen  den  Umstand 
benutzen,  dass  die  Summe  der  Ablesungen 
F,  und  F^  constant  bleiben  musa. '  In  der 
That,  dreht  man  den  Theilkreis  mit  dem 
Prisma  aus  der  an&iglichen,  durch  den 
Einfallswinkel  »  gegebenen  Stellung  um 
den  Winkel  +  x  (Fig.  200),  so  nehmen 
die  Ablesungen  F,  und  F^  um  x  so,  wlh> 
rend  das  an  der  Eintrittsflilche  gesfnegelte 
Strahlenbündel  den  Winkel  — 2dr  beschreibt 
Demnach  ist: 

-P,  -H  jF;  =s  const 
Hieraus  folgt: 

const       « 


Fig.  200. 


Diese  Relation  gestiUtet  den  FinfalUwinkel  i  lediglich  aus  der  Ablesung  F^  zu  eninehmenj 
falls  jener  constante  Werth  aus  einer  anderen  Messung  bereits  bekannt  ist    Insbesondere 


*  V.  VON  Lako,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  76  (2),  796, 1877.  Phil.  Mag.  (5)  l^  136,1879. 
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kann  man  auf  diesem  Wege  den  EinfallBwinkel  auch  noch  bestimmen  ^  wenn  derselbe 
EU  klein  sein  sollte,  um  nach  dem  vorhin  beschriebenen  Verfahren  direct  gemessen 
werden  zu  können.^ 

Zuweilen  ist  es  erforderlich,  dem  Prisma  die  Stellung  zu  geben,  in  welcher  »  =  0 
ist,  also  senkrechter  Einfall  stattfindet  Zu  diesem  Zweck  bestimmt  man  für  eine  be- 
liebige Stellung  desselben  den  Werth  von  i  aus  »  a  90^  —  {F^  —  F^)I2  und  dreht  als- 
dann Theilkreis  mit  Prisma  um  diesen  Winkel. 

Um  den  zu  dem  Einfallswinkel  i  gehörigen  Austrittsioinkel  i'  zu  messen,  gebe 
man  dem  Beobachtungsfemrohr  die  Stellung  F^.  (Fig.  199),  derart,  dass: 

F^-F,=  F,-F^.  =  I) 

ist,  und  drehe  darauf  das  Prisma  in  die  Lage,  dass  die  frühere  Austrittsfläche  zur 
Eintrittsfläche  wird  und  die  Bichtung  des  abgelenkten  Strahlenbündels  mit  F^'  zu- 
sammenfUlt  Alsdann  findet  der  Einfall  des  Lichtes  unter  dem  Winkel  i  statt,  dessen 
Betrag  dadurch  bestimmt  wird,  dass  man  das  Femrohr  in  die  Richtung  des  an  der 
Eintrittsfläche  reflectirten  Strahlenbündels  J^^  bringt: 

t'=900-i(i?;.-^,). 

Ist  der  Collimator  C  drehbar,  wie  an  dem  grossen  Spektrometer  Fig.  193,  so 
kann  der  Austrittswinkel  %  dadurch  gemessen  werden,  dass  C,  während  das  Prisma 
und  das  Beobachtungsfemrohr  die  in  Fig.  198  bezeichneten  Stellungen  behalten,  in  die 
Lage  C  gedreht  wird,  in  welcher  das  an  der  Fläche  ®'  reflectirte  Licht  die  Richtung 
F^  erhält    Alsdann  ist: 

i'^\(F^-C). 


40.  Zur  Messung  der  Neigung  (f^  des  Bildes  eines  geradlinigen  Spaltes  gegen  die 
Spaltrichtung  dient  ein  von  R.  Fuess  construirtes  Ocularganiatneter*  (Fig.  201).  In  die 
Hülse  a,  welche  in  die  Hülse  q  des  Femrohres  F  (Fig.  193,  S.  378)  eingefährt  wird, 
ist  dn  Kopfstück  eingeschraubt,  welches  vorn  cylin- 
drisch  ausgedreht  ist  und  hier  einen  schwer  dreh- 
baren Ring  i  aufnimmt  Durch  länglich  geschlitzte 
Löcher  des  Kopfstückes  dringen  vier  Justirschrauben, 
welche  ihr  Muttergewinde  in  dem  Ringe  i  finden; 
üe  dienen  zur  Centrirung  des  mit  einem  Fadenkreuz 
versehenen  Diaphragmas  e.  Die  Grestalt  jener  Löcher 
gestattet  dem  Ringe  i  auch  nach  der  Einführung 
des  Oculars  in  das  Femrohr  eine  geringe  Drehung 
zu  ertheilen  und  auf  diese  Weise  die  Fäden  des 
Fadenkreuzes  e  genau  in  die  zur  Axe  des  Spektro- 
meters  parallele  und  senkrechte  Lage  zu  bringen. 
In  jenes  Kopfstück  ist  ausserdem  ein  Hohlkegel  ein- 
geschraubt, welcher  das  Azenlager  für  den  Theil- 
kreis d  bildet  An  d  können  mit  Hülfe  des  Nonius 
n  zwei  Bünuten  abgelesen  werden.  Auf  der  vorderen 
Fläche  der  Scheibe  d  befindet  sich  ein  vorspringen- 
der Ring,  welcher  von  vier  auf  die  Hülse  /  wirkenden  Justirschrauben  durchsetzt  wird. 
Die  Hülse/  enthält  hinten  ein  Diaphragma  mit  einem  diametralen  Faden  und  vom 
ein  BAMSDBN^sches  Ocular.  —  Zur  Justirung  des  Oculargoniometers  ist  zunächst  erforder- 
lieh, dass  der  Faden  /  durch  die  Drehungsaxe  des  Theilkreises  d  gehe  und  der  Mittel- 
punkt des  Fadenkreuzes  e  in  dieselbe  Aze  falle.    Ausserdem  muss  diese  Ocularaxe 


^  Ueber  die  Bestimmung  des  zum  Minimum  der  Ablenkung  gehörigen  Einfalls- 
winkels vgl.  A.  CoBNU,  Ann.  de  T^c  norm.  (2)  3,  8,  15,  1874. 
'  Th.  LnunscH,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  2,  51. 
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senkrecht  zur  Drehungsaze  des  ganzen  Spektrometers  gerichtet  sein.  —  Man  erreicht  diese 
Einstellung  auf  folgendem  Wege.  Zuvörderst  stellt  man  den  Faden/,  dessen  Drehungs- 
ebene dicht  an  der  Ebene  des  Fadenkreuzes  e  liegt  und  der  deshalb  gleichzeitig  mit  e 
deutlich  gesehen  wu*d,  mit  Hülfe  seiner  Justirschrauben  so  ein,  dass  er  n&ch  einer 
Drehung  des  Theilkreises  d  um  180^  mit  seiner  ursprünglichen  Lage  zur  Deckung 
gelangt.  Abweichungen  von  dieser  Einstellung  können  mit  Hülfe  des  von  vom  herein 
nur  annähernd  justirteu  Fadenkreuzes  e  sehr  genau  bourtheilt  werden.  Alsdann  wird 
der  Mittelpunkt  von  e  mit  Hülfe  der  zugehörigen  Justirschrauben  mit  dem  Faden/ 
zur  Deckung  gebracht  Zum  Schluss  wird  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  das  ganze 
Fernrohr  senkrecht  zur  Spektrometeraxe  gerichtet,  wobei  die  vier  (in  der  Figur  nicht 
dargestellten)  Justirschrauben  der  Hülse  a  benutzt  werden. 

41.    Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Ableitung  des   Satzes,   dass   die 
HaupÜicfUgeschtmndigkeiten  eines  optisch  einaxigen  KrystcUls  an  einem  beliebig 

geschnittenen     Prisma     bestimmt     werden 
können. 

Die  in  Betracht  kommenden  Geraden 
und  Ebenen  seien  durch  den  Einfallspunkt 
O,  den  Mittelpunkt  einer  Constructionskugel 
gelegt  (Fig.  202);  g,  g  seien  die  Normalen 
der  Eintrittsfläche  ®  und  der  Austrittsfläche 
%\  so  dass  [gg)  ^n  —  A  ist. 

Wir  fuhren  ein  rechtwinkliges  Coordina- 
tensystem  Z,  F,  Z  mit  dem  Mittelpunkte  in 
O  ein.  Die  Prismenkante  werde  zur  Z-Axe  ge- 
wählt und  über  dem  Prismenquerschnitt  posi- 
tiv gerechnet,  die  F-Axe  halbire  den  äusseren, 
die  Z-Axe  den  inneren  Prismenwinkel.  Die  positive  Richtung  von  X  er- 
strecke sich  nach  dem  Inneren  des  Prismas,  jene  von  Y  entspreche  dem  Sinn 
der  Fortpflanzung  des  Lichtes.  Femer  bedeuten  X^  die  optische  Axe  und 
RE*  die  Durchschnittsgerade  des  Hauptschnitts  X^  Z  der  Frismenkante  mit 
dem  Querschnitt  X  Y  des  Prismas.  Zur  Orientirung  der  Prismenflächen 
®,  ®'  sind  die  Winkel  erforderlich,  welche  ®,  @'  mit  zwei  bekannten  Erystall- 
flächen  oder  Spaltflächen,  die  nicht  gleichzeitig  der  Prismenkante  parallel 
laufen,  einschliessen.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  von  diesen  vier  Flächen 
gebildeten  sechs  Winkel,  die  durch  eine  bekannte  Relation  verbunden  sind,^ 
gegeben  seien,  und  dass  daraus  die  Lage  der  Prismenfläohen  g^en  die 
optische  Axe  auf  trigonometrischem  Wege  berechnet  sei.  Zu  diesem  Zwecke 
sind  zwei  Winkel  zwischen  der  optischen  Axe  und  solchen  Richtungen, 
welche  in  Bezug  auf  das  Prisma  eine  gegebene  Lage  besitzen,  zu  berechnen; 
wir  wählen  hierzu  nach  dem  Vorgange  von  A.  Coenu*:  1)  die  Neigung  der 
optischen  Axe  zum  Querschnitt  des  Prismas: 


Fig.  202. 


^  Th.  Liebisch,  Greometriscbe  Krjrstallographie  S.  78  (5). 
'  A.  CoBNu  Ann.  de  1*^.  norm.  (2)  3,  23,  1874. 
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und  2)  den  Winkel,  welchen  der  Hauptschnitt  der  Prismenkante  mit  der 
Halbirangsebene  des  inneren  Prismenwinkels  einschliesst: 

Q  =  {XOff). 

Dabei  soll  q  von  der  Halbirangsebene  aus  in  dem  Sinne  positiv  gerechnet 
werden,  in  welchem  die  positive  X-Axe  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die 
positive  F-Axe  übergeführt  wird. 

Die  um  O  beschriebene  Normalenfläche  wird  von  der  Einfallsebene  in 
einem  Kreise  mit  dem  Badius  o  und  einem  Oval  ^  geschnitten.  Jene 
Halbaxe  von  $,  welche  auf  dem  Hauptschnitt  der  Prismenkante  senkrecht 
steht,  ist  gleich  e.  Die  in  den  Hauptschnitt  fallende  Halbaxe  f)  repräsen- 
tirt  die  Geschwindigkeit  einer  ausserordentlichen  Welle,  deren  Normale  OR 
unter  dem  Winkel  r  gegen  die  optische  Axe  geneigt  ist: 

|^>  =  0*cüs*r  +  c'sin^T. 

Es  bedeute  jetzt  ON  die  Normale  einer  gebrochenen  ausserordentlichen 
Wellenebene,  deren  Geschwindigkeit  p  ist.  Bezeichnet  man  die  Neigung  von 
ON  gegen  X,  welche  in  demselben  Sinn  wie  g  gerechnet  werden  soll,  mit 
xff  und  den  Winkel  zwischen  ON  und  der  optischen  Axe  mit  0,  so  ist: 

^)>  =  o*co8*©  +  c*sin«0 

und  aus  dem  Dreieck  NX^  Z  ergiebt  sich: 

cos  0  =  sin  {ZX^)  cos  (NZX^)  ==  —  cos  t  cos  {q  —  ip). 

Demnach  erhalten  wir  als  Gleichung  des  Ovals  ^  in  Polarcoordinaten: 

p'=  l^*cos^(p  —  v^)  +  c'8in*((>  —  t//) 
oder: 

P*  =  1(^'  +  e^  +  J(§*  - e«)cos2 (e  -  yj). 

Wenn  nun  an  einem  Prisma,  dessen  Orientirung  durch  die  Winkel  t, 
g  gegeben  ist,  der  Prismenwinkel  Ä,  der  Einfallswinkel  i  einer  parallel  zur 
Prismenkante  eintretenden  Wellenebene  und  die  Ablenkungen  D,  De  der 
beiden  austretenden  Wellenebenen  gemessen  sind,  so  können  die  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten in  folgender  Weise  berechnet  werden:^ 

Man  findet  die  constante  QeschwindigkeU  0  der  ordenüichen   Welle  ans: 

0  =  Ö  -  . :  » 

8in  % 


^  Nach  diesem  Verfahren  bat  M.  Bobn  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  des 
Dolomit  von  Traversella  ermittelt  (Beiträge  zur  Bestimmung  der  Lichtbrechungs- 
verhAltnisse  doppeltbrechender  Krystalle  durch  Prismenbeobachtnngen.  Inang.-Dissert 
Königsberg  1886.    N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  5,  4,  1887. 
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darauf  die  Qesckwindigkeit  p  der  gebrochenen  ausserordenüu^ien  Weüe  aus: 

Ö  =  t)- — ^ 
^         sin» 

und  den  Winkel  \f)  aus: 

(8)  V'  =  f-y  +  ^. 

Durch  T,  Qf  \fj  ist  die  Neigung  0  der  Normale  dieser  Welle  gegen  die 
optische  Axe  bestim/mt: 

(4)  COS  0  =  —  cos  T  cos  {q  —  ip). 
Folglich  kennt  man  in: 

(5)  p*  =  0*  cos*  ö  +  e*  ain*  0 

aüe  Grössen  bis  auf  die  Hauptlichigeschwindigkeit  e  der  ausserordenüichen  Weüe; 
die  leixtere  kann  also  hieraus  berechnet  werden.  Durch  Einführung  des  Hiilfs- 
mnkels  %  gewinnt  man  die  logariihmisch  bequ^emen  Formeln: 

(5*)  ^  =  PS^'  smx^-y-. 

Die  umgekehrte  Aufgabe  besteht  darin,  aus  den  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten 0,  c,  den  Winkeln  -4,  t,  q  und  der  Geschwindigkeit  p  einer  zur 
Prismenkante  parallelen  ausserordentlichen  Wellenebene  der  Reihe  nach  die 
Winkel  t//,  i,  D^  zu  berechnen.    Dazu  dienen  die  Formeln: 

|^>  =  o*cos*r  +  c^sin^T 

>•  =  V^  + y-y,       r  ^  Ä-r, 

sini=— sinr,  sint"  ==  — sin/ 
D^^A-i-i. 

42.  Die  Berechnung  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  vereinfacht  sich, 
wenn  die  Halbirungsgerade  des  inneren  oder  des  äusseren  Prismenwinkels 
eine  optische  Symmetrieaxe  ist,  oder  wenn  beides  gleichzeitig  stattfindet. 
Wir  haben  in  dieser  Hinsicht  sechs  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  eine 
der  Axen  Z,  Y,  Z  zur  optischen  Axe  senkrecht  oder  parallel  liegt. 

1.  Die   Halbirungsgerade   des   inneren   Prisfnentvinkels  A   steht    senkrecht 
x/um  Hauptschnitt  der  Prismenkante;  dann  ist  (>  =»  90^,  also: 

cos  0  =  —  cos  T  sin  yj. 

2.  Der  HauptscJmitt  der  Prismenkante  haUnrt  den  inneren  Prism^entvinkel; 
in  diesem  Falle  wird  (>  =  0  oder  180®,  also: 

cos  0  =  T  cos  r  cos  t/;. 
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3.  Die  optische  Jxe  liegt  im  QiterschniU  des  Prismas ;  alsdann  ist  r  =  0 
oder  180 <>,  also: 

cos  0  =  ^  cos  {q  —  1//). 

4.  Die  optische  Axe  haMrt  den  inneren  Prismenmnkel;  demnach  ist  (>  =  0 
oder  180®  und  r  =  0  oder  180«,  also: 

cos  0  =  T  cos  1/;. 

5.  Die  optische  Axe  haünrt  den  Atcssemvinkel  des  Prismas;  folglich  ist 
g  =  90«  und  r  =  0  oder  180^  also: 

cos  0  =  =F  sin  t//. 

6.  Die  Prismenkante  liegt  parallel  xur  optischen  Axe;  dann  ist  r  =  90  «,  also : 

cos  0  =  0,    sin  ;t^  =  0,     c  =  p. 

Dieser  einfachste  Fall,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  p  der  ausser- 
ordentlichen Welle  direct  die  Hauptlichtgeschwindigkeit  c  liefert,  ist  zugleich 
dadurch  ausgezeichnet,  dass  eine  kleine  Abweichung  in  der  Orientirung  des 
Prismas  von  der  vorgeschriebenen  Lage  den  geringsten  Einfluss  auf  das 
Resultat  ausübt^ 

43.  Von  besonderem  Werth  für  die  Bestimmung  der  Hauptlichtge- 
schwindigkeiten doppeltbrechender  Krystalle  durch  Prismenbeobachtungen 
sind  diejenigen  Fällen  in  welchen  durch  Messung  des  Minimums  der  Ablenkung 
unmittelbar  eine  oder  zwei  Hauptlichtgeschtvindigkeiten  gefunden  werden.  Da  die 
beiden  Hauptlichtgeschwindigkeiten  o,  c  eines  optisch  einaxigen  Krystalls  an 
einem  einzigen  beliebig  orientirten  Prisma  durch  Beobachtung  des  Einfalls- 
winkels und  des  Ablenkungswinkels  für  eine  ordentliche  und  eine  ausser- 
ordentliche zur  Prismenkante  parallele  Wellenebene  vollständig  bestimmt 
werden  können,  falls  die  krystallographische  Orientirung  des  Prismas  be- 
kannt ist,  so  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  jene  Geschwindigkeiten  insbesondere 
auch  durch  Beobachtung  des  Minimums  der  Ablenkungen  der  beiden  Wellen 
zu  ermitteln. 

Für  die  ordentliche  Welle  verhält  sich  der  Krystall  wie  ein  isotroper 
Körper,  so  dass: 


1.  0  = 


.  A 

.  ^  +  A„ 

sin — - — - 


falls  mit  \  das  Minimum  der  Ablenkung  jener  Welle  bezeichnet  wird.  Der 
Einfallswinkel  ist  gleich  dem  Austrittswinkel  und  die  gebrochene  Welle 
li^  parallel  zur  Halbirungsebene  des  Prismenwinkels  A. 

Zur  Berechnung  von  c  dient  eine  Gleichung,*  die  aus  folgender  TJeber- 

1  Vgl.  M.  BoBN,  N.  Jahrb.  f.  Min.   Beü.-Bd.  5,  13—16.  1887. 
'  G.  G.  Stokbs:  On  a  Formnla  for  Determining  the  Optical  Constants  of  Doubly 
Befracting  dystals.    Cambr.  and  Dublin  Math.  Joum.  1, 183, 1846.    Math,  and  Phjs. 
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legung  fliesst.  Die  Geschwindigkeit  p  einer  ausserordenüichm  Welle  ist  ver- 
möge der  allgemein  gültigen  Belation  (14)  auf  S.  297  ausgedrückt  durch 
den  Prismenwinkel  Ä,  die  Ablenkung  D  und  den  Richtungswinkel  i//: 

a,  <)»  =  lll  +  Ncos2t/;, 

worin: 

cos'  -5-  Bin'  —  / .  .  \ 

^  ^  i      ,^  +  2)  +  i    .  ,^  +  2)  =  H C""  +  5^ j 
COfl' — ^ —  ß"*  — ä — 

cos"  —  sin'  —  /  V 

cos«— g—  fflii'— g— 

Andererseits  genügt  J)  der  Gleichung  des  Ovals  $,  in  welchem  die 
Normalenfläche  des  Krystalls  von  der  Querschnittsebene  des  Prismas  ge- 
schnitten wird,  und  ist  auf  diese  Weise  ausgedrückt  durch  die  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten 0,  c,  die  zur  Orientirung  des  Prismas  dienenden  Winkel 
Q,  T  und  den  Bichtungswinkel  ifj: 

^-  f  (P,  V^)  =  P*  -  H^'  +  e^  -  J(^»  -  e*)cos2((>  -  1//)  =  0, 

worin: 

c.  1^'  =  0^  cos*  r  +  t^  sin*  t. 

Aus  a.  und  b.  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  p  die  Gleichung: 

a.     %{D,yj)  =  M  -l-  Ncos2i/;  -  }(^*  +  c*)  -  }(^*  -  c*)cos2((>  -  t/i)  =  0. 

Das  Minimum  der  Ablenkung  A^  ist  nun  charakterisirt  durch  d  DId  V'  =  0, 
also  durch: 

?•  n-«. 

oder: 

N sin2  V  +  H^*  -  c*) sin2 (p  -  tp)  =  0. 
Eliminirt  man  jetzt  aus  a  und  /9  den  Winkel  i^,  so  erhält  man  eine 
zur  Berechnung  von  c  geeignete  Relation  zwischen  0,  e,  p,  t,  ^,  A^.     Zu- 
nächst folgt  aus  a  und  /9: 

y.  lllsin2v'-}(l^»  +  c*)sin2t//-}(]^«-c*)sin2(>  =  0 

Papers.  Cambridge  I9  148,  1880.  —  H.  de  Sbnabmont:  Note  sur  quelques  fonnules 
propres  k  la  d^termination  des  trois  indices  principauz  daus  les  cristaux  biröfringeiits. 
Nouv.  Ann.  de  Math.  16,  278,  1857.  —  V.  von  Lang:  üeber  die  Minimum-Ablenkung 
der  Lichtstrahlen  durch  doppeltbrechende  Prismen.  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  889  155, 
1858.  Die  Aenderungen  der  Erystallazen  des  Aragonits  durch  die  Wftrme  gerechnet 
aus  BuDBBBa*8  Beobachtungen.  Ib.  83,  577.  —  H.  Topsob  og  C.  Chbibtiansbh:  KiystaUo- 
grafisk-optiske  Undersoegelser,  med  saerligt  Hensyn  tU  isomorfe  Stoffer.  Vidensk.  Selsk. 
Skr.  5  Baekke,  naturv.  og  math.  afd.  9.  B.  EL  Kjöbenhavn  1873.  Ann.  chim.  phys. 
(5)  1,  6,  1874.  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  VI,  499,  1874.  —  A.  Cobnu:  De  la  i^firaction  k 
travers  un  prisme  suivant  une  loi  quelconque.  Ann.  sdent  de  F^lcole  Normale  (2)  1, 
281,  1872;  8,  25,  1874.  —  M.  Bobn,  N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  6,  16,  1887. 
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und  darauf  ans  ß  und  y: 

^  =  |(^»  +  e»)  +  l(f)'  -  e«)  co82(»  +  }(^«  -  «*)sm2g  tan  v 
i*  =  K^*  +  O  -  J(^'  -  e»)co82p  + 1(^»  -  e*) sin 2p cot  1/». 


so  dass: 

eot^ ft'-e')rinyeoB^  ^ 

^'  cos'  p  +  e*  sin"  ^  —  ^ 

1^'  sin'  ^  +  c*  cos*  p  —  -oi 

cot  XU  = Tti sr— r * 

^  (9"  —  e")  Sin  ^  COS  ^ 

Und  hieraus  ergiebt  sich  nun  die  gesuchte  Beziehung: 

worin: 

^^  =  sin*T 

2A  =  (o'  +  ^  +  »-^;^)cos«r-^,-i, 


und: 


1  2 


^  .   A 

cos  -;r  -  sin  -^ 


cos  —^  sm  — g— • 

Hierbei  ist  bemerkenswerth,  dass  auch  für  die  attsserardenüiche  WeÜe  der 
zum  Minimum  der  Ablenkung  A^  gehörige  MnfaUsunnkel  flicht  gemessen  zu  werden 
braucht.  Allerdings  ist  die  Gleichung  II  quadratisch  in  e*;  allein  von  den 
beiden  Wurzeln  kann  mit  Rücksicht  auf  die  schwache  Doppelbrechung  der 
bekannten  krystallisirten  Körper  nur  diejenige  in  Betracht  gezogen  werden, 
für  welche  die  zugehörige  ausserordentliche  Welle  annähernd  parallel  zur 
Halbirungsebene  des  Prismenwinkels  A  liegt,  also  Einfallswinkel  und  Aus- 
trittswinkel nahezu  einander  gleich  sind. 

Als  Beispiel  möge  die  von  A.  Cobmu  ^  am  KaUapaih  ansgeführte  Bestimmmig  der 
Haaptlichtgeschwindigkeiten  für  Na-Licht  dienen.  Die  Orientirong  des  aus  einem 
Spaltangsrhombo^er  geschnittenen  Prismas  erläutert  Fig.  203.  In  die  Constructions- 
kugel  Fig.  204  sind  die  Pole  g,  g'  der  Prismenflächen  (S(,  %\  die  Pole  A,  h  der  Rhom- 
boederflächen  J2,  B,  die  Spur  der  optischen  Axe  X^y  die  durch  das  Prisma  gegebenen 
Azen  Xy  Y,  Z  und  der  Hauptschnitt  KB.'  der  Prismenkante  Z  eingetragen. 

Es  handelte  sich  zunächst  um  die  Berechnung  der  Neigung  i  der  optischen  Axe 
JT,  gegen  den  Prismenquerschnitt  gg'  und  des  Astimuts  q  des  Hauptschnittes  HS'  gegen 
die  Halbirungsebene  ZX  des  Prismenwinkels  (®  ®')  »  A.    Aus  den  Flächenwinkehi: 

(gg)  «  119«  34'  83  ",       (Ä  h')  =    74«  55'  55,25  " 
(gh)  ^    SS     8     4,5,      (^'A)  =  109     6  30,75 
igh')  =  105  18     6,75,    (g'h')=  185     6  48,75 

»  A.  CoBNU,  Ann.  de  T^c.  norm.  (2)  3,  4,  20,  41,  1874. 
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ergab  sich  aaf  trigonometrischem  Wege  nach  Fig.  204: 

T  =  26«  4'  20,65 ',      Q  =  1270  44'  41,95". 

Alsdann  worden  die  Prismenwinkel  und   das  Minimum  der  Ablenkung  för  die 
ordentliche  und  die  ausserordentliche  Welle  gemessen  (15*  C): 

A  =  60«  25'  17,88",    A^  =  52«  41'  37,85",    A,  =  43«  26'  23,51 ". 

Daraus  folgt  nach  I: 


61  =  A  =  1,658325 


und  nach  II: 


8  =  -  «  1,486  37. 


^ 

1 

li^^-r-,.^ 

1 

^vU^"^' 

1 
j 

ur 

1 

1 

1 
1 

Fig.  203. 


Fig.  204. 


Wendet  man  die  Formel  11  auf  die  durch  Symmetdeeigenschaften  aus- 
gezeichneten Fälle  1—6  (S.  386)  an,  so  ergiebt  sich,  dass  zur  Bestimmnng 
der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  eines  optisch  einaxigen  Erjrstalls  mit  Hülfe 
des  Minimums  der  Ablenkung  am  zweckmässigsten  Prismen  gewählt  werden, 
in  denen: 

2.  der  Hauptschnitt  der  Prismenkante  den  inneren  Prismenwinkel  A 
halbirt, 

4.  die  optische  Axe  den  Winkel  A  halbirt, 

6.  die  Prismenkante  zur  optischen  Axe  parallel  liegt. 

Denn  in  diesen  drei  Fällen  findet  man  jene  Hauptlichtgeschwindigkeiten 

direct  aus: 

A 


.    A 
mn-^ 


sin- 


sin 


ui+A,  ' 


C  = 


.4±^ 


Bei  der  Herstellung  der  Prismen  ist  darauf  zu  achten,  dass  die  Neigung 
des  Hauptschnitts  der  Prismenkante  gegen  die  Halbirungsebene  des  inneren 
Prismen  winkeis  nur  gering  ist  und  jedenfalls  2^  nicht  überschreitet.^ 


^  Ueber  den  fUnfluss  dieser  Neigung  auf  die  Werthe  von  0  und  e  vgL  M.  Bobk, 
N.  Jahrb.  f.  Min.  BeiL-Bd.  5,  16—39,  1887. 
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44.  Wir  untersuchen  jetzt  ein  Prisma  eines  optisch  xweiaxigen  Krystaüs  ^ 
von  beliebiger  Orientirung  und  stellen  zuvörderst  die  Gleichung  der  Curve 
$  auf,  in  welcher  die  Normalenfläche  des  Erjstalls  von  der  Querschnitts- 
ebene des  Prismas  geschnitten  wird.  Die 
Bichtungscosinus  der  durch  das  Prisma  ge- 
gebenen Axen  Xj  r,  Z  in  Bezug  auf  die 
optischen  Symmetrieaxen  X^,  X^,  X^  seien 
(Fig.  205): 


Xj             Xf            X, 

X      \       a              ß              Y 

T^             «i             A              7, 

Ä 


Y% 


Fig.  205. 


Bedeuten  x^^  x^,  x^  die  Coordinaten  eines 
Punktes  bezogen  auf  die  Symmetrieaxen, 
X,  yy  X,  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  dem  Axensystem  X,  Y,  Z,  so  ist: 

ajj  :=  ctx  +  a^y  +  a^x 
(1)  x^^ßx  +  ß^y  +  ß^x 

^^r^  +  YiV  +  U^i 
und  es  bestehen  die  Belationen: 

»1*  +<H^  +  ^8*  =  a:»  +  y*  +  «*  =  p\ 
«*  +  /?*  +  y*  =-  1 ,     «*  +  «1*  +  iz,*  =  1 , 

c^a^  +  ßiß^  +  YxU^^y   ßr  +  ßiri+ß%r%=-o,  u.  s.  w. 

um  nun  die  auf  das  Axensystem  X,   Y,  Z  bezogene  Gleichung  der 
Schnittcurve  $  der  Einfallsebene  {x  =:  0)  und  der  Normalenfläche: 


(2) 


a,«-p«  +  a. 


zu  bilden,  haben  wir  die  Werthe  (1)  in  die  Gleichung  (2)  einzutragen  und 
dabei  ^  «  0  zu  setzen: 

Wenn  hierin: 

aj  =  p  cos  t/; ,    y  =  p  sin  i// 

gesetzt  und  das  Besultat  nach  p  geordnet  wird,  erhalten  wir  die  Gleichung 
des  CentrcUsckniUes  ^  der  Normalenfläche  in  Polarcoordinaten: 

9)  HPiV^)  =  p*  — p*(Lcos*t//  +  L^sin^ifj  +  2 Lj cos  ?// sin i//) 

+  Jfcos*t//  +  M^sin^rp  +  2  Jf^  cos  t// sin  t/;  =  0, 


^  Th.  Likbisch,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  1, 
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worin: 

L  =  (03*  +  0,»)««  +  (03*  +  ai«)/9«  +  (ai»  +  Oy» 

^1  =  (02*  +  03*)«!'  +  (03*  +  Ol«)  A»  +  (a,»  +  O^i' 
(3*)  L,  =  (02»  +  da»)««!  +  (03*  +  ai»)/9Ä  +  (ai*  +  Oj»)y  y^ 

if  =03«a3*a»  +  03«ai*/9«  +  0i»02V' 

^1  -  Oa«a3V'  +  a3*Oi»/9i»  +  Oi^o^Vi* 

J^  =  Oa«a3»aai  +  (h^a^^ßßi  +  Oi^OaV^r 

£';$  9o2^  nt^n  (f»e  HaupÜichtgeschmndigkeiten  a^,  0^,  O3  un^  (ier  Voraus- 
setw/ng  berechnet  werden,  daas  die  hrystallograpkische  Orienürung  des  Prismcbs, 
welche  durch  die  Richtungscosinus  cc .  ,  .  y^  bestimmt  ist,  bekannt  sei. 

Die  Gleichung  (3)  nimmt,  nach  0^,02,03  geordnet,  die  Gestalt  an: 
(4)   f (P, V^)  =  »02«03»  +  ba^^a^^  +  cOi'V  +  da^*  +  ea^^  +  f(h^  +  g  =  0, 
worin: 

a  =  a^cos't^  +  cifi'sin*!//  +  2afl^oosi//sinv/ 

b  =  ß^cos^yj  +  /Si^sin*-?//  +  2/?/9iC0Si/;8int/; 

c  =  y»  (508*1/;  +  yi*sin*y  +  2  y  y^  cos  1// sin  t// 

d^  —  p*  [(/9»  +  y*)  cos*  V^  +  (/?i*  +  ^1*)  sin*  t//  +  2  (/9/9i  +  m)  cos  v^  sin  y] 

e  =  —  p» [(y>  +  «2)  cos* yj  +  {Yi^  -i-  «!*) sin*  rp  +  2(yy^  +  a  «j)  cos  V'  sin  yj^ 

/•=  -  ^)«[(a*  +  /9*)co8*i//  +  (ai*  +  /Ji*)8in*v^  +  2(atfi  +  /?/?i)cosv^8int/;] 

//  =  <)*. 

Zur  Bestimmung  von  tti*,  O2*,  03*  sind  drei  derartige  Gleichungen,  also  drei 
Werthepaare  1//,  p  nothwendig.  Allein  die  Lösung  ist  dann  im  Allge- 
meinen fünfdeutig.  Um  Eindeutigkeit  zu  erzielen,  muss  man  zuvörderst 
Naherungswerthe  für  a^,  o,,  O3  ermitteln.^ 

45.  Wir  fragen  jetzt  nach  den  Fällen,  in  denen  an  Prismen  optisch 
zweiaxiger  Erystalle  die  Beobachtung  des  Minimums  dm-  Ablenkungen  zur 
Berechnung  von  Hauptlichtgeschwindigkeiten  ausreicht,  derart,  dass  die  zu- 
gehörigen Einfallswinkel  nicht  gemessen  zu  werden  brauchen.*  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit p  einer  gebrochenen,  zur  Prismenkante  parallelen 
Wellenebene  befriedigt  gleichzeitig  die  allgemeine  Relation  (S.  388): 

ps»M  +  Ncos2t/; 
und  die  Gleichung  der  Curve  $ß  (S.  391): 

t(p,V/)  =  0. 
Tragt  man  jenen  Werth  von  p  in  diese  Gleichung  ein,  so  folgt: 

I.  F(AV')  =  0, 

worin: 

F(Pjyj)  =  M*  +  N*cos22i/;  +  2MNcos2i^ 

—  (M  +  Neos 2t/;)  (Leos*!/;  +  L^sin*!/;  +  L^mi2y)) 

+  if  cos'  \f)  +  M^  sin*  yj  +  M^wi2y) , 

^  M.  BoBK,  N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  5,  40,  1887. 

'  Th.  Liebisoh,  Ueber  das  Minimum  der  Ablenkung  durch  Prismen  optisch  swei- 
aziger  KxystaUe.    Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Gdttingen.    1888,  197. 
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In  dem  Falle  des  Minimums  der  Ablenkung  ist  dDjdyj  ^0,  also: 

oder: 

(M  +  N  cos  2  v')  [{4  N  -  L  +  Lj)  sin  2 1/;  +  2  L^  cos  2  yj] 
—  sin  2 y  [2  N  (Leos*  t//  +  L^  sin* ip  +I/a  sin  2\p)  +  Jf- Jfj]  — 2 Jfg  cos 2rp  =  0. 

Die  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  kommt  jetzt  darauf  hinaus,  den 
Winkel  yjy  zu  dessen  Bestimmung  die  Messung  des  Einfallswinkels  erforder- 
lich sein  würde,  aus  den  Gleichungen  I  und  II  zu  eliminiren,  um  auf  diese 
Weise  eine  zur  Berechnung  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  geeignete  Rela- 
tion zwischen  diesen  letzteren  Grössen,  den  zur  Orientirung  des  Prismas 
dienenden  Winkeln,  dem  Prismenwinkel  und  dem  Minimum  der  Ablenkung 
zu  gewinnen. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  ein  beliebig  orientirtes  Prisma  eines  optisch 
zweiaxigen  Krystalls  practisch  verwerthbare  Resultate  nicht  liefert.  Wir 
wenden  uns  daher  zur  Ableitung  specieller  Fälle. 

1.  Wenn  die  Querschnittsebene  des  Prismas  eine  optische  Symmetrie- 
ebene  ist,  xerfälU  die  Omrve  $ß  in  einen  Kreis  und  ein  Oval,  Die  nach  der 
Querschnittsebene  polarisirte  Welle  von  constanter  Oeschwindigkeit  liefert  eine 
Hauptlichtgeschwindigkeit  und  die  Bestimmung  des  Minimums  der  Ablenkung  der 
parallel  zur  Prismenkante  polarisirten  Welle  von  veränderlicher  Oeschunndigkeit 
ergiebt  eine  xiierst  von  G.  G.  Stokbs  ^  aufgestellte  Belation  »unschen  den  beiden 
anderen  Häuptlichtgeschmindigkeiten. 

Es  sei  X^  die  Richtung  der  Prismenkante  und  (X^  X)  =  {X^  Y)  =  f«. 
Alsdann  nehmen  die  Richtungscosinus  a^  ,  .  . .  y^  folgende  Werthe  an: 

X^         X2        -X3 

X      0       cosju  sinft 

Y      0  —  sin  jtt  cos  fi 
Z       1        0  0 

und  die  Gleichung  der  Curve  $ß  lautet: 

f  (P,  V^)  =  (P*  -  di^W  -  Oa'sinV  +  xff)  -  a3*cos*(/i  +  t//)]  =  0. 

Bilden  wir  nun  mit  dem  zweiten  Factor  von  f ,  welcher,  gleich  Null  gesetzt^ 
die  Gleichung  des  Ovals  darstellt,  die  Gleichungen  I  und  11: 

M  +  Ncos2t// =  1(0,*  +  O  -  J(ö2*  -  Ö3')cos2C£i  +  1//) 
2  N  sin  2 1//  =  —  (Oj*  —  03*)  sin  2  (,a  +  ip) , 

so  ergiebt  sich  jene  Relation  in  der  Form: 
(o,*  — Q,")'8hi'^co8'/iA=  fo,*ßm*/iA  +  Qj'cos'^  —  ^1  lag' cos"  a  +  a^^ßin^^—  ^) 

^  Vgl.  die  auf  S.  887  citirte  Abhandlung. 
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wonn: 


C 


COB- 


A+A 


cos- 


»  -5-  = 


.    A 

.  ^  +  A 


Aus  der  Gleichung  des  Ovals: 

p*  —  aa^sin*(ft  +  ip)  —  Og^cos^On  +  i//)  =  0 

folgt,  dass  x^ä  Werthepaare  p,  i//  für  zwei  parallel  zur  Prismenkante  pola- 
risirte  Wellen  erforderlich  sind  zur  Berechnung  der  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten aj)  (I3.  Um  den  Einfluss  der  Beobachtungsfehler  herabzumindern, 
wird  man  indessen  eine  grössere  Reihe  von  Messungen  anstellen,  aus  jeder 
derselben  die  zugehörigen  Werthe  von  p,  ^j  berechnen  und  dann  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  o,,  Q3  bestimmen.  Dieses  Yer&hren  zur 
Ermittelung  der  drei  HaupÜichigesckwindigkeiten  eines  optisch  ztveiaxigen  Erystaüs 
an  einem  einzigen  Prisma  ist  von  G.  G.  Stokbs  vorgeschlagen  und  vou 
V.  VON  Lano  ^  am  Gyps,  von  M.  Bobn  am  Anglesit  durchgeführt  worden. 


Fig.  207. 


In  Fig.  206,  207  ist  der  von  M.  Bobn  (a.  a.  0.  S.  42)  benutzte  Kiystall  des 
Anglesit  vom  Monte  Poni  dargestellt  Es  wurde  einmal  110  zur  Einttittsfläcbe  und  100 
snr  Austrittsflftche,  das  andere  Mal  110  zur  Eintrittsfläche  imd  lOO  zur  AustrittsflAcbe 
gewählt.    Wie  aus  den  Bezeichnungen  der  Figuren  hervorgeht,  ist: 

a  =  0,     ß  s  coB/i,     Y  =— sin^tt, 
flt,  =  0,      ft  =  sin/ix,      yi=C08/w, 

so  dass  die  Curve  $  dargestellt  wird  durch: 


P' 


•■  ttj'  sin'  (^ 


fi)  +  as'coB«(y-/i). 


Es  seien  die  dem  Ein&Uswinkel  i  entsprechenden  Brechungswinkel  und  Ahlenkongs- 
Winkel  der  nach  der  Querschnittsebene  und  der  parallel  zur  Prismenkante  polariBirteD 
Welle  bezeichnet  mit  r^,  D^  und  r,,  D^,  so  dienen  zur  Berechnung  von  Oti  )>»  1^  die 
Relationen: 


^  y.  VOM  Lamo,   Grösse  und  Lage  der  optischen  Elasticitätsaxen  beim  Gypse. 
Sitzungsber.  Wien.  Akad.  76  (2),  798,  1877. 


HaupÜichtgesokwindigkeiien  optisch  xweiaxiger  KryaidUe,  395 


tan^r,  -  ~ j  =  tany  tan^. ^-^j  cot— ^-^ 


Binr. 
^        srnt 


Nachdem  o,,  )>,  ^  an  dem  Prisma  Fig.  207  für  sechs  and  an  dem  Prisma  Fig.  206  für 
f&nf  yerschiedene  Einfallswinkel  gefanden  waren,  wurde  zunächst  der  Mittelwerth  von 
0)  gebildet  und  darauf  das  zur  Berechnung  von  q,,  q,  dienende  Gleichungssjstem 
helgestellt    Es  folgen  nftmlich  aus: 

^•-  0,« sin« (v/;, -  ^)  -  o.«  cos«  (v/ft-  ii)  =  0, 
(Ä=l,2,...ll) 
Dach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  Normalgleichungen: 
i:coB«(y^  -  ^)  j,^«  -  o,«-^8m«  (v^^  -  n)  cos«(Vfc-^)-  a,«2:cos*(v»-  i")  =  0 
-Tsin'C^^  -  A«)  ftk'  -  0«'  -^«n*  (V'*  -  ^)  -  «s*-^Bin*  (v^^-  ^)  cos«(v^^-^)  =  0. 

Sind  die  numerischen  Werthe  der  hierin  auftretenden  Co^fGicienten  berechnet,  so  ergiebt 
die  AufKteung  dieser  Qleichungen  die  gesuchten  Werthe  von  a,,  o,. 

B.  SoU  hei  dem  Mtnimum  der  Ablenkung  die  gebrochene  Wellenebene  den 
Winkel  A  hcUbiren  {rfß  =  90^),  also  der  Einfallswinkel  gleich  dem  Austritts- 
Winkel  sein,  so  muss  offenbar  die  HcMrungsgerade  des  inneren  oder  des  äusseren 
Prismenwinkels  die  Richtung  einer  optischen  Symmetrieaxe  hohen  oder  es  muss 
beides  gleichxeHig  stattfinden.  Dieses  Resultat  ergiebt  sich  aus  Gleichung  II 
in  folgender  Weise.  Ist  i//  =  90®,  so  müssen  die  Richtungscosinus  «  .  . .  y, 
die  Bedingung  befriedigen: 

(M-N)L,  ~if,  =  0 
oder: 

««1=0,    M=o,    yn  =  0. 

EUerin  sind  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  enthalten.  Ist  zunächst: 

a  =1,    ß  -0,     r  =0, 
«1-0,    /9i  =  l,    ^1  =  0, 

so  fallen  die  optischen  Symmetrieaxen  X^,  X„  X^  der  Reihe  nach  mit  X,  Y,  Z 
xusammen:  Aus  I  folgt: 

urir  erhalten  also  durch  Bechaohtung  des  Minimums  der  Ablenkung  die  beiden 
HauptUehtgeschwindigkeiten  0,,  a,,  mit  denen  sich  in  der  Richtung  X^  ebene 
Wellen  fortpflanzen.  Für  das  Quadrat  der  dritten  Hauptlichtgeschwindig- 
keit Q,  liefert  die  Gleichung  der  Curve  $  eine  lineare  Relation: 

p*  —  ai*8in*ip  —  a2*cos*i//  =  0, 
so  dass  zur  Berechnung  von  a^  nur  noch  ein  Werthepaar  p,  yj  erforder- 
lich ist. 


•) 
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Beachten  wir  jetzt,  dass  die  Symmetrieaxe  -X,  in  zwei  verschieden 
orientirten  Prismen  beim  Minimum  der  Ablenkung  Fortpflanzungsrichtung 
sein  kann: 


Kante  des  Prismas 

11^ 

II  ^i 

Polarisationsrichtang    .    .    . 

II  zur  Kante 

i.  zur  Kante 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

«1 

Os 

0,                     a^ 

SO  ist  ersichtlich,  dass  sich  zur  Bestimmung  der  drei  Paare  von  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten nach  dem  in  Rede  stehenden  Verfahren  sechs  Prismen 
darbieten  (vgl.  Fig.  152,  Seite  318): 


Kante  des  Prismas 

^ 

X, 

^ 

^  , 

• 

Q,,  0, 

0,,  0, 

Fortpflanzongs- 
richtong 

^ 

0,,  tti 

• 

tt„  0, 

^ 

Oa,  0, 

Öl,  Oi 

• 

In  dieser  Tabelle  ist  die  Gkschwindigkeit  der  parallel  zur  Kante  des  Prismas  polari- 
sirten  Welle  jedesmal  an  erster  Stelle  genannt 

I[>pas,  Die  optbche  Orientirung  sei  aus  der  Beobachtung  der  Interferenz- 
erscheinungen an  basischen  Spaltplatten  im  convergenten  polarisirten  Lichte  bekannt: 
£bene  der  optischen  Azen  (010),  erste  Mittellinie  c,  Charakter  der  Doppelbrechung 
positiv.     Folglich   entsprechen   den   krystaUograpbischen  Symmetrieazen  a,  6,  ^  die 

optischen  S3rmmetrieaxen 
Xif  Jti,  X,.  Das  Prisma 
m  =3  (110)  kann  nun  henutzi 
werden,  um  durch  Messung 
des  Minimum*  der  Ablenkung 
die  Haupäichtgesehteindig' 
keUen  o,,  Q,  zu  hesümmen 
(Fig.  208).  Wir  erbUcken 
im  Beobachtungsfemrohr 
zwei  Bilder  des  GoUimator- 
Spaltes:  das  weniger  abge- 
lenkte (rechte)  Bild  ist,  wie 
die  Prflfung  miteinem  NieoF- 
sehen  Prisma  eigiebt,  paral- 
lel zur  Kante  mjm  polarisirt, 
während  die  Polarisationsebene  des  stärker  abgelenkten  (linken)  BUdes  senkrecht  zu 
jener  Kante  liegt;  das  erstere  Bild  liefert  bei  dem  Minimum  seiner  Ablenkung  die 
Geschwindigkeit  q,,  das  letztere  q,. 

Kieselzinkerz,  Die  in  Fig.  209  dargestellte  Combination  bietet  sswei  Prismen 
i  =  (031)  und  t  SS  (301)  zur  Messung  der  drei  HaupÜtchigeschwindigkeiten  dar.  V.  yoir 
Lavo  erhielt  für  gelbes  Licht  folgende  Werthe  der  drei  Hauptbrechungsindices:  * 


Fig.  208. 


^  y.  VON  Lang,  Bestimmung  der  Hauptbrechungsquotienten  von  Qalmd  und 
unterschwefelsaurem  Natron.    Sitzungsber.  Wien.  Akad.  87,  880,  1859. 
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Prisma  081 :  031.      Kante  l|  a.     Fortpflanzongsrichtang  ||  5. 
PolaiiBatioiisrichtung  ||  zur  Kante,     i.  zur  Kante, 
1,6360,  1,6170. 

Prisma  301 :  801.      Kante  ||  h.     Fortpflanzongsrichtang  |{  a. 
Polarisationsrichtung  ||  zur  Kante,      X  zur  Kante, 
1,6360,  1,6136. 

Demnach  ist:  1,6136  =  «i,  1,6170  =  «j,  1,6360^=  «j.  Folglich 
entsprechen  den  krystallographischen  Azen  a,  5,  e  die  optischen 
Symmetrieazen  X„  X^,  X^ 

Ist  ferner: 


*) 


a  =0,    ß  =— siiiju,     y  ==cosjw, 
«,  =  1,    ft=0,  y,  =  0, 

so  fallt  die  Halbirangsgerade  des  äusseren  Prismen- 
winkels  Y  mit  der  optischen  Symmetrieaxe  X^  zu- 
sammen. Zar  vollständigen  Orientirang  des  Prismas 
dient  (Zj  Z) «  (X,  -X)  =  fx.    Da  nach  I: 


Fig.  209. 


(^-«.')(^-««*)  =  o 


ist,  so  ergehen  sich  auch  in  diesem  Falle  beim  Minimum  der  Ablenkung  direct 
die  Werihe  von  zwei  HaupÜichigeschwindigkeiten  Oj,  Q3.  Ist  ausserdem  noch 
ein  Werthepaar  p,  t//  bestimmt,  so  liefert  die  Gleichung  der  Curve  5ß  zur 
Berechnung  von  a^'  eine  lineare  Relation: 

va^^  +  W  —  0 
worin: 

t?  =  [a,*  cos*  |u  +  03*  sin*  fx  —  ^)*]  cos*  \fj 

t€  =  [o,*  tta*  —  p*  (Oa*  +  Oj*)]  sin*  V  —  p*  (o,*  cos*  ju  +  dg*  sin*  jn)  cos*  1//  +  p* . 

Hierher  gehören:  1)  die  Prismen  rhombischer  Krystalle,  welche  von 
zwei  in  Bezug  auf  eine  Symmetrieebene  gleichberechtigten  Flächen  einer 
rhombischen  Pyramide  gebildet  werden;  2)  die  Prismen  monokliner  Krystalle, 
deren  Flächen  symmetrisch  zur  Ebene  ti^  n^  (S.  49)  liegen.. 


«) 


Endlich  kann: 

«=1,^=0,  y=0 

«1  =  0 ,    /9i  =  cos  A« ,    ^1  =  —  sin  ju 

sein.  Hier  fallt  die  Halbirungsgerade  X  des  inneren  Prismenwinkels  mit 
einer  der  optischen  Symmetrieaxen  X^  zusammen,  und  die  Orientirung  des 
Prismas  ist  gegeben  durch  {X^  Y)  =  (X3  Z)  =  ^ .    Aus  I  folgt: 

[h  -  ^i*)(^  -  a,*sin«/i-  03*003*^)  =  0. 

Demnach  Uefert  beim  Minimum  der  Ablenkung  nur  die  parallel  zur  Prismen- 
kante  polarisirte  Welle  eine  HaupÜichtgeschunndigkeit,   nämlich   die   constante 
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Geschwindigkeit  der  Wellen,  welche  senkrecht  zur  Halbiningsgeraden  des 
inneren  Prismenwinkels  polarisirt  sind.  Die  Geschwindigkeit  p^  der  zweiten, 
nach  der  Querschnittsebene  des  Prismas  polarisirten  Welle,  die  beiden  anderen 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  und  der  Winkel  fi  sind  durch  die  Relation: 

Pf,*  —  Oa^sin'fi  —  Og^cos^fi  =  0 

verbunden.  Hierher  gehören:  1)  Prismen  rhombischer  Krystalle,  deren  Flächen 
einem  Sphenoid  angehören  oder  an  einer  rhombischen  Pyramide  so  liegen  wie 
Flachen  eines  Sphenoids;  2)  Prismen  monokliner  Krystalle,  deren  Flächen 
in  Bezug  auf  die  Axe  n^  (S.  49)  gleichberechtigt  sind. 

Diese  Methode  ist  von  V.  von  Lang  (a.  a.  0.  S.  382)  an  einem  von  den  Flftchen 
121  und  121  gebildeten  Prisma  des  unterschwefelsauren  Natrium  sm  Na,S,Oe .  2H,0 
zur  Bestimmung  eines  Hauptbrechungsindex  benutzt  worden. 

46.  Lassen  wir  die  Voraussetzung,  dass  die  Lage  der  Prismenflächen 
gegen  die  optischen  Symmetrieaxen  bekannt  sei^  fallen^  so  erhebt  sich  die 
Frage,  ob  an  einem  einzigen  beliebig  orientirten  Prisma  eines  optisch  zwei- 
axigen  Krystalls  sowohl  die  Werthe  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten,  als  die 
Lage  der  optischen  Symmetrieaxen  aus  dem  Prismenwinkel  Ä  und  den 
zur  Bestimmung  des  Centralschnittes  ?ß  erforderlichen  Werthepaaren  t/»,  p 
berechnet  werden  können.^ 

Da  die  Gleichung  der  Curve  5ß,  in  welcher  die  Normalenfläche  von  der 

Querschnittsebene  des  Prismas  geschnitten  wird,  sechs  Coefflcienten  L, , 

ifj  enthalt  (S.  392),  so  reichen  die  Beobachtungen  von  sechs  Werthepaaren 
\fj,  p  hin,  um  diese  Grössen  und  damit  die  Curve  ?ß  zu  ermitteln.  Allein 
durch  einen  so  besHmmien  Centralschnitt  der  Normalenfläche  lässt  sieh,  tcie 
A.  BmiiL  gezeigt  hat,*  im  Allgemeinen  noch  eine  reelle,  von  der  ersten  ver- 
schiedene Normalenfläche  legen,  so  dass  also  die  Lösung  der  vorliegenden  Auf- 
gabe im  Allgemeinen  zweideutig  ist.  Die  beiden  Normalenflächen  unter- 
scheiden sich  lediglich  hinsichtlich  der  mittleren  Hauptlichtgeschwindigkeit^ 
während  die  Werthe  der  kleinsten  und  der  grössten  Hauptlichtgeschwindig- 
keit übereinstimmen.  Sie  fallen  nur  dann  zusammen,  wenn  die  I^rismenkanit 
auf  einer  optischen  Axe  senkrecht  steht. 

Zu  dem  Ergebniss,  dass  im  Allgemeinen  zvyei  reelle  Normalenflächen  durch  den- 
selben Centralschnitt  $  gelegt  werden  können,  gelangt  man  schon  durch  die  Erwägung, 
dass  insbesondere  eine  aus  einem  Kreise  und  einem  concentrischen,  den  Kreia  nicht 
schneidenden  Oval  bestehende  Gnrye  $  ebensowohl  als  Schnitt  der  Normalenfläche 
eines  optisch  zweiaxigen  Krystalls  mit  einer  optischen  Symmetrieebene  wie  als  schiefer 
Centralschnitt  der  Normalenfläche  eines  optisch  einaxigen  Krystalls  auftreten  kann. 
Auch  in.  diesem  speciellen  Falle  kann  die  in  Rede  stehende  Aufgabe  erst  dann  ein- 
deutig gelöst  werden,  wenn  man  weiss,  ob  das  Prisma  einem  optisch  einaxigen  oder 
einem  optisch  zweiaxigen  Kiystall  angehört. 

*  Th.  Liebisch,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  1,  31. 

'  A.  Bbill,  Bestimmung  der  optischen  Wellenfläche  aus  einem  ebenen  Central- 
schnitte  derselben.    Sitzungsber.  bajer.  Acad.  1883,  423.    Math.  Ann.  84,  297,  1889* 


Bestimmung  eines  gebrochenen  Strahles, 


399 


47.  Es  gilt  jetzt  die  Brechung  des  Lichtes  durch  Prismen  unter  dem 
zweiten,  auf  S.  376  erläuterten  Gesichtspunkte  zu  untersuchen.  Wir  wün- 
schen an  einem  Prisma,  dessen  Strahlenfläche  unbekannt  ist,  einen  ge- 
brochenen Strahl  OSj  dessen  Welle  zur  Kante  des  Prismas  parallel  ist,  auf 
experimentellem  Wege  vollständig  xu  bestimmen.  Hierzu  ist,  faUs  die  Ge- 
schwindigkeit p  der  Welle  und  der  Richtungswinkel  tp  ihrer  Normale  OP 
gegeben  sind,  die  Kenntniss  der  Winkel  ^  —  {POS),  ß  =  (BPS)  erforder- 
lich. Diese  Winkel  können  berechnet  werden,  wenn  die  Coordinaten  x,  y,  zr 
des  Punktes  S  bekannt  sind,  denn  es  bestehen  folgende  Relationen 
{Fig.  210,  211). 


Fig.  210. 


Wir  setzen  den  Winkel  des  Strahles  gegen  die  Brechungsebene  [SOB)  =  x 
und  die  mit  i//  in  demselben  Sinne  gerechnete  Neigung  von  OB  gegen  die 
X'Aie,  [BOX)^\f)\  Alsdann  ist  (POB)  =  ip  —  yf\  Da  B  die  Coor- 
dinaten X,  y  hat,  so  folgt: 

(1)  tani/;'  =  ^- 

Jetzt  kann  der  in  der  Richtung  der  Prismenkante  genommene  Abstand  des 
Punktes  S  von  der  Brechungsebene,  SB  =^z,  in  folgender  Weise  durch 
OP«  p  und  die  Winkel  x,  xp  —  \p'  ausgedrückt  werden: 

x^OBtBLUx,    0B=  OP/cos  (yj  —  yj') , 

(2)  x=^p 7 K  ' 

^  ^coß(y— y) 

Beachtet  man  noch  die  für  die  Ecke  O  geltenden  Beziehungen: 

(3)  cosf  =  cosxcos(i//  -  t/;'),    tan  ß  =  ^E^T^)' 

so  kann  man  in  der  That,  falls  p,  i//  und  x,  y^  z  gegeben  sind,  der  Reihe 
nach  yj',  x  und  die  gesttohten  Winkel  ^,  i2  berechnen. 

Was  nun  die  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  y,  x  angeht,  so  gelingt 
sie  mit  Hülfe  der  Beziehungen,  welche  x,  y,  x  verbinden  mit  dem  Winkel 
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<Pq,  unter  welchem  das  Bild  eines  geradlinigen,  zur  Prismenkante  parallelen 
Spaltes  gegen  diese  Kante  geneigt  erscheint,  und  dem  Winkel  q)^,  um  den 
jener  Spalt  aus  seiner  Anfangslage  gedreht  werden  muss,  damit  sein  Bild 
zur  Frismenkante  parallel  laufe.   Es  ist  nämlich,  wie  A.  Cobnu  gezeigt  hat: 

-4  A  .      sin  A      ,  r\ 

a; sm  -jr-  —  V COS  -s-  +  ^' ^  cot opo  =  0 . 

2       ^         2    '       cos»         ^" 

Diese  beiden  ReiaHonen  sind  im  Verein  mit  der  Gleichung  der  Wellenebene  W: 


oder: 


sin  Y(sint—  sin  i')x  —  eosy  (sin»+  sini')y  +  8in^  =  0 

»  +»"  .  »  + »' 

.,  cos  -  -' —  .      .,8m  — - — 

t  — »  2  » — » 


cos  2-  sin- 

oder  nach  der  auf  S.  297  benutzten  Abkürzung: 
(5)  Osin-^*  ic  — Äcos--^-2/+  1  =0 

noihwendig  und  ausreichend  zur  Beredinung  von  x,  y,  x  aus  den  gemessenen 
Winkeln  A,  i,  %,  (p^,  tp^. 

Zu  diesem  Resultate  flihrt  die  Betrachtung  der  Brechung  einer  zur  Prismenkante 
nicht  parallelen  Wellenebeno.  Es  ist  zunächst  ersichtlich,  dass  die  austretende  WeUe 
denselben  Winkel  ^  mit  der  Kante  des  Prismas  bildet,  wie  die  eintretende.  Fährt 
man  nämlich  die  Huyghens'sche  Construction  um  O  als  Einfallspunkt  aus,  so  wird  die 
einfallende  Welle  die  Kugel,  deren  Radius  die  Geschwindigkeit  o  «  1  in  dem  äusseren 
Mittel  darstellt,  berühren  und  demnach  die  Prismenkante  in  der  Entfernung  OK—  1  /sin  ^ 
von  O  schneiden.  Die  gebrochene  Welle  geht  durch  die  Schnittgerade  der  einfallenden 
Welle  mit  der  Eintrittsfläche  @  und  berührt  die  Strahlenfläche  des  Prismas.  Endlich 
erhält  man  die  austretende  Welle,  indem  man  die  gebrochene  Welle  bis  zur  Austritts- 
fläche %'  yerlängert  und  durch  die  Schnittgerade  eine  Tangentialebene  an  die  Kugel 
legt  Diese  drei  Wellen  schneiden  sich  ofienbar  in  demselben  Punkte  K  der  Piismen- 
kante.  Da  nun  die  einfallende  und  die  austretende  Welle  Tangentialebenen  an  die- 
selbe Kugel  sind,  so  sind  sie  gleich  geneigt  gegen  KO, 

Wir  können  jetzt  die  Gleichung  der  gebrochenen  WeUenehene  bilden,  von  der  drei 
Punkte  K,  H,  K  bekannt  sind  (Fig.  212): 

1)  der  allen  drei  Wellen  gemeinsame  Punkt  K  der  Prismeukante  mit  den 
Coordinaten: 

«.  =  0,      y  =  0,      *.=--jl^; 

2)  der  Schnittpunkt  K  der  Spur  der  einfallenden  Welle  mit  der  Spur  der  Ein- 
trittsfläche  auf  dem  Querschnitt;  JT  ist  um  OJT»  Oj^/sin»  =  l/cos^sint  von  O  ent- 
fernt und  besitzt  die  Coordinaten: 

A  .    A 

COSy  siny 

cos^smt         •^*       cos^smt  *        ' 


Bestimmung  eines  gebrochenen  Strakks. 


401 


8)   der  Schnittpunkt  H"  der  Spur   der  austretenden  Welle  und  der  Spur  der 
AuBtrittsflftche  auf  dem  Querschnitt  mit  den  Coordinaten: 


A 
cos  &  Bin  % 


»  y«  = 


.    A 
ooB^  sin»" ' 


«g  =  0. 


Demnach  lautet  die  gesuchte  Gleichung: 


oder: 


X    if  z  1 

't  yi  «i  1 

«,  y,  2,  1 

*8  y» «»  1 


=  0 


sin  —  (sin  i  —  sin  »")  x 


(a)      —  cos  Y(8int  +  8int')y 

+  tan  ^  sin  ^ .  2  +  -     -  -  «  0. 
cos^ 

Folglich  ist  das  Quadrat  des  Abstandes  der 
gebrochenen  Wellenebene  vom  Punkte  O, 
also  das  Quadrat  ihrer  Geschwindigkeit  gegeben  durch 

sin«^ 1 

cos"j5^ 


;>•  = 


im'  -—  (sm  t  — 


sm' 


sin  »')•  +  cos*  —  (sin  »  +  sin  »')'  +  tan*  &  sin'  A 


Schreibt  man  diese  Relation  in  der  Form: 

sin*  i  +  sin'  t"  +  sin  »  sin  »'  cos  A 


l,-.(l-l)tan.. 


sin'ul 


so  erh&lt  man  aus  dem  Vergleich  mit  (12)  auf  S.  297  folgenden  Sats:  Das  Siwusgeseiz 
ist  auch  auf  die  in  der  Querschnittsehene  des  Prismas  erzeugten  Spuren  jener  einfallen- 
den und  gebrochenen  Wellen,  die  nicht  zur  Kante  des  Prismas  parallel  laufen,  anwend- 
bar, falls  man  nur  den  wahren  Brechwngsindex  \jp  einer  gthrochenen  Welle  ersetzt  durch: 


[1.(1-.)....]', 


worin  &   die  Neigung  der  entsprechenden  einfallenden  Welle  gegen   die  Prismenkante 
bedeutet 

Es  seien  jetzt  x,  y,  z  insbesondere  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der 
Wellenebene  KHH'  mit  der  Strahlenfläche  des  Prismas;  dann  müssen  dieselben  die 
Gleichung  (a)  dieser  Wellenebene  und  ausserdem  die  Gleichung: 

A  A 

sin  -jr-  (cos  »  rf»  —  cos  »'  cW')  «  —  cos  —  (cos  i  di  +  coai'  di')v 


oder: 

0) 


cos'^ 


cos'^ 


di 


(     ,    A  A\        ,       ,J 

la?  sm  —  —  ycos-5-lcos»—  d»  U 


,    A^  Ä 


jcost' 


+  rf*(.  +  «n^)^.0 


LuBiflCH,  Fhjs.  KrystallQgr. 
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befriedigen.  Die  VerhäliniMe  dijdd^  und  dtld&  gestcUten  nun  eine  einf<iche  DetUwtg 
ßir  den  Faü,  wo  die  eif^allende  IVellenebene  zur  Prismenkante  parallel  läuft,  aleo 
&  sa  0  isL  Die  Normale  £!0  einer  solchen  Wellenebene  W  sei  unter  dem  Winkel  t 
gegen  die  Normale  g  der  Eintrittsflftche  ®  geneigt  (Fig.  213);  E^O  bedeute  eine  unter 

dem  Winkel  d&  g^en   den  QuerBchnitt 


des  Prismas  geneigte  Wellennormale,  deren 
Einfialiswinkel  gleich  »  +  <^»  ist  Bcz^cfanen 
wir  jetzt  mit  gp  die  Neigung  der  Verbin- 
dungsebene EO^i  gegen  die  Prismenkante, 


so  ist: 


di 
tan<p=^, 


Die  Normalen  OJE',  OE^*  der  austretenden 
Wellen,  welche  den  Normalen  EO,  E^O 
der  einfallenden  Wellen  entsprechen,  bilden 
rückwärts  verlängert  mit  dem  Querschnitt 
des  Prismas  dieselben  Winkel,  wie  EO,  E^  O. 
Ihre  Yerbindungsebene  E'OE^  schliesse 
mit  der  Prismenkante  den  Winkel  9'  ein, 
so  ist: 

tany=-3-, 

denn  der  Zuwachs  von  d%  ist  jenem  von  di  entgegengesetzt,  während  der  Zuwachs 
von  ^  für  die  austretenden  Wellen  sein  Vorzeichen  behält    Folglich  ist  fär  i9^  =  0: 

(b*)    oostl«sinY-"y<508Y)**°^  +cosi'(«sin y  +ycos Y)tan9'+  zsin^  =  0. 

Nehmen  wir  also  an,  das  einfallende  Licht  entstamme  einer  unendlich  fernen,  sehr 
kleinen  geraden  Lichtlinie  E^EE^ ,  die  mit  der  Prismenkante  den  Winkel  97  einschliesst, 
so  wird  das  Bild  derselben  eine  unter  dem  Winkel  —  q>  gegen  die  Kante  geneigte 
Linie  sein.   Daraus  ergiebt  sich  aber  für  den  zu  dem  Winkel  9  ==  0  gehörigen  Winkel  gp^': 

z  sin^ 

tan  g>o  ~ :# > -i  > 

^'^  .   A  ,  -A  cos» 

ajsm-  +ycos  2^ 

d.  h.  das  durch  ein  Prisma  gesehene  Bild  eines  sehr  kleinen  geradlinigen,  zur  Kante 
des  Prismas  parallelen  Spaltes  E^EE^  im  Collimator  erscheint  gegen  jene  Kante  geneigi, 
sobald  die  gebrochene  Wellenebene  7F,  welche  der  mittleren  Wellennormale  EO  ent- 
spricht, ihre  Strahlenfläche  ausserhalb  der  Einfallsebene  berührt  Damit  das  Bild  zor 
Kante  des  Prismas  parallel  liege  (^'=0),  muss  der  Spalt  den  Winkel  q>Q  mit  jener 
Kante  bilden,  welcher  gegeben  ist  durch: 


tan<jPo 


BinA 


,    A  A  coBi 

aJSin--ycos2 


Die  YoUstandige  Bestimmung  des  gebrochenen  Strahles  vereinfacht  sich 
erheblich,  wenn  die  Bedingung  fär  das  Minimum  der  Ablenkung:  dD  =  0 
oder  di  +  di'  =  0  erfüllt  ist.  Denn  die  Gleichung  (5)  der  Wellenebene  W 
ergiebt  durch  Differentiation,  wobei  z^  y^  C,  S  Gonstanten  sind: 

(Ccos ^ a;  +  6f sin ^/ y) {di -  dt)  =  0. 
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(!•)  tani//'=^r=-^cot- 


Folglich  ist 

fon^l/-. 

«  ""     S 

In  diesem  Falle  sind  also  die  Ausdrücke  for  die  Goordinaten  x,  ^  des 

Punktes  R  (Fig.  211): 

r**x  1    •     »— »'  1         i  —  i' 

(4*)  fl;  =  -g8in-2-,     y=-^,cos-2-. 

Demnach  lautet  jetzt  die  Relation  (b*): 

X  i.  /  sin  (»  +  »')        ^ 

tan  cp  —  tan  op  -  »  — .       .>  =  0; 
^  ^  cos  t  cos»  ' 

insbesondere  ist: 

(5.)  tan<=-.-g^  =  -taü^o. 

Die  Gleichungen  (4*)  und  (5*)  liefern  die  überraschend  einfache  Lösung  der 
vorliegenden  Aufgabe. 

An  demselben  KaUespatkprigma  (Fig.  203,  S.  390),  welches  zur  Bestimmung  der 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  benutzt  wurde,  erhielt  A.  Gobkü  ^  die  in  der  ersten  Reihe 
der  folgenden  Tabelle  angezählten  Werthe  von  Ä^  A^,  t,  »',  q>^  für  Natriumlicht 
Daraus  folgen  zunächst  der  Richtungswinkel  ^  der  Wellennormale  OP  nach  (15),  S.  297: 

.  .      ^+A,     .A     .i  —  i' 

tan  WS—  tan — - — ^cot-^-cot--^ — 
J  J  2 

und  der  Brechungsindex  »  b=  l/p  ans  (6)  oder  aus  (7),  8.  296: 

.    A+A^         i  —  i'  ^+A.    .    i  —  i' 

8m— — ^   cos-^-  ^•— 2-""-2" 


.    A  Bin  riß  A  costif 

sm^-  ^  cos—  ^ 

Demnächst  ergiebt  sich  der  Bichtungswinkel  rp'  der  Projection  OB  des  zugehörigen 
Strahles  auf  die  EinÜEdlsebene  aus  (1*): 

tan  ^'  s  cot'  — ■ — ?  t«n*  -^  tan  w. 

A  2 

Berechnet  man  nim  die  Neigung  x  des  Strahles  OS  g^en  die  Einfallsebene  aus  (5*) 
und  (2): 

COftCOS»'  ^  ,         ^  /  .N 

*"iii(i+AJ*^^«'      tanx  =  «?icos(v/-V')> 
80  findet  man  die  gesuchten  Bestimmungsstücke  (,  Si  des  Strahles  08  aus  (3): 

cos  (  c:  cos  X  cos  (tü  —  to'),        tan  i2  »  -;— ? ^^— TT  • 

^^      ^''  sm(^— y) 

Andererseits  kann  man  aus  den  Hauptlichtgeschwindigkeiten  des  Kalkspath  und 
den  auf  S.  390  erwähnten  Winkehi  Ay  t,  q  welche  das  gewäUte  Prisma  definiren,  eben- 
falls die  in  Bede  stehenden  Grössen  berechnen.  In  der  wihen  Uebereinstimmung  der 
auf  dreien  beiden  Wegen  erhaltenen  Beeultate  besitzen  wir  nicht  allein  eine  eacperimen' 
teile  Bestätigung  der  allgemeinen  geometrischen  Theoreme  über  die  Brechung  ^)ener  Welleuj 
sondern  gleichzeitig  auch  eine  Verification  der  RuggheTU^ sehen  Strahlenfläche. 


^  A.  Ck>BHU,  Ann.  de  T^e.  norm.  (2)  8»  1,  1874« 
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^  =  60«  26'  14,26",      i  =  49«    6'  61,98",      tan  <p;  =  —  0,011, 
\^  48  26  20,26,       t»  64  44  42,62,  <pj^  O^Sd'. 


V^ 

88»  42'  64,79" 

88«  42'  17,87" 

n 

1,663  079 

1,663  093 

V' 

88«  60'  44,04 " 

83*  47' 42,68" 

V-V 

4   62  16,07 

4  54  36,19 

z 

+  0,042  280 

+  0,042  692 

* 

3«  47'  47,5" 

3*  48' 13,75" 

t 

6   10    7 

6   12  28,90 

Sl 

38     0    6 

37   50  28,37 

Totale  Reflexion. 

48.  Zur  Bestimmung  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  krystalUsirter 
Körper  und  zur  Prüfung  der  Gesetze  der  Doppelbrechung  benutzte  schon 
WoLi<A8TON  ^  (1802)  mit  Erfolg  die  Beobachtung  der  von  den  Orenzstrahlen 
der  totalen  Beflexion  an  einer  ebenen  Erystallfläche  gebildeten  E^el 
(S.  292 — 294).  Eine  ausfuhrliche  Beschreibung  derjenigen  Kegel,  welche 
an  den  durch  die  Hujghens'sche  oder  die  Fresnel'sche  Strahlenfiäche  charak- 
terisirten  Krystallen  zu  erwarten  sind,  gab  H.  db  Senabmont*  (1866). 
Indessen  blieben  seine  geometrischen  Resultate  lange  unbeachtet,  weil 
nicht  nur  ein  strenger  Beweis  für  die  Richtigkeit  seiner  Gonstruction  der 
Grenzstrahlen,  sondern  vor  allem  eine  zur  Beobachtung  der  Kegel  geeignete 
Methode  fehlte.  Nachdem  in  neuester  Zeit  die  Methoden  zur  Messung  von 
Grenzwinkeln  der  Totabreflexion  erheblich  vereinfacht  und  veryollkommnet 
worden  sind,  haben  die  Erscheinungen  der  Totalreflexion  an  Krystallen  ein 
erhöhtes  theoretisches  Interesse  und  hervorragende  praktische  Bedeutung  ge- 
wonnen. 

Bei  dem  einfachsten,  von  F.  Kohlbaübgh  angegebenen  Beobachtungs- 
y erfahren  fallt  diffuses  homogenes  Licht  auf  eine  ebene,  vertikal  stehende 
Flache  eines  KrystaUs,  der  in  einem  Glasgefiiss  von  einer  starker  brechenden 
Flüssigkeit  umgeben  ist  (Fig.  214).  Das  reflectirte  Licht  gelangt  durch 
eine  Glasplatte  i?  in  ein  auf  unendlich  accommodirtes  Femrohr.  Da  jedem 
eintretenden  Bündel  paralleler  Strahlen  ein  Bildpunkt  im  Gesichtsfelde  des 
Femrohres  entspricht,  so  können  wir  uns  der  Yorstellung  bedienen,  dass 
die  reflectirten  Strahlen  von  dem  Schnittpunkte  O  der  optischen  Aze  f  des 
Femrohres  und  der  reflectirenden  Grenzebene  ausgehen.    In  O  liegt  also 


^  W0LLA8TON,  On  the  Oblique  Beflection  of  Iceland  dystal.  Phil.  TraiiB.  M  (2), 
881,  1802. 

'  H.  DE  SsHiJucoNT,  ßecherches  sor  la  doable  r^firaetion.  Compt  rend.  42,  65, 
1856.  Pogg.  Ann.  97,  605,  1856.  8ur  la  r^exion  totale  de  la  lumiire  eztMeorement 
k  la  surface  des  cristanx  bii^fringents.    Joum.  de  Math.  (2)  1,  805,  1856. 
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auch  der  Scheitelpunkt  der  Kegel  der  Grenzstrahlen  ft,  ft',  welche  die  Ge- 
biete des  partiell  reflectirten  und  des  totsJ  reflectirten  Lichtes  trennen. 

Der  Eiystall  befinde  sich  nun  in  einer  solchen  Stellung,  dass  ein 
Grenzstrahl  0<t>o  die  Richtung  f  annimmt.  Alsdann  bemerkt  man,  dass 
sich  im  Gesichtsfelde  des  Femrohres  das  helle  Gebiet  des  total  reflectirten 
und  das  weniger  helle  Gebiet  des  partiell  reflectirten  Lichtes  in  einer 
scharfen  Grenzlinie  berühren,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Faden- 
kreuzes geht,  aber  im  allgemeinen  ailf  der  Beflexionsebene  (E  des  Strahles 
0<t>o  nicht  senkrecht  steht  Diese  Grenzlinie  ist  die  Schnittcunre  des  auf 
0(t>o  senkrechten  Gesichtsfeldes  mit  einem  kleinen  Ausschnitte  aus  dem 
Mantel  des  E^els  ft,  welchem  O^q  angehört  In  dem  beschränkten  Ge- 
sichtsfelde erscheint  sie  annähernd  geradlinig. 
Ihre  Neigung  x  9^^^  ^^  Ebene  9  ist  in  der 
Nähe  von  0<t>Q  gleich  dem  Winkel,  welchen  (E 
912»^  der  in  O^q  an  den  Kegel  R  gelegten  Tan-- 
gentialebene  einsMiesst,^  Daraus  folgt,  dass  far 
jeden  Grenzstrahl  0<t>o  zwei  Winkel  charakte- 
ristisch sind:  1)  der  Grenzwinkel  i^y  d.  i.  der 
Winkel,  welchen  die  Normale  der  Grenzebene 
mit  der  optischen  Axe  des  Femrohres  in  der 
Ebene  (E  bildet,  wenn  die  Stellung  des  Erystalls 
so  gewählt  ist,  dass  die  zu  dem  Kegel  St  ge- 
hörige Grenzlinie  durch  den  Mittelpunkt  des 
Fadenkreuzes  hindurchgeht;  2)  der  Neigungs- 
winkel X  ^^  Grenzlinie  gegen  die  Beflexionsebene  S. 

Die  Grenzlinien  stehen  nur  dann  senkrecht  zur  Beflexionsebene  S,  wenn 
die  letztere  einer  optischen  Symmetrieebene  des  Kiystalls  parallel  läuft, 
oder  wenn  die  Schnittgerade  von  (E  mit  der  Grenzebene  die  Bichtung  einer 
optischen  Symmetrieaxe  besitzt. 

Um  ein  bestimmtes  Beispiel  vor  Augen  zu  haben,  betrachten  wir  einen 
apiieeh  ekumgen  Krystaü,  dessen  Grenzebene  zur  optischen  Axe  unter  einem 
von  90^  verschiedenen  Winkel  geneigt  ist.  Der  Charakter  der  Doppel- 
brechung sei  poeüh.  Diffuses  homogenes  Licht  falle  von  links  her  auf  die 
in  ihrer  Ebene  drehbare  Grenzfläche.  Bringt  man,  während  das  Beobach- 
tungsfemrohr fest  steht,  den  Krystallträger  in  die  Lage,  dass  im  Gesichts- 
felde des  Femrohres  der  IJebergang  aus  dem  Gebiet  des  partiell  reflectirten 
Lichtes  (zur  Linken)  in  das  Gebiet  des  total  reflectirten  Lichtes  (zur.  Bechten) 
wahrzunehmen  ist,  so  erscheinen  zwei  GrenzUnien  (Fig.  216,  216).  Die 
linke  Grenze  steht  vertical  und  behält  ihre  Stellung  bei  der  Drehung  der 
Grenzfläche  unverändert  bei,  sie  entsteht  durch  die  ordentliche  Grenzbrechung, 
för  welche  die  EinfaUsebene  S  in  jeder  Lage  eine  Symmetrieebene  ist 
Die  rechte  Grenzlinie  ändert  bei  der  Drehung  der  Grenzfläche  stetig  ihren 


Fig.  214. 


^  Tb.  LoBiflCH,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  2,  51. 
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Abstand  von  der  festen  Grenze  und  ihre  Neigung  g^en  dieselbe;  sie  wird 
durch  die  ausserordentliche  Grenzbrechung  erzeugt,  für  welche  im  Allge- 
meinen die  Ebene  S  nicht  Symmetrieebene  und  die  Durchschnittsgerade  Ton 
(E  mit  der  Grenzfläche  nicht  Symmetrieaxe  ist.  Der  Abstand  der  beiden 
Grenzlinien  von  einander  erreicht  seinen  grössten  Werth,  wenn  die  Ebene  S 
senkrecht  zum  Hauptschnitt  $  der  Grenzfläche  steht,  den  kleinsten,  wenn 
S  mit  $  zusanmienfallt  Die  veränderliche  Grenzlinie  convergirt  gegen  die 
feste  nach  oben,  wenn  der  spitze  Winkel  zwischen  dem  Hauptschnitt  und 
der  Einfallsebene  (E  rechts  oben  und  links  unten  Ton  S  liegt,  nach  unten, 
wenn  sich  dieser  Winkel  rechts  unten  und  links  oben  von  (S  befindet;  sie  liegt 
parallel  zur  festen  Grenze,  wenn  die  Ebenen  $  und  (E  einander  parallel  sind 


Fig.  215 


+ 


Fig.  217.     \T—  -- — 


Fig.  216. 


Fig.  218. 


oder  senkrecht  auf  einander  stehen.  Nun  ist  der  Hauptschnitt  der  Grenz- 
fläche eine  optische  Symmetheebene,  die  zu  ihm  senkrechte  Gerade  eine 
optische  Symmetrieaxe  des  Erystalls.  Demnach  nimmt  in  der  That  die 
veränderliche  Grenzlinie  nur  in  den  durch  Symmetrieeigenschaften  ausge- 
zeichneten Positionen  der  Ebene  (E  die  besonderen,  durch  die  äussersten 
Werthe  ihres  Abstandes  von  der  festen  Grenze  und  durch  den  Parallelismus 
mit  dieser  Grenze  bestinmiten  Lagen  an. 

Ist  der  Charakter  der  Doppelbrechung  negativ,  so  tritt  die  veränder- 
liche Grenzlinie  links  von  der  festen  Grenze  auf.  Im  Uebrigen  gelten  aber 
dieselben  Segeln  wie  in  dem  vorigen  Falle  (Fig.  217,  218). 

Unsere  Aufgabe  besteht  jetzt  darin,  auf  Grund  der  allgemeinen  Gesetze 
(S.  292 — 294),  denen  die  EÜichtungen  der  Wellennormalen  und  Strahlen 
bei  der  Totalreflexion  an  Erystallen  unterworfen  sind,  die  Grenzwinkel  t^ 
und  die  zugehörigen  Winkel  x  auszudrücken  als  Funktionen  der  Licht- 
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geschwindigkeit  in  dem  äusseren  einfach  brechenden  Mittel,  der  Haupt- 
lichtgeschwindigkeiten des  Krystalls  und  der  zur  krystallographischen  Orien- 
tirung  der  Grenzebene  und  der  Reflexionsebene  erforderlichen  Grössen. 

49.  Totalrefleciomeier.— Das 
Totabeflectometer  von  F.  Kohl- 
RAUSCH^  wird  durch  Fig.  219  er- 
läutert *  Die  Säule  3f,  welche  so 
abgeschrägt  ist,  dass  sie  die  Be- 
leuchtuDgsricbtungen  möglichst 
wenig  beschränkt,  trägt  einen 
Ring  Ä,  auf  welchem  der  Theil- 
kreis  K  mit  Hülfe  der  Schrauben 
r  befestigt  ist.  In  der  Durch- 
bohrung von  JT  sitzt  eine  Hülse  hy 
von  welcher  eine  mit  Nonien  ver- 
sehene Alhidade  ausgeht  In  b 
kann  der  Krjstallträger  vertical 
verschoben  werden;  ist  derselbe 
in  der  gewünschten  Stellung  durch 
die  Schraubenmutter  c  festge- 
klemmt, so  dreht  er  sich  gleich- 
zeitig mit  der  Alhidade.  Ein 
Krystallträger  für  Präparate, 
welche  nicht  um  die  Normale  der 
spiegelnden  Fläche  gedreht  zu 
werden  brauchen,  besteht  aus 
einer  geschwärzten  Metallplatte 
mit  einem  Fensterchen,  dessen 
Wände  möglichst  abgeschrägt 
sind,  um  noch  nahezu  streifend 
einfallendem  Lichte  den  Zutritt 
zu  gestatten;  das  Präparat  wird 
mit  der  zu  untersuchenden  Fläche 
an  die  Rückwand,  welche  der 
Drehungsaze  des  Theilkreises  K 
parallel  gehen  muss,  durch  eine 
Feder  angedrückt.  Soll  dagegen 
das  Präparat  gedreht  werden,  so 
wird  der  in  Fig.  219  dargestellte 
Krystallträger  eingeschaltet' Das  .= 
in  Kork  gefiwste  Präparat  wird  ^ 
auf  die  drei  Spitzen  der  Hülse  g 
gedrückt  und  mit  dieser  in  die 
Durchbohrung  des  kleinen  verti- 
calen  Theilkreises  eingeführt  Die 
Drehung  des  Kreises  ist  dann 
dadurch  zu  bewirken,  dass  die 
Schraube  ohne  Ende  s,  welche 


Fig.  219.     Vs  natürl.  Grösse. 


>  F.  KoHLBAüsoH,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  4,  1,  1878;  16,  609,  1882. 

'  Angefertigt  von  W.  Apbl  in  Göttingen. 

»  Constmirt  nach  Angaben  von  C.  Klein,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1879,  880. 
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in  das  Zahnrad  des  Kreises  eingreift,  mit  Hülfe  des  Schlüssels  u  gedreht  wird.  Das 
FlüssigkeitsgefiEtes  ist  durch  einen  Bajonnettyerschluss  mit  dem  Ringe  R  zu  verbinden. 
An  einem  Häkchen  an  der  unteren  Seite  des  Theilkreises  kann  ein  Thermometer  an- 
gehängt werden.  Das  Beobachtungsfemrohr  /  ist  an  dem  Träger  T  in  vertikaler 
Richtung  verschiebbar.  Gleichzeitig  sind  an  T  die  Schrauben  angebracht,  welche  dazu 
dienen,  die  optische  Aze  von  /  senkrecht  zur  Drehungsaxe  des  Theilkreises  K  zu  stellen. 
Diese  Lage  wird  hinreichend  genau  erreicht,  wenn  man  über  den  Theilkreis  nach  einem 
fernen  Gregenstande  visirt,  nöthigen^Eills  läugs  eines  auf  den  Kreis  gelegten  Lineals, 
und  auf  diesen  Gregenstand  das  Femrohr  einstellt  Um  die  G-renzebene  des  Präparates 
in  die  Drehungsaxe  zu  richten,  ersetzt  man  den  Halter  R^  welcher  zur  Aufnahme  eines 
Schirmes  bestimmt  ist,  durch  eme  Messerschneide,  welche  die  Drehungsaxe  in  ähnlicher 
Weise  wie  bei  manchen  Goniometern  bezeichnet  Die  Parallelstellung  des  Objectes 
mit  der  Axe  wird  am  bequemsten  mittelst  eines  kleinen  Spiegels  8  bewirkt,  der  an  der 
Säule  des  Instrumentes  angebracht  wird.  Damit  das  von  dem  Spiegel  zurückgeworfene 
Licht  nicht  zu  hell  ist  im  Vergleiche  mit  dem  Lichte  von  der  Objectfläche,  besteht  der 
Spiegel  aus  schwarzem  Glase.  Derselbe  ist  corrigirbar  und  wird  ein  für  alle  Mal  der 
Drehungsaxe  parallel  gerichtet  Auch  hierzu  dient  am  besten  ein  in  der  Kreisebene 
liegender  femer  Punkt,  indem  man  den  Spiegel  so  neigt,  dass  das  Spiegelbild  des 
Auges  in  gleicher  Höhe  ersciieint,  wie  dieser  ferne  Punkt  Ist  der  Spiegel  gerichtet, 
so  stellt  man  die  Objectfläche  mittelst  d^  Gelenkaxe  des  Krystallträgers  in  leicht 
ersichtlicher  Weise  so,  dass  die  Spiegelbilder  des  Auges  in  dem  Spiegel  und  in  dem 
Objecte  in  gleicher  Höhe  erscheinen.  Die  vorhin  erwähnte  Schneide  läset  hierbei  das 
Object  leicht  in  der  Drehungsaxe  halten.  Die  Beleuchtung  erfolgt  am  zweckmässigsten 
nach  einer  zuerst  von  £.  Mach  und  J.  Abbes  angewendeten  Methode  ^  in  der  Weise, 
dass  durch  eine  Linse  das  Licht  einer  etwa  1  m  entfemten  Na-Flamme  auf  dem  Prä- 
parat gesammelt  wird.  Sehr  deutlich  treten  die  Grenzlinien  hervor,  wenn  man  das 
Licht  aus  dem  Krystall  in  das  äussere  Mittel  strebend  eintreten  lässt;  alsdann  erscheint 
der  vorher  hellste  Theil  des  Gesichtsfeldes  vollständig  dunkel  und  das  bisUng  durch 
partiell  reflectirtes  Licht  erzeugte  Gebiet  wird  durch  partiell  gebrochenes  erleuchtet 

Um  einen  Grenzwinkel  i^  in  einer  bestimmten  EinfEdlsebene  (S  zu  messen,  bringt 
man,  während  die  Flamme  auf  der  rechten  Seite  des  Beobachters  steht  und  die  Normale 
der  Grenzebene  nach  rechts  geneigt  ist,  das  Präparat  in  die  Lage,  dass  die  Grenzlinie 
den  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  schneidet  Darauf  verfährt  man  ebenso  auf  der 
linken  Seite.  Der  Winkel,  um  welchen  man  das  Präparat  aus  der  ersten  Lage  in  die 
zweite  drehen  muss,  ist  der  doppelte  Grenzwinkel  für  den  Strahl  00^, 

Zur  Messung  der  Winkel  /  dient  ein  Oculargoniometer  (vgl.  S.  883). 

Unter  den  starkbrechenden  Flüssigkeiten  sind  für  Totalreflectometer  vor  allem 
geeignet:  a-MonobromnaphtaUn^  =s  Ci^H^Br  mit  dem  Brechungsindex  1,66264  für  Na- 
Licht  bei  8^  G.  (Abnahme  für  eine  Temperaturerhöhung  von  PC:  0,00045)  und 
Meihylenjodid^  a  CH,J,  mit  folgenden  Werthen  der  Brechungsindices  bei  8*  C: 

Li  Na  Tl 

1,7346  1,7466  1,7584; 

die  Abnahme  für  eine  Erhöhung  der  Temperatur  um  1^  C.  beträgt: 

0,00067  0,00071  0,00073. 

Löst  man  Jod  und  Schwefel  in  Methylenjodid  auf,  so  erhält  man  eine  Flüssigkeit,  deren 
Brechungsindex  1,85  übersteigt^ 


^  R  Mach  und  J.  Asbss,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  92  (2),  416, 1885.  Rep.  d.  Phys. 
22,  31,  1886. 

•  A.  Foox,  Zeitschr.  f.  Kryst  4,  590,  1880. 

>  R.  BsAmre,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  2,  72;  1888,  1,  213. 

*  E.  Bbbtbaxd,  BulL  soc.  fran^  de  min.  11,  81,  1888. 
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50.  Diejenigen  Methoden  zur  Bestimmung  von  Grenzwinkeln  der  Totalreflexion, 
welche  der  grössten  Grenauigkeit  fähig  sind,  beruhen  auf  einem  im  Princip  von 
WoLLASTOK^  angegebenen  Beobachtungsyer&hren. 

In  der  von  F.  Kohlbaüsch'  vorgeschlagenen  Versuchsanordnung  Gült  diffuses 
homogenes  Licht  durch  die  Fläche  I  eines  dreiseitigen  Qlasprismas  (Fig.  220)  um  als- 
dann an  der  Fläche  II  partiell  oder  total  reflectirt  xa  werden  und  durch  die  Fläche  III 
in  Luft  auszutreten.  Mit  einem  vor  der  Fläche  m  aufgestellten,  auf  Unendlich  accomo- 
dirten  Femrohre  kann  man  die  Grenze  zwischen  den  Gebieten  der  partiellen  und  der  totalen 
Reflexion  beobachten.  Wir  bezeichnen  den  Winkel  II:  III  mit  A  und  den  Grenzwinkel  der 
totalen  Reflexion  an  II  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  den 
Brechungswinkel  des  an  II  strei- 
fend einfnllenden  Lichtes  mit  t^. 
Der  Grenzstrahl  falle  auf  III 
unter  dem  Winkel  ß  und  trete 
unter  dem  Winkel  a  aus.  Dabei 
soll  a  von  der  Normale  der  Fläche 
in  nach  der  Prismenkante  II :  III 
hin  positiv  gerechnet  werden. 
Dann  ist  der  Grenzwinkel: 


(1) 

und    der 
Prismas: 


H^A±ß 
Brechungsindex 


des 


sma 


(2)  -2^-:-^= 


■8T^-BinU±^'  ^«-220.  Fig.  221. 

je  nachdem  n  positiv  oder  negativ  ist    Hieraus  folgt  durch  Elimination  von  ß: 

cos  A  :f:  sin  a 


2^»-  1  = 


sin^ 


eine  Relation,  welche  man  fSr  die  numerische  Berechnung  von  N  aus  den  gemessenen 
Winkeln  J,  a  ersetzen  kann  durch:' 


sm 


tan^  =s  2- 


[n    .  A^:tt\    .    (n       A±a\ 

J — , 

sm^ 


N=- 


eoap 


Es  befinde  sich  nun  ein  einfach  brechender  Körper,  dessen  Brechungsindex 
»  <  iV^  ist,  mit  einer  ebenen  Fläche  in  Berührung  mit  der  Prismenfläche  II  (Fig.  221). 
Die  vollständige  Verbindung  sei  heigestellt  durch  Zwischenschaltung  eines  Flüssigkeits- 
tropfens, dessen  Brechungsindex  >  n  ist  Sind  N,  A  und  der  Austrittswinkel  a  be- 
stimmt, so  kann  man  den  Werth  von  n  berechnen.    Denn  aus: 


JV^  = 


sma 


sin|9'       Bin{A±ß') 


folgt  durch  Elimination  von  ß': 


n  s  sin  ^  V  JV*  —  sin'  a   ±  cos  A  sin  o' , 


»  WoLLASTOK,  Phil.  Trans.  92  (2),  381,  1802. 

•  F.  KoHLKAUSCH,  Auu.  d.  Phys.  N.  F.  16,  603,  1882. 

*  EL  ScHBRiHG,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1883,  1,  171. 
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oder: 


sin  ^  = 


N 


n  =  JV^8m(^  +  j), 


je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist. 

Diese  Methode  hat  den  Vortheil,  dass  sie  nicht  nur  auf  jedes  Spektrometer,  sondern 
auch  auf  jeden  Theilkreis,  vor  welchem  ein  Femrohr  fest  aufgestellt  werden  kann,  anwend- 
bar ist.  Dem  Totalreflectometer  von  F.  Kohlbaübch  gegenüber  ist  sie  einer  grosseren 
Genauigkeit  fähig,  weil  die  Temperatur  auf  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Prisma  einen 
viel  geringeren  Einfluss  übt,  als  auf  den  Brechungsindez  der  in  jenem  Apparate  an- 
gewandten Flüssigkeit.  Auch  verfügt  man  in  den  Jenenser  Glassorten  über  Substanzen 
von  höheren  Brechungsindices,  als  die  zu  Gebote  stehenden  Flüssigkeiten  besitzen. 

Die  Frage,  welchen  Querschnitt  man  fKr  ein  gleichschenkliges  Prisma  mit  dem 
Winkel  I :  II  »  II :  III  =  ^  und  dem  Brechungsindez  JSf  wählen  müsse,  so  dass  an  dem- 
selben  alle  zwischen  1  und  N  gelegenen  Brechungsindices  n  gemessen  werden  können, 
ist  von  K.  ScHEBiNO  beantwortet  worden.^  Bezeichnet  man  mit  A'  und  Ä'  zwei  Grenz- 
werthe,  welche  gegeben  sind  durch: 


cos  -4  =  -T^  > 


cot- 


^yjs^-i' 


so  muss  Ä  zwischen  Ä  und  Ä'  liegen:  Ä^A^A",  Fallen  Ä  und  A"  zusammen, 
so  folgt  aus  IjN^  cos^  =  sin^/2,  dass  -4  =  60®  und  N^  2  ist.  Für  iV<2  wird 
cos-4'>l/2,  also  ^'<60^  und  sin-4'72>  1/2,  also  -4">60«.  Daher  wird  man 
an  allen  Prismen,  deren  Brechungsindex  N  kleiner  als  2  ist  und  deren  QiiersekniU 
ein  gleichseitiges  Ih*eiseii  bildet,  die  zwischen  1  und  N  liegenden  Brechungsindices  n 
bestimmen  können.  Allein  die  theoretisch  möglichen  Grenzen  von  n  können  in  der 
Praxis  nicht  erreicht  werden,  da  bei  der  Annäherung  an  dieselben  die  zu  beobach- 
tenden Erscheinungen  undeutlich  werden.  Die  Deutlichkeit  hängt  nämlich  von  der 
Breite  des  Lichtbündels  ab,  welches  von  der  Grenzfläche  des  Körpers  hinter  der 
Fläche  II  reflectirt  und  an  III  gebrochen  wird,  um  dann  in  das  Femrohr  zu  gelangen. 
Bezeichnet  man  die  Breite  der  rcflectirenden  Fläche  mit  b  und  die  Breite  des  ana- 
tretenden Lichtbündels  mit  b'  (Fig.  221),  so  ist: 

, ,      ,  cos  »' 

0  =  0 •  cos«. 

C08|9 

Betrachtet  man  jetzt  b'  als  Funktion  von  NnndAy  so  kann  man  die  relativen  Mazima 
von  b'  für  einen  constanten  Brechungsindez  iV  oder  einen  coustanten  Prismenwinkel 
A  aufsuchen.  Das  von  B.  Hecht  ^  erhaltene  Resultat  ist  dieses :  Für  jene  Winkel  o, 
welche  in  dem  auf  S.  409  erläuterten  Sinne  positiv  gerechnet  sind,  ist  b'  kleiner  als 
5/2  und  zwar  um  so  kleiner,  je  mehr  a  nach  der  positiven  Seite  hin  zunimmt;  för 
negative  Winkel  a  wächst  b'  bis  zu  einem  Maanmumy  welches  etwa  bei  a  =  —  27* 
bis  —  28  ®  erreicht  wird,  um  darauf  wieder  abzunehmen.  Dieser  Zusammenhang  wird 
durch  folgende  Tabelle  erläutert,  welche  die  zu  den  angegebenen  Werthepaaren  n^  S 
gehörigen  Werthe  des  Faktors  cost^cosa/cos/?  und  des  Winkels  a  enthält 


n 

iV^=2,04 

N  =  1,93 

N^  1,82 

iV=l,72 

iV% 

=  1,61 

1,1 

0,413 

-69,8« 

0,514 

-55,6° 

0,612 

-44,90 

0,659 

-86,4'> 

0,675 

-27,9* 

1>2 

0,494 

-56,1 

0,593 

-45,3 

0,644 

-35,7 

0,658 

-27,7 

0,648 

-19,2 

1,3 

0,578 

-45,8 

0,629 

-35,9 

0,644 

-26,9 

0,630 

-19,0 

0,585 

-10,9 

h^ 

0,615 

-35,9 

0,632 

-26,8 

0,617 

-17,9 

0,575 

-  9,5 

0,494 

+  0,6 

15 

0,621 

-26,6 

0,607 

-17,6 

0,562 

-  8,2 

0,489 

+   1,2 

0,356 

+  14,1 

1,6 

0,599 

-17,1 

0,555 

-  7,7 

0,477 

+  2,7 

0,858 

+  14,7 

1>7 

0,550 

-  7,4 

0,474 

+  3,3 

0,346 

+  16,7 

1,8 

0,468 

+  ^A 

0,349 

+  17,2 

1,9 

0,849 

+  18,0 

»  K.  ScHBRiNQ,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1883,  1,  169. 
•  B.  Hecht,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  2,  186. 
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Da  hiernach  rar  Bestunmung  von  n  ein  Prisma  am  geeignetsten  ist,  ßbr  welches  a 
moglielut  nahe  an  ^  27  ^  It^t^  so  wird  mit  Rücksicht  darauf,  dass  n  in  der  über- 
wiegenden Mehrzahl  der  Fälle  >  1,5  ist,  ein  gleichseitig  dreiseitiges  Prisma  aus 
Jenenser  Glas  mit  dem  Brechungsindex  JV  =  1,96  für  Na-Licht  am  geeignetsten  sein 
zur  Ermittelung  der  zwischen  1  und  N  liegenden  Brechungsindices.  Indessen  empfiehlt 
es  sich  für  schwächer  brechende  Substanzen  noch  ein  zweites  Prisma  mit  iV^=  1,7 
zur  Verfügung  zu  haben. 

&1.  Um  nach  dieser  Methode  die  bei  der  Totalreflexion  an  Rrystallen  auf- 
tretenden Erscheinungen  mit  Hülfe  eines  Spektrometers  messend  verfolgen  zu  können, 
muBS  neben  den  Vorrichtungen  zur  Justirung  des  Prismas  noch  ein  KrystaJMräger 
angebracht  werden,  welcher  das  an  der  Prismenfläche  II  anliegende  Objeet  um  eine 
auf  II  senkrecht  stehende  Axe  zu  drehen  und  die  Drehungswinkel  zu  messen  ge- 
stattet   Ein  hierzu  geeigneter  Apparat  ist  in  Fig.  222  abgebildet^ 


Fig.  222. 

Die  verticale  Axe  8  des  Spektrometers  (Fig.  193,  S.  378)  trägt  einen  Tisch, 
welcher  dazu  dient,  die  Drehungsaxe  des  Theilkreises  T  senkrecht  zu  iS  zu  richten. 
Von  den  beiden  kreiBförmigen  Scheiben  dieses  Tisches  ist  die  untere  mit  S  fest  ver- 
bunden, die  obere  liegt  auf  der  unteren  nur  im  Centrum  mittels  einer  kleinen  Kugel - 
fläche  auf,  wird  gegen  dieselbe  durch  eine  in  der  Zeichnung  nicht  sichtbare  Feder 
angepresst  und  kann  durch  die  beiden  Schrauben  aa  etwas  verstellt  werden.  Auf 
der  oberen  Platte  des  Tisches  sitzt  die  Schiene  d,  auf  welche  das  Totalreflcctometer 
vermittelst  des  Schiebers  e  aufgeschoben  wird.  Mit  e  ist  die  Schiene  t  fest  verbunden, 
welche  das  Lager  g  für  die  Axe  h  des  Theilkreises  T  trägt.  Auf  h  sitzt  eine  aus 
zwei  Gylinderschlitten  xx  bestehende  Justirvorrichtung.     Um  h  senkrecht  auf  8  zu 


^  Th.  Liebisch,  Zeitschr.  f.  Instr.  4,  185,  1884;  5,  13,  1885.  (Construirt  von 
R.  Füsss  in  Berlin  1882.)  Mit  diesem  Totabreflectometer  sind  die  Messungen  von 
J.  Dakksr  (N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  4,  241,  1885)  und  Fb.  L.  Pebbot  (Arch.  sc. 
phys.  et  nat  (3)  21,  113,  1889;  Compt  rend.  108,  137,  1889)  ausgeführt  worden. 
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richten,  befestigt  man  auf  xx  dnen  Spiegel  and  bringt  das  Totalreflectometer  in  die 
Lage,  dass  man  im  Beobaehtongsfemrohr  F  ein  Bild  des  im  CoUimator  C  enthaltenen 
Signals  erblickt;  mit  Hülfe  von  xx  erreicht  man,  dasa  dieses  Bild  bei  einer  Dr^mig 
des  Theilkreises  T  seine  Lage  nicht  ändert  Darauf  wird  h  mit  Hülfe  der  Sduntuben 
aa  so  gestellt,  dass  sich  jenes  Bild  mit  dem  Fadenkreuz  in  JF  deckt,  also  der  auf  k 
senkrechte  Spiegel  parallel  8  steht  Nunmehr  ersetrt  man  den  Spiegel  durch  eine 
selbstthätige,  aus  einem  Cardanischen  Ringsjstem  bestehende  Andrückvorrichtung  er, 
auf  deren  Mittelstück  das  Präparat  geklebt  wird. 

Auf  die  Schiene  t  wird  der  Schlitten/  mit  dem  Prisma  P geschoben.  Um  durch 
Bewegungen,  welche  von  einander  unabhängig  sind,  successiye  die  Prismenfläcfae  II 
senkrecht  zur  Aze  h  und  die  Kante  II:UI  parallel  zur  Axe  8  richten  zu  können,  sind 
Drehung^  um  drei  auf  einander  senkrechte  Azen  erforderlich:  zwei  auf  einander  and  zur 
Aze  h  senkrechte  Azen  ßß  und  ö  ermöglichen  mit  Hülfe  der  Schrauben  a  und  ^^  die  erste, 
eine  auf  8  senkrechte  Aze  rjrj  gestattet  mittelst  der  Schraube  a  die  zweite  Justining. 

^ ^^^^^  Zur  Bestimmung  des  Austritttwinkels  a  des 

*^^j^'     y^  N^^  Grenzstrahles  ö  an  der  Prismenfläche  m  (Flg. 223) 

^''^^^JSv.  ^\  bedient  man  sich  eines  Gauss'schen  Oculars   im 

1^^'     '/Xtt^^^^^  \  Beobachtungsfemrohr  F,  oder  man  benutzt  den 

I  ^^F  \  CoUimator  C    Bei  dem  letzeren  Verfahren  musa 

\  *»'    ^^   ^^^^^>-^        ™*°  zunächst  den  Winkel  {FC)  «  2ifc  bestimmen« 

\         /^     ^  y^"^^^$S^     Dreht  man  nun  den  Theilkreis  des  Spektrometers 

\^/jt\^x\  ^  "'^  mit  dem  Totalreflectometer  aus  der  Anfangwlage, 

^JAP-*  '\^  wo  der  Grenzstrahl  6  in  die  optische  Aze  von  F 

/^if*         ^H  iSülty  in  die  Endlage,  wo  das  an  III  gespiegelte 

;     \\]  Bild  des  Collimatorsignales  die  Sichtung  jF*  besitzt, 

AT      •  so  beschreibt  die  Normale  N  der  Fläche  m  den 

Fig.  228.  Winkel  a  +  ik  »  (A^i?) ,  falls  R  die  Halbinrngs- 

gerade  von  {FC)  bedeutet 

Besitzt  das  Präparat  ausser  der  Grenzebene  %  an  seinem  Bande  noch  eine  zweite 

spiegelnde  Fläche  %\  so  kann  die  krystallographische  Orientirung  der  EinfalUehene 

^^{FC)  auf  die  Schnittgerade  ®:^'  bezogen  werden.    Man  hat  nur  nöthig  dem 

Präparat  durch  Drehen  von  T  und  8  die  Stellung  zu  geben,  in  welcher  das  an  9' 

gespiegelte  Bild  des  Collimatorsignales  in  die  Richtung  F  flLllt    Alsdann  ist  (11:9' 

parallel  zur  Aze  8  und  senkrecht  zur  Ebene  iL 

Zur  Messung  der  Winkel  x  dient  das  Oculargoniometer  Fig.  201 ,  S.  388.  Dabei 
ist  zu  beachten,  dass  in  Folge  der  Ablenkung  durch  das  Prisma  die  Abweichong  jener 
Winkel  von  90^  etwas  grösser  erscheint,  als  sie  in  Wirklichkeit  ist.* 

52.  Die  WoLLASTO»*sche  Methode  ist  femer  in  der  Weise  modificirt  worden,  dass 
an  Stelle  des  Glasprismas  eine  halbkugelförmige  Linse  (£.  Bbbtb^ito,*  £.  Abbb)  oder 
ein  Glascjlinder  (C.  Pulfbich)  gesetzt  wurde. 

Das  Bertrand'sche  Instrument,  welches  nur  zu  angenäherten  Messungen  dient, 
besteht  aus  einer  Metallhülse,  welche  an  dem  einen  Ende  unter  80^  g^gen  die  Rich- 
tung ihrer  Aze  abgeschnitten  ist  Auf  der  Schnittfläche  ist  eine  MetaUplatte  befestigt, 
welche  in  der  Mitte  eine  hcUbkugelformige  Linse  von  5  mm  Badius  aus  stark  brechen- 
dem  Glase  trägt,  derart,  dass  der  Mittelpunkt  der  Linse  in  die  Aze  der  Hülse  und 
die  ebene  Aussenfläche  derselben  in  die  Metallplatte  fällt  Die  Beleuchtung  der  Linse, 
in  deren  hinterer  Brennebene  sich  ein.Glasmikrometer  befindet,  erfolgt  dureh  eine  mit 


1  Th.  Libbisch,  N.  Jahrb.  f.  Mm,  1886,  2,  68.  ->  B.  Hboht,  N.  Jahrb.  f.  Min. 
1887,  1,  218;  2,  180.    Ann.  d.  Phjs.  N.  F.  32,  275,  1887. 

*  E.  Bbbtbahi),  Bull.  soc.  min.  de  France  8,  875,  426,  1885.  Bull.  aoc.  firan^ 
de  min.  9, 15, 1886;  10, 140, 1887.  —  E.  Mallabd,  BulL  soc.  fran^  de  min.  9, 167,  1886. 
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mattem  Glase  venchloBsene  seitliche  Oefihong  der  Hülse.  An  dem  anderen  Ende 
dieser  Hülse  ist  eine  verschiebbare  Ocolarlinse  angebracht.  Zur  Herstellung  der 
Verbindung  des  Präparates  mit  4er  Aussenflftche  der  Linse  empfiehlt  Bebtband  Dibrom- 
naphfylphenylcic€ton,  dem  einige  Tropfen  Monobromnaphtalin  hinzugefügt  sind;  der 
Brechungsindez  für  Na-Licht  beträgt  1,70.^ 

Ein  gerader,  vertikal  stehender  und  drehbarer  GUucylinder  ^  dessen  Mantel  und 
obere  Endfläche  gut  geschlifPen  und  polirt  sind,  ist  von  C.  Pulfbioh  zur  Construktion 
eines  Totalreflectometers  vorgeschlagen  worden.'  Der  Cjlinder  ruht  auf  einer  Centrir- 
Vorrichtung,  die  sich  über  dem  Mittelpunkte  eines  drehbaren  Horizontalkreises  erhebt. 
Das  Präparat  wird  auf  die  obere  Endfläche  des  Cylinders  gelegt  und  von  unten  her 
durch  diflnses  homogenes 
Licht  beleuchtet  Besitstdas 
Präparat  vertikale  Seiten- 
flächen, so  ist  streifend  ein- 
fallendes Licht  vorzuziehen. 
Das  reflectirte  Licht  gelangt 
in  ein  gebrochenes,  um  die 
Axe  eines  Vertikalkreises 
drehbares  Femrohr. 

Für  das  Totalrefracto- 
meter  vonE.  Abbs  '(Fig.224) 
ist  wieder  eine  Halhhugel  K 
aus  Glas  gewählt  Eine 
solche  ist  einerseits  leichter 
in  grosser  Vollkommenheit 
herzustellen  als  einCylinder. 
Dieselbe  bietet  andererseits 
die  Möglichkeit,  den  Mangel 
an  Bildschärfe ,  welcher 
durch  die  Brechung  der 
Strahlen  an  der  Austritts- 
fläche  unvermeidlich  herbei- 
geföhrt  wird,  auf  bequeme 
Weise  und  vollständig  zu  be- 
seitigen. Zu  diesem  Zwecke 
ist  folgende  Anordnung  ge- 
troffen: Die  Vorderlinse  o 
des  Beobachtungsfemrohrs 
besteht  aus  gleichem  Glase 
wie  die  Halbkugel,  hat  nach 
Aussen  dieselbe  Krümmung 
wie  jene  und  ist  ihr  ganz 
nahe  gerückt  Es  wird  daher 
die  Brechung  der  Strahlen 
an  der  Halbkugel  gerade 
compeneirt  durch  die  Bre- 
chung an  der  Hohlfläche  von  o.  Das  Femrohrobjectiv  aber  ist  so  berechnet,  dass  es 
für  tinettdlich  ferne  Objecte  korrigirt  wäre,  wenn  seine  Aussenseite  ehen  wäre.    Man 


Fig.  224. 


^  Vgl.  H.  G.  Madan,  PhiL  Mag.  (5)  21,  245,  1886. 

*  C.  PuLFBiCH,   Ann.  d.  Phys.  N.  F.  30,  193,  487;   31,  724,  1887.    Zeitschr.  f. 
Instr.  7,  16,  55,  392,  1887.    (Construirt  von  M.  Wolz  in  Bonn.) 

*  S.  CzAPSD,  Zeitschr.  f.  Instr.  9,  360,  1889.    (Construirt  von  C.  Zbiss  in  Jena.) 
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kann  sich  also  das  wirkliche  Fernrohrobjeküv  bestehend  denken  ans  jenem  ObjecCiv 
mit  planer  Vorderfläche  und  einer  darauf  gesetzten  Pianconcavlinse  aus  gleichem  Glase, 
welche  letztere  mit  der  planen  Oberfläche  der  Halbkugel  gewissermassen  ein  Pritma 
von  variablem  Winkel  bildet.  Die  Einstellung  auf  die  Grenzen  im  reflectirten  wie  im 
durchgelassenen  Licht  ist  daher  von  vorzüglicher  Schfiife  über  das  ganze  Sehfeld. 

Die  Ablesung  am  verticaien  Theilkreis  V  ergiebt  mit  Nonien  N  noch  gut  20". 
Die  Einstellung  ist  eine  entsprechend  scharfe,  so  dass  die  Genauigkeit  der  Heasang 
die  vierte  Decimale  des  Brechungsindex  bis  auf  wenige  Einheiten  sicherstellt  Zur 
Erleichtening  der  Beobachtung  ist  das  Femrohr  ein  dreifach  gebroekenea^  derart,  dass 
die  aus  der  Kugel  parallel  zum  Verticalkreis  V  austretenden  Strahlen  durch  drei- 
malige Totalreflexion  in  die  hohle  Axe  jenes  Kreises  gelenkt  werden.  Das  Bild  der 
Grenzen  entsteht  also  innerhalb  dieser  Axe  und  wird  hier  durch  ein  Ocular  O  mit 
Fadenkreuz  beobachtet.  Diese  Beobachtung  erfolgt  daher  auf  derselben  Seite  von  V 
wie  die  Ablesung  der  Nonien  N,  Die  reflectirenden  Flächen  in  dem  Clause  O  G 
bilden  die  Endflächen  an  einander  gekitteter  Glasprismen,  so  dass  Lichtverlnate  und 
störende  Reflexe,  wie  sie  durch  trennende  Luftschichten  hervorgerufen  werden  worden, 
möglichst  vermieden  sind.  Der  Kreis  K  dient  zur  Drehung  des  ganzen  Fernrohres 
um  die  horizontale  Axe  von  V. 

Um  femer  das  einfallende  Licht  bequem  in  die  Kugel  zu  dirigiren,  ist  ein  kidner 
Spiegel  B  an  einem  Arm  um  die  Axe  des  Verticalkreises  drehbar  und  innerhalb  des 
ihn  tragenden  Bügels  neigbar.  Man  kann  dann  die  Lichtquelle,  etwa  in  der  Ver- 
längerung der  Axe  des  Verticalkreises,  fest  aufstellen  und  nach  Belieben  mittelst  des 
Spiegels  streifende  oder  gegen  die  Planfläche  der  Halbkugel  geneigte  Incidenz  der 
Strahlen  von  jeder  Seite  her  bewirken. 


53.  Beleuchtet  man  die  Hjpothenusenfläche  eines  Reflexionsprismas  mit 
Licht,  so  erblickt  man  an  der  Grenze  der  Gebiete  der  totalen  und  der  partiellen 
Reflexion  einen  fEurbigen  Saum,  den  „blauen  Bogen*',  wie  ihn  Nbwtoh  nannte.  £.  Magb  ^ 
zeigte  durch  eine  grosse  Reihe  interessanter  Versuche,  wie  man  die  spektrale  Zer- 
legung dieses  Farbengemisches  an  einem  Spektrometer  beobachten  könne,  und  mit 
welchen  einfachen  Hülfsmitteln  die  objective  Darstellung  des  Spektrums  gelingt  In- 
zwischen hatte  F.  Kohlbaüsch  '  empfohlen,  zur  Bestimmung  der  Disperdon  der  K17- 
stalle  an  seinem  Totalreflectometer  ein  Spektroskop  als  Ocular  anzubringen.  Dieser 
Vorschlag  wurde  zuerst  von  Ch.  Sosbt  '  durch  einen  sehr  complicirten  Apparat  ans- 
geführt  In  einfacherer  Weise  erreicht  man,  wie  später  G.  Polfbich^  nachgewiesen 
hat,  dasselbe  Ziel,  indem  man  den  Ocularauszug  des  Beobachtungsfemrohrea  dorch 
ein  geradsichtiges  Spektroskop  ersetzt  und  dabei  nach  der  von  E.  Mach  ang^ebenen 
Methode  den  Spalt  des  Spektroskops  parallel  zur  Verbindungsebene  der  Normale  der 
Grenzfläche  mit  der  Axe  des  ßeobachtungsfemrohres  richtet,  so  dass  ein  Spektrum 
entsteht,  dessen  Dispersion  zu  dieser  Ein&llsebene  senkrecht  liegt 

Man  stellt  das  Präparat  zunächst  so  ein,  dass  bei  Beleuchtung  mit  Na-Ueht 
eine  Grenzcurve  im  Gesichtsfelde  des  Femrohres  auftritt  Darauf  bringt  man  dicht 
hinter  die  Na-Flamme  zur  Erzeugung  des  Spektrums  eine  weisse  Flamme  und  ersetat 
nun  das  Ocular  des  Femrohres  derart  durch  ein  geradsichtigeB  Spektroskop,  dass  der 
Spalt  des  letzteren  in  die  hintere  Brennebene  des  Objectivs,  in  der  sich  vorher  das 
Fadenkreuz  befand,  und  gleichzeitig  in  die  Einfallsebene  zu  liegen  kommt  Alsdann 
erblickt  man  eine  das  Spektrum  schräg  durchziehende  Grenzcurve.   Gleichaeitig  ist  in 

^  E.  Mach  und  v.  Osnobischdv,  Anz.  Wien.  Akad.  1875,  No.  X.    £.  Mach  und 
J.  Abbes,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  92,  (2),  416,  1885.  Rep.  Exp.  Phys.  22,  31,  1886. 
'  F.  Kohlbausch,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  4,  8,  1878. 

»  Ch.  Sorbt,  Arch.  sc.  phys.  et  nat  (3)  9,  6, 1883.  Zeitschr.  f.  Kryat  7,  529, 1887. 
♦  C.  PüJLFRioH,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  80,  487,  1887.    Zeitecfar.  Instr.  7,  55,  1887. 
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der  heilen  NatriumÜDie  die  Grenze  deutlicli  zu  Bohcn.  In  analoger  Weiae  kann  man 
im  Spektrum  die  hellen  Linien  anderer  Metalle  (Kaa,  Li«,  Th«,  Cs«  u.  s.  w.)  hervor- 
rufen. Hat  man  noch  vor  dem  Spalt  einen  Querfaden  angebracht,  der  als  eine  das 
Spektrum  durchziehende  dunkle  Linie  erscheint,  so  kann  man  jetzt  das  Präparat  so  ein- 
stellen, dass  der  Schnittpunkt  der  G-renzcurve  mit  einer  hellen  Spektrallinie  auf  jene 
dunkle  Linie  fällt  Auf  diesem  Wege  gelingt  es  die  Grenzwinkel  dei'  Totalrefluzion 
für  eine  grössere  Zahl  von  Wellenl&ngen  zu  ermitteln. 

54.  Totalreflexion  an  optisch  einaxigen  Krystallen.^  —  Die  Orieutirung 
der  Grenzebene  ®  sei  durch  den  Winkel  fi  zwischen  ihrer  Normale  und  der 
optischen  Axe  gegeben;  die  Einfallsebene  ®  sei  gegen  den  Hauptschnitt  $ 
der  Grenzebene  unter  dem  Winkel  (§6)  —  i?"  geneigt.  Femer  seien  o,  c  die 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  im  Eiystall  und  t)  die  Lichtgeschwindigkeit  in 
dem  an  die  Fläche  ®  grenzenden  einfach  brechenden  Mittel,  in  welchem 
die  totale  Reflexion  stattfindet.  Dann  sind  die  Qrenztvinkel  der  totalen  Reflexion 
«0  und  Xq   in  der  Ebene  @  als  Funktionen  von  |w,  &,  0,  C,  t)  bestimmt  durch: 

I.  smio  =  - 

II  ^Ih.  —  1  , e*  +  (o'  —  e')  cos*  ^i ^ 

ö*     "~  e*    e'  +  (o*  —  c*)  (cos*  fi  +  sm*  /*  cos*  ^) ' 

Diese  Relationen  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (2),  S.  313,  welche  zur 
Berechnung  der  Brechungswinkel  qp  der  Wellennormalen  in  der  Ebene  (S 
dienen.  Soll  totale  Reflexion  eintreten,  so  haben  wir  in  der  ersten  dieser 
Gleichungen  cp  »  90^  zu  setzen;  dadurch  erhalten  wir  I.  Andererseits  muss 
nach  S.  293  die  Discriminante  der  zweiten  Gleichung  verschwinden: 

und  diese  Bedingung  liefert  uns  die  Relation  II,  welche  nach  Einführung 
zweier  Hülfswinkel  x,  A  in  eine  logarithmisch  bequemere  Form  gebracht 
werden  kann.  Je  nachdem  der  Charakter  der  Doppelbrechung  positiv  (o  >  c) 
oder  negcUiv  (o  <  c)  ist,  setzen  wir: 


taiix  =  ^^°  +  f°-'^co8<u 

0  ' 

Dann  ist: 


V(C  +  0)  (C  —  0) 

sm  X  =  ^^        '^ cos  a 


tan 


i  =  V:(L-!L?)ili:±)8in^sin*. 


sin  tp'  _  1  sin  ^  __  cos  x  cos  it 

X>       ~"  OCOBäCOSJI*  D       "~  0  * 

Liegt  die  Einfallsebene  ®  parallel  zum  Hauptschnitt  $  der  Grenzebene 
(19-  =  0),  so  ist  nach  II: 


-t)^  =  ö*  +  b-'r*)^^«'*  =  F*' 


Th.  Lisbiscb,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1885,  1,  246;  %  208;  1886,  2,  52. 
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falls  mit  i'  die  Geschwindigkeit  des  aasserordentUcheii  Strahles  bezeichnet 
wird,  dessen  Richtung  durch  die  Schnittgerade  von  ®  und  §  gegeben  ist 
Andererseits  erhalten  wir  für  die  zum  Hauptschnitt  senkrechte  Einfalls- 
ebene {&  =  90«): 

sinio' 1_ 

ö«     "■  c  • 

Darau>s  folgt,^  dass  an  einer  beliebigen  Grenxebene  eines  gewöhnlichen  qpUsch 
einaxigen  Krystaüs  atts  den  vier  Gretvuoinkeln  der  totalen  Reflexionj  welche 
man  erhält  j  wenn  man  als  Mnfaüsebenen  den  JSauptschnitt  und  die  zu  ihm 
senkrechte  Ebene  wähltj  nicht  nur  die  beiden  Hauptlichtgeschwindigkeiten 
0,  e  sondern  a/uch  den  Winkel  (90«  —  fi)  der  Qrenxebene  gegen  die 
optische  Axe  ermittelt  werden  können.  Dabei  bestimmt  man  die  Geschwin- 
digkeit 0  zwei  Mal  und  findet  jenen  Winkel  aus: 

j i_ 

sin2(90«-^)  =  ^J ^-^ 

Die  Gleichung  I  stellt  einen  für  jede  Lage  der  Gremebene  constanien 
Kreiskegel  Ä  dar,  dessen  Axe  die  Normale  der  Grenzebene  ist.  Auf  fi 
liegen  in  dem  äusseren  Mittel  die  Grenzstrahlen  der  totalen  Reflexion,  welche 
den  in  der  Grenzebene  enthaltenen  ordentlichen  Strahlen  entsprechen. 

Betrachtet  man  in  II  die  Grössen  fi,  o,  c,  ö  als  constant,  dagegen  *,  i^ 
als  veränderlich,  so  stellt  diese  Gleichung  den  Kegel  ^  dar,  auf  welchem  die  den 
ausserordentlichen  Strahlen  der  Grenxebene  entsprechenden  Grenzstrahlen  m  dem 
äusseren  Mittel  liegen.  Da  II  nicht  geändert  wird  durch  Yertauschung  von 
i^'  mit  —  i^  oder  n  —  i^  und  von  &  mit  —  &  oder  «  —  t?*,  so  ist  St  sym- 
metrisch nach  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen:  der  Grenzebene  ®, 
dem  Hauptschnitt  derselben  §  und  der  zu  ®  und  §  normalen  Ebene. 

Die  folgende  Untersuchung  wird  vereinfacht,  wenn  wir  das  durch  die 
Symmetrieebenen  von  ft'  definirte,  also  mit  der  Grenzebene  fest  verbundene 
rechtwinklige  Coordinatensystem  einfuhren.  Wir  bezeichnen  die  Schnitt- 
gerade von  ®  und  $  mit  H,  die  Normale  von  $  mit  H  und  die  Normale 
von  ®  mit  Z.  Dann  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes,  der  sich  in  der 
Entfernung  ^  vom  Einfallspunkte  O  (Fig.  133,  S.  292)  auf  dem  durch  die 
Winkel  «o  ^^^  ^i  ^^V-  V  ^^^  ^)  seiner  Richtung  nach  bestimmten  Grenz- 
strahle befindet: 

I  =  psin^cosi?',      ^  =  psini^sini?',      S==pcos»<j, 
so  dass: 

i'  +  v'  +  C'^Q^, 
(r  +  V')  =  ii'  +  ri"  +  S^  sin«  io ,      r  =  (I*  +  n^  cos* » . 

^  Dieser  Sats  wurde  von  F.  Kohlbaübch  ohne  Beweis  aii%e8tellt  Ann,  d.  Fhys. 
N.  F.  4,  16,  1878. 


Optisch  einaxige  KrystaMe.  417 


Demnach  gehen  die  Oietckungen  I  und  II  der  Kegel  fi  und  Sf  über  in: 
l\  (o»-t)')(r  +  »j»)-t)»^»  =  0, 

°*  (o'ca,»;'/e'BÜ>V->'')g'  +  («'-*'')^'->''g'°0- 

Der  Differenz  derselben: 

o*cos*a  I*  +  (o*cos*|w  +  c*sin2ju)i?*  «  0 
genügen  nur  die  Werthe  |  =  ?7  =  0;  d.  h.  im  Allgemeinen  haben  die  Kegel 
R  und  jf  nur  ihre  Spitze  O  gemein.    Ist  aber  die  Grenzebene  parallel  zur 
optischen  Axe  (cosusO),  so  berühren  sie  sich  in  den  im  Hauptschnitt 
{v  =  0)  gelegenen  Geraden. 

Nach  dieser  Vorbereitung  können  wir  dm  Winkel  x  berechnm,  welehm 
die  Einfallsebene  (E  des  durch  die  Winkel  &,  i^  gegebenen  Oremstrahles  O^q' 
mit  der  in  diesem  Strahle  an  den  Kegel  Sf  gelegten  TangentUMene  %  ein* 
schUesst.    Die  Gleichung  jener  Einfallsebene  lautet: 

|'-coti9'>?'  =  0 
und  die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist: 

oder,  wenn  die  Werthe  für  die  Coordinaten  |,  17,  ^  eines  Punktes  des  Grenz- 
strahles eingesetzt  werden: 

Aus  diesen  Gleichungen  der  Ebenen  S  und  %  folgt,  nachdem  cotto'  durch 
den  aus  n  fliessenden  Werth  ersetzt  ist: 

(1)  COS  (eX)  =  cos;ir  =  -^^ ^ 

worin: 

91  =  0*  [0*  c*  —  ö^  (0'  cos*  jiA  +  c*  sin*  jw)]  cos*  & 
+  (c*  —  ö*)  (0*  cos*  jii  +  c*  sin*  ^)*  sin*  i?* . 
Hieraus  ersieht  man,  dass  die  Grenzlinie  im  Gesichtsfelde  des  Beobach- 
tungsfernrohres, welche  der  ausserordentlichen  Grenzbrechung  entspricht 
(Fig.  215 — 218),  nur  dann  senkrecht  zur  Einfallsebene  (£  stehen  kann,  wenn 
die  Orentebene  senkrecht  zur  optischen  Axe  steht  (ju  =  0  oder  180^,  oder  wenn 
bei  einem  von  0  oder  180®  verschiedenen  Werthe  von  ju  die  Mnfallsebene 
parallel  oder  senkrecht  zum  Hauptschnitte  der  Orenxebene  liegt  {&  =  0^  90®, 
180®,  270®).! 

Für  eine  bestimmte  Grenzebene  und  ein  gegebenes  äusseres  Mittel, 
d.  h.  für  bestimmte  Werthe  von  fi,  k),  stellt  die  Relation  (1)  das  Gesetz 


^  Messungen  des  Winkels  x  wurden  am  Kalkspath  ausgefEÜirt  von  F.  Dankbb 
(N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil-ßd.  4,  265,  1885),  C.  Pülfbich  (ibid.  6,  182,  1887)  und 
J.  NoBBEKBBRO  (Verh.  naturh.  Ver.  d.  pr.  Rheinl.  46,  82,  1888). 
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dar,  nach  welchem  sich  im  Gesichtsfelde  des  Beobachtimgsfenirohies  die 
Neigung  der  Grenzlinie  gegen  die  Ein&Usebene  mit  dem  Azimut  dieser 
Ebene  ändert.  Die  Abweichung  des  Winkels  x  von  90^  wird  ein  Maximum 
für  diejenigen  Werthe  &^  von  &,  welche  durch: 

d    sin  &  cos  &  __  ^ 

oder  durch: 

.40.    _  0*  [0'  e«  -  D«  (0«  cos V  +  e«  Bin«  ^j] 

gegeben  sind.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  den  Symmetrieeigenschaften  des 
Kegels  R'  entsprechend  das  Maximum  jener  Abweichung  unter  den  vier 
Azimuten  &^,  -  ^^,  ISO«^-*^,  ISO^^  +  t?-^  eintritt,  wo  0<  i?'^<  9^/2  ist. 
In  dem  besonderen  Falle  einer  xm-  optischen  Axe  paraüekn  Grensuhene 
ifA  s=  90^)  lautet  die  Gleichung  des  Kegels  R': 

sin'io' 1 1 

wenn  mit  q'  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  ausserordentlichen  Wellen- 
ebene bezeichnet  wird,  deren  Normale  wie  die  Schnitt^erade  von  Grenzebene 
und  Einfallsebene  gerichtet  ist.    Der  Winkel  x  ist  bestimmt  durch: 

cos  y  =  (o«--e«)8in^cosj»  ^ 

Vo« (0"  -  ü»)~cÖ8«T+'c*(c«"^  D«)  sin^ ' 

nnd  die  Azimute  der  Einfallsebene,  unter  welchen  die  Abweichung  des 
Winkels  x  von  90®  ein  Maximum  erreicht,  sind  gegeben  durch: 

tans»,=°:i°:-'';. 

«I       e'  (c*  —  D*) 

55.  Verfolgen  wir  jetzt  die  Veränderungen^  weUske  die  Kegel  der  Grenz,- 
strahlen  erleiden  ^  wenn  sich  der  Brechungsindex  Ijt)  des  äusseren  Mittels 
ändert,  so  müssen  wir  zwischen  positivem  und  negaUvem  Charakter  der  Doppel- 
brechung unterscheiden. 

In  dem  ersten  Falle  ist:  In  dem  zweiten  Falle  ist: 

rt2  ^ ?l!! ^  c*  •  0*  ^ ^^ ^  c* . 

—  o'coa'f*  +  c*8in*|it —  — 0*  cos' /w  +  e*  sin* /a  — 

1.  Esseit)<e,alsoderBrechungs-  1.  Es  sei  t)<o,  also  der  Brechungs- 
index 1/t)  grösser  als  der  Haupt-  index  l/k)  grösser  als  der  Brechungs- 
brechungsindex  1/eder  ausserordent-  index  I/o  der  ordentlichen  Strahlen, 
liehen  Strahlen,  so  wird  der  äussere  so  wird  der  innere  Kegel  St'  von  einer 
Kegel  fi'  von  einer  zur  Grenzebene  znr  Grenzebene  parallelen  Ebene  in 
parallelen  Ebene  in  einer  Ellipse  ge-  einer  jBZ^^^e  geschnitten,  deren  AMn^e 
schnitten,  deren  grössere  Axe  senk-  Axe  senkrecht  zum  Hauptschnitt  ^ 
recht  zum  Hauptschnitt  $  steht  und  steht  und  für  alle  Winkel  fA  constant 
für   alle   Winkel  /jl  constant   bleibt  bleibt  (Fig.  226).    Die  grössere  Axe 
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(Fig.  225).  Die  kleinere  Axe  erhalt 
ihren  kleinsten  Werth,  welcher  gleich 
dem  Badins  des  Schnittkreises  jener 
Ebene  mit  dem  inneren  Ereiskegel 
5t  ist,  wenn  die  Grenzebene  znr 
optischen  Axe  parallel  lanft(fi »  90^. 


Fig.  226. 

2.  Ist  t)  =  e,  so  zerföUt  5t'  in 
zwei  anf  dem  Hauptschnitte  senk- 
rechte Ebenen,  welche  mit  der  Nor- 
male der  Grenzebene  den  Winkel  0 
bilden: 

cot  0  =  1^ 

-.  j-  i/ o*-t* sinfi. 

-^    1^  0*  cos'  fjL  +  t*  sin'  fi 

Diese  Ebenen  fallen  for  eine  zur 
optischen  Axe  senkrechte  Grenzebene 
(^  :=  0)  mit  dieser  zusammen;  sie  be- 
rühren den  Ereiskegel  5t  in  den  im 
Hauptschnitte  (i?  ==  0)  gelegenen  Ge- 
raden, falls  die  Grenzebene  zur  op- 
tischen Axe  parallel  läuft. 

8.  Ist  0  >  ö  >  c,  so  zerßllt  St' 
auf  derjenigen  Grenzebene,  für  welche 
der  Winkel  ß  die  Bedingung: 

ö*  (o*  cos*  ^  +  c'  sin'  p)  =  o*  c' 
erfüllt,  in  zwei  imaginäre  Ebenen: 


y-  (0*  -  e«) 


erhält  ihren  grössten  Werth,  welcher 
gleich  dem  Badius  des  Schnittkreises 
jener  Ebene  mit  dem  äusseren  Ereis- 
kegel fi  ist,  wenn  die  Grenzebene 
zur  optischen  Axe  parallel  läuft 
(iii  =  90«). 


2.  Ist  ö  =  0,  so  verschwindet  der 
Ereiskegel  5t  vollständig;  5t'  bleibt 
im  Allgemeinen  ein  elliptischer  Eegel, 
zerföUt  aber  auf  einer  zur  optischen 
Axe  parallelen  Grenzebene  in  zwei 
zum  Hauptschnitte  derselben  symme- 
trisch liegende  Ebenen,  deren  Glei- 
chungen gegeben  sind  durch: 


1 

V 


V?"=T» 


sin/i. 


3,  Ist  0  <  t)<  c,  so  zerfiQlt  5t' 
auf  derjenigen  Grenzebene,  for  welche 
der  Winkel  fi  die  Bedingung: 

t)^  (o*  cos'  fji'  +  t*  sin'  fi)  =  o'  c' 
erfüllt,  in  zwei  zum  Hauptschnitte 
symmetrische  Ebenen: 

-^=  ±^ ^sina. 

V         ^         0 

27  • 
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Für  kleinere  Werthe  von  fi  ist  Ä' 
ein  imaginärer,  für  grössere  ein  reeller 
Kegel,  welcher  von  einer  zur  Grenz- 
ebene parallelen  Ebene  derart  in  einer 
Hyperbel  geschnitten  wird,  dass  die 
reelle  Axe  derselben  in  den  Haupt- 
schnitt fäUt  (Fig.  227). 


Für  kleinere  Werthe  von  .u  ist  ft'  ein 
elliptischer  Kegel;  dagegen  wird  S' 
für  grössere  Winkel  .«  von  einer  zur 
Grenzebene  parallelen  Ebene  derart 
in  einer  Hyperbel  geschnitten,  dass 
die  reelle  Axe  derselben  senkrecht 
zum  Hauptschnitte  steht  (Fig.  228). 


Kg.  227. 


Fig.  228. 


Zur  experimentellen  Verfolgung  dieser  Modificationen  der  Kegel  der 
Grenzstrahlen  bieten  sich  zwei  Wege  dar.  Man  kann  die  relativen  Werthe 
der  Lichtgeschwindigkeit  ü  in  dem  äusseren  Mittel  und  der  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten 0,  e  im  Krystall  einmal  dadurch  abändern,  dass  man  die 
Grenzebene  ®  des  Krystalls  mit  verschiedenen  äusseren  Mitteln  in  Be- 
rührung bringt,  aber  jedesmal  mit  demselben  einfarbigen  Licht  beleuchtet 
Andererseits  braucht  man  nur  ein  einziges  äusseres  Mittel  von  geeigneter 
Dispersion  zu  wählen,  um  dieselben  Modificationen  durch  Beleuchtung  mit 
verschiedenen  Lichtsorten  hervorzurufen. 

Nach  dem  ersten  Princip  hat  C.  Pulfeich^  eine  zur  optischen  Axe 
parallele  Schlifffläche  von  KcUkspatk  am  Totalreflectometer  von  F.  Kohl- 
BAusoH  in  fünf  Flüssigkeiten  mit  Na-Licht  untersucht,  nämlich  1.  in  einer 
concentrirten  Lösung  von  Phosphor  in  Schwefelkohlenstoff",  2.  in  Monobrom- 
naphtalin,  3.  in  Schwefelkohlenstoff,  4.  in  Anilin  und  5.  in  Aethylen- 
bromid.  Zwischen  den  Grenzkegeln,  welche  in  der  zweiten  und  der  dritten 
Flüssigkeit  erhalten  werden,  liegen  die  von  J.  Daneeb'  an  einem  Glas- 
prisma auf  dem  in  Fig.  222,  S.  411  abgebildeten  Totalreflectometer  im 
Na-Licht  beobachteten  Kegel.  Aus  der  folgenden  Tabelle  der  Brechungs- 
indices  ergiebt  sich  sofort,  welche  Gestalt  die  Kegel  der  Grenzstrahlen  in 
diesen  Fällen  annehmen  müssen. 


»  C.  PuLFBioH,  N.  Jahrb.  f.  Min.  Beü..Bd.  5,  167,  1887. 
»  J.  Dankeb,  N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  4,  241,  1885. 
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KalkBpath |^ 

PhoBphoT  in  Schwefelkohlenstoff  (20,0<^) 
a-Monobromnaphtalin  ....    (16,2^) 

GlMprisma (21,5*) 

Schwefelkohlenstoff (15,0<^) 

Anilin (21,0*) 

Aethylenbromid (22,5^ 


$t 

1,65850 

1,48635 

1,71898 

Kreiskegel 

1,65850 

— 

1,65011 



1,63190 

— 

1,58325 

— 

1,58631 

— 

Elliptischer  Kegel 
Zwei  sum  Hauptschnitt 
symmetrische  Ebenen. 
Hyperbolischer  KegeL 


Die  zweite  Methode  erfordert  ein  äusseres  Mittel  von  solcher  Dispersion, 
dass  l/ö  för  gewisse  Wellenlängen  zwischen  den  Hauptbrechungsindices  w 
und  «  liegt,  for  andere  dagegen  >  <  oder  >  cd  ist,  je  nachdem  der  Krystall 
einen  positiven  oder  einen  negativen  Charakter  der  Doppelbrechung  besitzt. 
Biese  Forderung  ist,  wie  J.  Nobbenbebg^  gezeigt  hat,  erfüllt  für  eine  zur 
optischen  Axe  parallele  Fläche  von  KaOcspalh,  welche  sich  im  F.  Kohl- 
rausch'schen  Totalreflectometer  in  MonobroinmaphtaUn  befindet.  Bei  16,1^  C. 
stimmt  der  Brechungsindex  dieser  Flüssigkeit 
für  Na-Licht  mit  t»  überein;  für  rothes  Licht 
li^  l/D  zwischen  oi  und  8,  und  für  blaues 
Licht  ist  l/ö  >  co: 


l/ö  (16,10  C.) 

6) 

B 

Ka. 

1,63988 

1,64993 

1,48268 

R 

1,64816 

1,65391 

1,48420 

Na 

1,65846 

1,65850 

1,48639 

Tl 

1,66868 

1,66292 

1,48840 

c»„ 

1,69894 

1,67196 

.  1,49245 

Die  in  Fig.  229  dargestellten  Schnittcurven  der 
Kegel  der  Grenzstrahlen  mit  einer  zur  Grenz- 
ebene parallelen  Ebene  im  Abstände  Eins  wer- 
den erhalten,  indem  man  die  Werthe  der  trigono- 
metrischen Tangenten  der  Grenzwinkel,  tan  i^ 
und  tan  i^^  als  Badien  in  den  zugehörigen  Azi- 
muten &  abträgt. 


2/a  Sa 

Fig.  229. 


56.  Totalreflexion  an  optisch  zweiaxigen  Krystallen.^  —  Die  Kegel  der 
Grenzstrahlen  werden  dargestellt  durch  die  Gleichung  D  =  0  (S.  293),  in 
welcher  a©,  o^,  Og,  03,  a^  die  auf  S.  354  angegebenen  Werthe  besitzen. 

'  J.  NoRBENBSBG,  Ueber  Totalreflezion  an  doppelbrechenden  Eiystallen.    Verh. 
naturh.  Ver.  d.  pr.  Rheinl.  45,  1, 1888.    Im  Auszüge:  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  84,  843, 1888. 
«  Th.  Leebwch,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1885,  2,  198;  1886,  2,  49,  58. 
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Von  besonderem  Interesse  sind  die  Fälle,  in  denen  die  Orenzebene  eme 
optische  Syrnmetrieebene  ist.  Alsdann  werden  die  (xrenzwinkel  definirt  durch 
die  Bedingung  a^  »  0  (S.  294),  worin  a^  aus  zwei  in  Bezug  auf  sin'«  linearen 
Factoren  bestellt  (S.  354),  so  dass  die  Kegel  der  Orenzstrahlen  getrennt 
dargestellt  werden  können. 

Wir  wählen  zunächst  X^X^  zur  (xrenzebene  und  nehmen  das  Azimut 
&  der  Einfallsebene  von  X^  X^  aus.    Unter  diesen  Voraussetzungen  ist: 


sin  in  __    1  sin'  i^'  ^ 


Lassen  wir  nun  die  Coordinatenaxen  Z,  H,  Z  (S.  416)  der  Reihe  nach  mit 
den  optischen  Symmetrieaxen  X^,  X^,  X^  zusammenfallen,  so  lauten  die 
Gleichungen  der  Kegel  der  Grenzstrahlen: 

Ä  ...    (a,«-ö«)(|«  +  r,«)~ö«?*  =  0 

ft'  ist  für  ü  <  Q3  ein  elliptischer  Kegel,  welcher  den  Kreiskegel  R  um- 
schliesst;  die  grossere  Ellipsenaxe  liegt  parallel  X^.  Ist  t) »  o,,  so  zerfallt 
Ä'  in  zwei  zu  X^  parallele  Ebenen.  Für  ö  >  (%  wird  ft'  von  einer  zur 
Grenzebene  parallelen  Ebene  in  einer  Hyperbel  geschnitten,  deren  reelle 
Axe  auf  X^  senkrecht  steht.^  Ist  a^  >  t^^o^,  so  wird  fi'  imaginär  und 
nur  der  Kreisk^el  bleibt  bestehen. 

Die  Neigung'  der  zu  dem  Kegel  St'  gehörigen  Grenzlinie  g^en  die 
Einfallsebene  ergiebt  sich  aus: 

fa*  —  Os*)  am  ^  cofl  ^ 


00s/  =  — 


Kot*  (a,»  -  t)«)  8m«  ^  +  0,*  (Q,«  -  ö*)  cos*  d^  5 


die  Abweichung  des  Winkels  /  von  90^  nimmt  ihren  grössten  Werth  an 
für  die  durch: 

bestimmten  Azimute  der  Einfallsebene. 

Auf  der  Grenzebene  X^  X^  erhalten  wir  für  ö  <  Og  einen  elliptischen 
Kegel  S',  welcher  von  einem  Kreiskegel  £  umschlossen  wird;  die  grössere 
Ellipsenaxe  liegt  parallel  X^.  Ist  ü  =  Q3,  so  fallt  ^  mit  der  Grenzebene 
zusammen,  und  für  ü  >  Q3  ist  ft  imaginär.  Der  Kegel  St'  zerfallt,  wenn 
0  =  03  ist,  in  zwei  zu  X^  parallele  Ebenen;  er  wird  von  einer  zur  Grenz- 
ebene parallelen  Ebene  in  einer  Hyperbel  geschnitten,  deren  reelle  Axe  auf 
Z,  senkrecht  steht,  falls  Qi  >  ö  >  Oj  (Fig.  226,  228). 


^  Fig.  225,  227  können  auch  zur  Erläutenmg  dieser  Erscfaeinongen  dienen, 
wenn  die  Aze  ^  in  die  Schnittgenule  des  Hauptschnittes  $  mit  der  Grenzebene  ge- 
legt wird. 

'  Hierfiber  liegen  Beobachtungen  von  J.  Dankeb  am  Aragonit  vor  (N.  Jahrfo. 
f.  Min.  BeU.-Bd.  4,  272,  1885). 
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Die  bemerkenswerthen  Erscheinungen  der  totalen  Reflexion,  welche 
eine  mer  Ebene  der  optieohen  Axen  paraMe  Orenxebene  darbietet,  lassen  sich 
leicht  ans  den  Eigenschaften  der  Indexfläche  entwickeln.  Durch  jede  ge- 
meinsame Tangente  des  Kreises  und  der  Ellipse,  in  denen  jene  Fläche  von 
der  Ebene  X^X^  geschnitten  wird  (Fig.  173,  S.  850),  geht  eine  auf  der 
Ebene  der  optischen  Axen  senkrecht  stehende  singulare  Tangentialebene  der 
Indexfläche,  deren  Normale  eine  Strahlenaxe  ist;  die  Badien  nach  ihrem 
Berührungskreise  bilden  den  zu  dieser  Strahlenaxe  gehörigen  Kegel  von 
Wellennormalen  (Fig.  168,  S.  843).  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Be- 
rührungspunkte des  auf  der  Ebene  der  optischen  Axen  senkrecht  stehenden 
Tangentencylinders  der  Indexfläche  nicht  nur  den  Kreis  und  die  Ellipse  er- 
füllen, in  denen  X^X^  die  Indexfläche  schneidet,  sondern  ausserdem  noch 
die  vier  Berührungskreise,  welche  auf  den  reellen  singulären  Tangential- 
ebenen der  Indexfläche  liegen.  Verbindet  man  jetzt  die  Schnittcurve,  welche 
der  Tangentencylinder  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  1/ü  erzeugt,  mit 
dem  Einüallspunkt  O,  so  erhält  man  als  Gesammtheit  der  Grenzsbrahlen: 
1.  einen  Kreiskegel  ^,  welcher  den  in  der  Grenzebene  enthaltenen  Strahlen 
Ton  constanter  Greschwindigkeit  entspricht;  2.  einen  Kegel  fi«,  entsprechend 
den  Strahlen  der  Grenzebene,  deren  Geschwindigkeit  sich  mit  ihrer  Rich- 
tung ändert;  8.  vier  Kegelmantelausschnitte  S,  welche  den  Wellennormalen- 
kegeln  der  Strahlenaxen  entsprechen. 

Wenn  die  Coordinatenaxen  Z,  H,  Z  der  Reihe  nach  zusammenfallen 
mit  X^j  X^,  X2  und  das  Azimut  &  der  Einfallsebene  von  ^2^3  ^^  S^ 
rechnet  wird,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichungen: 

Für  t)  <  Q3  ist  ft«  ein  elliptischer  Kegel;  die  grössere  Halbaxe  der  elliptischen 
Basis  liegt  parallel  X^. 

Die  Kegel  ft»  und  ß«  haben  die  vier  Geraden  K  gemein,  welche  in  den 
Azimuten  ^  =  ±  F  und  180^  ±  V  liegen.  Fällt  aus  dem  äusseren  Mittel 
ein  Strahl  in  der  Richtung  einer  Geraden  K  auf  die  Grenzebene,  so  ist  die 
zugehörige  gebrochene  Wellennormale  im  Krystall  eine  der  optischen  Axen. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  in  den  Richtungen  K  einfallenden  Strahlen 
beim  Eindringen  in  den  Krystall  der  mneren  konischen  RefracHon  unter- 
liegen. Von  den  Strahlen,  welche  den  zu  einer  optischen  Axe  gehörigen 
Strahlenkegel  bilden,  fallen  nur  zwei  in  die  Grenzebene,  von  denen  der  eine 
die  optische  Axe  selbst  ist;  die  übrigen  entgehen  der  Grenzbrechung.  Be- 
sitzt das  Krystallpräparat  die  Form  einer  hinreichend  ausgedehnten  plan- 
parallelen Platte,  so  treten  die  aus  der  inneren  konischen  Refraction  hervor- 
gegangenen Strahlen  parallel  zur  Einfallsrichtung  als  Strahlencylinder  wieder 
aus  der  Platte  heraus. 
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Wir  betrachten  jetzt  diejenigen  Geraden  des  Tangentencylinders,  welche 
in  die  vier  singolären  Tangentialebenen  der  Indexfläche  fallen.  Jede  dieser 
Geraden  berührt  die  Indexfläche  in  zwei  zur  Grenzebene  symmetrisch  liegen- 
den Punkten  des  Berührungskreises  der  zugehörigen  Tangentialebene.  Die 
Yerbindungsgeraden  dieser  Punkte  mit  dem  Einfallspunkt  sind  die  ge- 
brochenen Wellennormalen.  Für  alle  Wellennormalennach  einem  Berührungs- 
kreise ist  die  zugehörige  Strahlenaxe  der  ihnen  gemeinsame  Strahl  Es 
können  also  aus  dem  äusseren  Mittel  unter  verschiedenen  Winkeln  Strahlen 
derart  auf  die  Grenzebene  fallen,  dass  sie  bei  dem  Uebergange  in  den 
Eiystall  die  Grenzbrechung  erleiden  und  dabei  sämmäiek  in  eine  Sirahien- 
axe  vereinigt  werden.  Die  Grenzstrahlen  von  dieser  Beschaffenheit  bilden 
einen  Theil  eines  TJmdrehungskegels  S  um  die  zugehörige  Strahlenaxe  X, 
denn  ihre  Richtungen  sind  bestimmt  durch  Punkte  der  Schnitt^urve,  welche 
die  zu  9  senkrechte  singulare  Tangentialebene  der  Indexfläche  auf  der 
Kugel  mit  dem  Badius  1/ü  erzeugt.  Bezeichnet  man  die  Neigung  einer 
Geraden  E  des  Kegels  S  zu  seiner  Axe  mit  t^,  so  ist  die  Gleichung  von  2: 

cost//=ö/aj. 
Hierfür  kann  mit  Bücksicht  auf: 

cos  yj  ==  cos  (ÄXi)  cos  if&X^)  +  cos  (ÄX,)  cos  ((S-Xj) 
gesetzt  werden: 

ö  =  Oj  [sin  a?  cos  ((g  Zj)  +  cos  JB  cos  (SXs)] 
oder  nach  S.  826: 

Wie  sich  aus  der  Construction  ergiebt  und  aus  den  Gleichungen  für 
Äk,  ä,  und  ß  abzulesen  ist,  berührt  jeder  Kegel  S  die  Kegel  Stu  und  Ä,  in 
je  einer  Geraden.  Die  Berührung  von  S  und  ft,  findet  in  derjenigen  Ge- 
raden statt,  welche  gleichzeitig  in  der  Verbindungsebene  der  Axe  X^  und 
der  zu  S  gehörigen  Strahlenaxe  8  enthalten  ist.  Die  Berührungsgerade  von 
ß  und  St,  fällt  in  die  Verbindungsebene  der  Axe  X^  mit  derjenigen  Wellen- 
normale  der  Grenzebene,  welche  in  dem  zu  H  gehörigen  Wellennormalen- 
kegel  der  Strahlenaxe  gegenüberliegt.  Nur  die  innerhalb  dieser  beiden  Be- 
rührungsgeraden gelegenen  Strahlen  des  Kegels  S  sind  Grenzstrahlen  der 
totalen  Reflexion  und  werden  beim  TJebergang  in  den  Kiystall  sämmtlich  in 
eine  Strahlenaxe  vereinigt.  Die  Geraden,  welche  ausserhalb  dieses  Bereiches 
auf  ß  liegen,  gehören  dem  Gebiet  der  totalen  Reflexion  an. 

Auf  solche  Weise  erklären  sich  die  Erscheinungen,  welche  man  im 
Totalrefractometer  an  einer  zur  Ebene  der  optischen  Axen  parallelen  Grenz- 
fläche wahrnimmt,  falls  eine  Schnittgerade  K  der  Kegel  der  Grenzstrahlen 
Ä,  und  Ä,  in  die  Richtung  der  optischen  Axe  dos  Beobachtungsfemrohres 
fallt  (Fig.  230).^ 

*  Hierüber  hat  W.  Kohlrausch  an  einem  Weinsäurekrystall  interessante  Be- 
obachtungen angestellt  (Ann.  d.  Phys.  N.  F.  6,  113,  1879;  Taf.  I). 
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Den  Umstand,  dass  die  Schnittgeraden  K  der  Kegel  der  Grenzstrahlen 
in  den  Azimuten  ±  V  und  180®  ±  V  liegen,  kann  man  zur  Messung  des 
Winkels  der  optischen  Axen  2  F  an  einer  zur  Ebene  X^  X^  genau  parallelen 
Fläche  benutzen.    Die  Genauigkeit  dieser  Methode  ^ 

hängt  von  der  Stärke  der  Doppelbrechung  ab;  sind  ^-'— r^---^  ^[^ 

zwei  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  nur  wenig 
von  einander  verschieden,  so  lassen  sich  die  Azi- 
mute der  Geraden  K  nicht  mehr  mit  ausreichender 
Sicherheit  ermitteln.^ 


57.  Was  nun  die  Bestimmimg  der  Hauptlichi- 
geschwindigkeiten  eines  optisch  zweiaxigen  KrystaUs 
angeht,  so  ergeben  sich  folgende  Satze. 

Fäüi  die  Schnittgerade  dc^  von  Orenxebene  und  pig.  230. 

Reflexionsebene  in  eine  optische  Symmeiirieaxe^  so  folgt 

aus  der  Bedingung  a^  =  0,  dass  jeder  der  beiden  Quotienten  sin  i^jX^  gleich  dem 
redproken  Werthe  einer  Hauptlichtgeschunndigkeit  ist.  Hat  z.  B.  dl^  die  Rich- 
tung von  -Xj,  so  ist: 

sinjoj  __  _l^         BIP  »08  _.  JL 

Liegt  die  Orenxebene  parallel  zu  einer  optischen  Symmetrieebene  y  so  ent- 
spricht, wie  aus  a^,  —  0  hervorgeht  (S.  354),  der  constante  Grenzwinkel  einer 
Hauptlichtgeschwindigkeit;  der  mit  der  Reflexionsebene  veränderliche  Grenz- 
winkel liefert  für  sin»o/ö  einen  Werth  gleich  dem  reciproken  Betrage  der 
Geschwindigkeit  jener  ausserordentlichen  Welle,  die  sich  in  der  Richtung  X^ 
fortpflanzt.  Indem  man  die  Maxima  und  Minima  des  Grenz  winkeis  ioi?^2  7% 
bestimmt,  welche  noch  dadurch  charakterisirt  sind,  dass  für  sie  die  Grenz- 
linie senkrecht  zu  der  mit  einer  Symmetrieebene  zusammenfallenden  Reflexions- 
ebene steht  {x  =  90^)»  ermittelt  man  an  einer  einzigen  Grenzebene  die  Werthe 
der  drei  Hauptlichtgeschwindigkeiten,  und  zwar  einen  derselben  zweimal. 

Geht  die  Grenxebene  einer  optischen  Symmetrieaxe  Xj^  parallel,  so  bieten 
sich  zwei  ausgezeichnete  Reflexionsebenen  dar,  deren  experimentelle  Bestim- 
mung wieder  dadurch  ermöglicht  wird,  dass  für  diese  Ebenen  die  Winkel 
X  SS  90®  werden.  Die  erste  derselben  läuft  parallel  -X^  und  dient  daher  zur 
Messung  der  beiden  dieser  Axe  entsprechenden  Hauptlichtgeschwindigkeiten. 
Die  zweite  Reflexionsebene  ist  die  auf -X^  senkrechte  Symmetrieebene.  Als- 
dann zerfallt  die  Curve  f  in  einen  Kreis  und  eine  Ellipse  (S.  294).  Der 
Grenzwinkel,  welcher  der  ordentlichen,  parallel  zur  Reflexionsebene  polari- 
sirten  Welle  entspricht,  liefert  die  dritte  Hauptlichtgeschwindigkeit.  Da- 
gegen ist  der  mit  Hülfe  des  anderen  Grenzwinkels  gebildete  Quotient  sinto/ö 
gleich  dem  reciproken  Werthe  der  Geschwindigkeit  desjenigen  senkrecht  zur 
Reflexionsebene  polarisirten  Strahles,  der  in  der  Grenzebene  senkrecht  auf 


^  A.  MOhlhbims,  Zeitschr.  f.  Kryst.  14,  202,  1888. 
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Xj^  steht.    Es  gehe  z.  B.  die  Grenzebene  parallel  Xj,  so  gelten  für  die 
Einfallsebene  ^a-^s  folgende  Relationen: 

falls  /ti  den  Winkel  der  Normale  der  Grenzebene  g^en  X^  und  ^  die  Ge- 
schwindigkeit des  in  der  Ebene  XgZg  unter  dem  Winkel  (i  g^en  X^  ge- 
neigten Strahles  bedeuten.  Daraus  folgt,  dass  man  neben  den  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten auch  noch  die  durch  den  Winkel  fi  definirte  Orientimng 
der  Grenzebene  auf  optischem  Wege  in  ähnlicher  Weise  ermitteln  kann,  wie 
die  Lage  einer  beliebigen  Grenzebene  eines  optisch  einaxigenKrystalls  (S.416). 
Die  Grenzwinkel  »q^,  {q^,  i^^,  welche  dadurch  charakterisirt  sind,  dass 
der  Quotient  sin*y^/ö  gleich  dem  Hauptbrechungsindex  a^  ist  (ä  =  i,  2,3), 
treten  nicht  nur  in  den  speciellen,  durch  Symmetrieeigenschaften  ausgezeich- 
neten Fällen  auf,  wo  die  Grenzebene  einer  optischen  Symmetrieebene  oder 
einer  optischen  Symmetrieaxe  parallel  geht:  sie  können,  wie  leicht  einzusehen 
ist,  an  jeder  Grenzebene  beobachtet  werden.  Nur  liegen  sie  dann  nicht  mehr 
in  Einfallsebenen,  die  auf  einander  senkrecht  stehen.  Bezeichnen  wir  die 
Schnittgeraden  der  Grenzebene  X^  3^2  (^^S-  ^^^y  ^-  ^^^)  ^^  ^^^  Symmetrie- 
ebenen  der  Indexfläche  durch  ON^,  ON^y  ON^  derart,  dass  der  Punkt  N^ 
dem  Kreise  mit  dem  Eadius  u^  angehört,  so  liegen  die  Punkte  N^y  N^y  N^ 
gleichzeitig  auf  der  Berührungscurve  des  zur  Normale  3E3  der  Grenzebene 
parallelen  Tangentencylinders  der  Indexfläche.  Beachten  wir  jetzt,  dass  in 
jedem  Diametralschnitt  der  Indexfläche  der  grösste  Radius  der  äusseren  Curve 
gleich  fi^  und  der  kleinste  Radius  der  inneren  Gurre  gleich  a^  ist,  während 
a^  entweder  den  kleinsten  Radius  der  äusseren  oder  den  grössten  Radius 
der  inneren  Curve  Jbildet,  je  nachdem  der  Schnitt  durch  den  von  der  Axe 
X^  halbirten  Winkel  2V  der  optischen  Axen  oder  durch  den  Nebenwinkel 
gelegt  ist  (Fig.  173,  S.  350).  Daraus  folgte  dass  man  durch  Messung  des 
absolut  grössten  Grenzwinkels  »^3  und  des  absolut  kleinsten  Grenzwinkds  i^^ 
an  einer  beliebig  orientirten  Grenzebene  eines  optisch  zweiaxigen  ErystaUs 
immer  die  Hauptbrechungsindices  a^  und  a^  bestimmen  kann.  Dagegen 
lässt  sich  an  einer  einzigen  Grenzebene  nicht  entscheiden,  ob  der  kleinste 
Grenzwinkel  in  dem  äusseren  oder  der  grösste  Grenzwinkel  in  dem  inneren 
Kegel  der  Grenzstrahlen  den  Werth  i^^  liefert.  In  der  That  kann,  wie  aus 
einem  von  A.  Beill^  bewiesenen  Satze  hervorgeht,  durch  einen  Diametral- 
schnitt einer  Indexfläche  im  Allgemeinen  noch  eine  zweite  reelle  Indexfiäche 
gelegt  werden,  welche  die  Halbaxen  a^  und  a^  mit  jener  gemein  hat  und 
sich  nur  durch  einen  anderen  Werth  der  Halbaxe  ct^  von  ihr  unterscheidet 
Man  rmiss  daher ^  wenn  vu/r  Ermiäelung  der  Haupibreckungsindices  a^,  ct^y  cc^ 
keine  durch  Symnietrieeig&n8cha.ften  attsgexeichnete  Orenxebene  hemUxt  werden 
kann,  die  Beobachtung  der  grössten  und  der  kleinsten  Orenxwinkel  der  totaien 
Beflexion  in  dem  äusseren  und  dem  inneren  Kegel  der  Orenxsirahlen  an  zwei 

*  A.  Bbill  in  der  auf  8.  398  citirten  Abhandlung. 
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verschieden  orienHrten  Orenxebenen  ausführen,  um  die  aUen  Orenxebenen  gemein- 
samen Orenxmnkel  t^i,  Iq^,  ^3  ^tt*  bestimmen.^ 

58.  Die  Messung  von  Grenzwinkeln  der  Totalreflexion  bietet  ein  Yor- 
treflfliclies  Mittel  zur  experimentellen  Prüfung  der  Gesetze  der  Doppelbrechung 
dar.  Schon  Wollaston  benutzte  das  von  ihm  ersonnene  Beobachtungs- 
verfahren  (8.  409)  zur  Verification  des  Huyghens'schen  Gesetzes  der  Doppel- 
brechung im  Kalkspath  (1802).  Von  der  allerdings  nur  in  speciellen  Fällen 
zutreffenden  Annahme  ausgehend ,  dass  die  beobachteten  Werthe  des  Quo- 
tienten ü/sinto  gleich  den  Geschwindigkeiten  der  in  der  Schnittlinie  von 
Grenzebene  und  Einfallsebene  gelegenen  Strahlen  seien,  fand  er  mit  den 
unYollkonmienen  Hülfsmitteln,  die  ihm  zur  Verfügung  standen,  eine  nahe 
Uebereinstimmung  zwischen  den  beobachteten  und  den  aus  den  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten des  Kalkspath  berechneten  Werthen  von  ö/sin»^.  Indessen 
reichte  der  Wollaston'sche  Apparat  zu  genaueren  Untersuchungen  nicht  aus. 
Erst  nachdem  P.  Kohlbausch  das  nach  ihm  benannte  Totalreflectometer 
(S.  407)  construirt  hatte,  wurden  von  W.  Kohlbausch  *  umfassende  Messungs- 
reihen an  verschieden  orientirten  Grenzebenen  optisch  einaxiger  und  zwei- 
axiger  Krystalle  mit  grosser  Sorgfalt  ausgeführt  (1879).  Unter  der  Annahme, 
dass  der  beobachtete  Werth  des  Quotienten  ö/;sin»o  die  Geschwindigkeit  einer 
in  der  Schnittlinie  von  Grenzebene  und  Einfallsebene  gelegenen  Wellen- 
normale darstelle,  wurden  die  gemessenen  Wellengeschwindigkeiten  mit  den 
aus  den  Hauptlichtgeschwindigkeiten  berechneten  Werthen  derselben  ver- 
glichen. Für  Grenzebenen,  die  gleichzeitig  optische  Synmietrieebenen  sind, 
erweist  sich  jene  Annahme  als  richtig  (S.  418,  422),  und  die  hierauf  bezüg- 
lichen Beobachtungen  und  Berechnungen  von  W.  Kohlbatjsoh  bilden  in 
der  That  eine  der  zuverlässigsten  Bestätigungen  des  Fresnel'schen  Gesetzes 
der  Doppelbrechung. 

Nachdem  ich  die  Abhängigkeit  der  Grenzwinkel  der  totalen  Reflexion  von 
den  optischen  Constanten  des  Krystalls  und  des  äusseren  Mittels,  sowie  von 
den  Grössen,  welche  die  Lage  der  Grenzebene  und  der  Einfallsebene  zu  den 
optischen  Symmetrieaxen  des  Krystalls  angeben,  entwickelt  hatte,  unternahm 
J.  Danseb'  (1885)  an  dem  auf  S.  411  beschriebenen  Totalreflectometer 
Messungen  der  beiden  Winkel,  welche  für  den  Beginn  der  totalen  Reflexion 
charakteristisch  sind:  des  Grenzwinkels  i^  und  des  Winkels  x  der  Grenzlinie 
gegen  die  Einfallsebene,  und  gewann  einen  bis  dahin  nicht  erreichten  Grad 
der  Uebereinstimmung  zwischen  den  Beobachtungen  und  dem  Fresnerschen 
Gesetz. 


*  Ch.  Sorbt,  Compt.  rend.  106,  176,  479,  1888.  Arch.  des  sc.  phys.  et  nat.  (3) 
20,  263,  1888.  ZeitBchr.  f.  Kryst  15,  45,  1889.  —  F.  L.  Pebbot,  Compt  rend.  108, 
137,  1889.  Arch.  des  sc.  phys.  et  nat.  (3)  21,  113,  1889.  —  B.  Hecht,  N.  Jahrb.  f. 
Min.  Beil.-Bd.  6,  241,  1889. 

*  W.  KoHLRAUscH,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  6,  86;  7,  427,  1879. 
>  J.  Danksb,  N.  Jahrb.  f.  Min.  BeU.-Bd.  4,  241,  1885. 
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Brechung  und  Reflexion  des  Lichtes  an  voUkommen 
durchsichtigen  Erystallen. 

59.  Die  Grundlage  unserer  Entwickelungen  über  Brechung  und  Reflexion 
des  Lichtes  in  vollkommen  durchsichtigen  Erystallen  bildeten  bisher  die 
Huyghens'sche  Construction  (8.  286)  und  die  Gesetze  der  Doppelbrechung  von 
HüYGHENS  und  Fbesnel.  Es  gelang  für  gegebene  Grenzebenen  und  Ein- 
fallsebenen die  Bichtungen  und  Geschwindigkeiten  der  von  einer  einfallenden 
Welle  hervorgerufenen  gebrochenen  und  reflectirten  Wellen  und  Strahlen 
und  die  Polarisationsrichtungen  der  im  Erystall  sich  fortpflanzenden  Wellen 
zu  bestimmen  (S.  811,  355).  Dagegen  konnte  die  Frage  nach  der  Abhängig- 
keit, in  welcher  die  Intensität  der  gebrochenen  Wellen,  sowie  der  Folarisations- 
zustand  und  die  Intensität  der  reflectirten  Welle  von  dem  Polarisations- 
zustande und  der  Intensität  der  einfallenden  Welle  stehen,  mit  den  in  der 
Einleitung  vorausgeschickten  Hülfsmitteln  nicht  beantwortet  werden. 

Dieses  Problem  wurde  mit  bewunderungswürdigem  Scharfeinne  in  voller 
Allgemeinheit  von  F.  E.  Neumann  ^  gelöst.  Nahezu  gleichzeitig  gelangte 
J.  Mac  Gullaoh'  durch  eine  glücklich  gewählte  geometrische  Methode  zu 
überraschend  einfachen  Theoremen,  welche  eine  bequeme  Uebersicht  der 
charakteristischen  Erscheinungen  der  Erystallreflexion  vermitteln.  Die  Frucht- 
barkeit  seines  Verfahrens  bewährte  sich  von  Neuem  in  den  eleganten  Besol- 
taten  von  A.  Cobnu,'  welche  das  Studium  der  Ejystallreflexion  in  theore- 
tischer und  experimenteller  Hinsicht  wesentlich  vereinfacht  haben. 

Nachdem  die  experimentellen  Untersuchungen  von  Brewsteb^  und 
Seebeok,^  die  umfassenden  Messungen  von  Neumann,  ^  die  sorgfältigen  Be- 
obachtungen von  CoBNu,  Glazebeook^  u.  A.   zu  einer  vollständigen  Be- 

^  F.  E.  Neumann,  Theoretische  Unters,  der  Gesetze,  nach  welchen  das  Licht  an 
der  Grenze  zweier  vollkommen  durchsichtigen  Medien  reflectirt  und  gebrochen  wird. 
Abh.  Berlin.  Akad.  1885,  1—158.    Joum.  de  Math^m.  7,  369,  1842. 

'  J.  Mao  Cullagh,  On  the  Laws  of  Crystalline  Reflexion  and  Refraction.  Tnms. 
Irish  Acad.  18,  81,  1837.    Coli.  Works  87.    Joum.  de  Math^.  7,  217,  1842. 

*  A.  CoBNü,  Recherches  sur  la  r^exion  cristalline.  Th^es  £Ekc.  des  sc  Paris 
1867.  Ann.  chim.  phjs.  (4)  11,  283,  1867.  (Compt  rend.  &e,  87;  67,  1327,  1863; 
60,  47,  1865.    Pogg.  Ann.  118,  492,  1863;  126,  466,  1865.) 

*  D.  Brewbtsb,  On  the  Action  of  Crystallized  Snrfaces  npon  Light  PhlL  Trans. 
1819,  145.    (Proc.  Edinb.  Soc.  5,  175,  1864). 

'  A.  Sesbbck,  Ueber  die  Polarisationswinkel  am  Kalkspath.  Pogg.  Ann.  21,  290; 
22,  126,  1831.  Ueber  die  Polarisation  des  Lichts  durch  Spiegelung,  besonders  an 
doppelt  brechenden  Körpern,    ibid.  38,  276,  1836;  40,  462,  1837. 

*  F.  £.  Nbuhann,  Photometrisches  Verfahren,  die  Intensität  der  ordentlichen  und 
ausserordentlichen  Strahlen,  so  wie  die  des  reflectirten  Lichtes  zu  bestimmen.  Pogg. 
Ann.  40,  497,  1837.  Beobachtungen  über  den  Einfluss  der  Eiystallflächen  auf  das 
reflectirte  Licht,  und  flber  die  Intensität  des  ordentlichen  und  ausserordentlichen  Strahls, 
ibid.  42,  1,  1837. 

'  R.  T.  Glazbbbook,  On  the  Refraction  of  Plane  Polarized  Light  at  the  Suriace 
of  a  üniaxal  Crystal.   Phil.  Trans.  178,  595,  1888. 


Einfack  brechende  Körper, 


429 


statigang  der  Ergebnisse  von  Neumank  und  Mac  Cüllagh  geführt  haben, 
sind  zahlreiche  Versuche  einer  strengeren  theoretischen  Begründung  derselben 
unternommen  worden,  deren  Darlegung  indessen  den  Rahmen  dieser  Schrift 
überschreiten  würde.  Indem  wir  zum  Ausgangspunkt  der  folgenden  Ein- 
führung unmittelbar  die  von  Neumai^  und  Mao  CüLLAan  aufgestellten 
Grenzbedingungen  nehmen,  welche  die  Gesammtheit  der  Erscheinungen  der 
Brechung  und  Reflexion  des  Lichtes  an  vollkommen  durchsichtigen  Erystallen 
umspannen,  interessirt  uns  vor  allem  der  Mnfluss  der  KrystaUflächen  auf  das 
reflecHrte  Licht.  Die  Beobachtungen  über  diesen  Gegenstand  haben  den 
directesten  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Neumann'schen  Gesetze  geliefert 

60.  Einfach  brechende  KSrper.  —  Wir  betrachten  zuvörderst  den  Ueber- 
gang  einer  geradlinig  polarisirten  Welle  aus  einem  vollkommen  durchsichtigen 
einfach  brechenden  Mittel  durch  eine  ebene 
Grenzfläche  in  einen  zweiten  derartigen  Körper. 
Die  Grenzebene  und  die  Einfallsebene  bestim- 
men das  auf  S.  290  erläuterte  rechtwinklige 
Aiensystem  3£i,  Sg,  SE,.  Wir  stellen  uns  vor, 
dass  die  hier  in  Betracht  kommenden  Geraden 
und  Ebenen  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Con- 
structionskugel  Fig.  231  gelegt  seien,  und  be- 
zeichnen die  Normale  der  einfallenden,  reflectir- 
ten,  gebrochenen  Welle  mit  OEj  OB,  OD,  ihre 
Winkel  gegen  die  Normale  der  Grenzebene: 


(J73E,)  =  t,   (ÄX3)«180«-i,  {DX,)^q> 


Fig.  231. 


und  ihre  Polarisationsrichtungen  mit  e,  r,  d.  Dabei  sollen  die  Azimute  b,  J,  q 
der  Geraden  e,  r,  d  von  der  Einfallsebene  aus  gegen  +  £3  hin  nach  dem  in 
Fig.  231  angegebenen  Sinne  genommen  werden.  Alsdann  erhalten  wir  atls 
Fig.  231  für  die  Richtungscosinus  von  e,  d,  r  folgende  Werthe: 


1           e 

C0S6C0S» 

r 

d 

1, 

—  cos  (>  cos  t 

QOSdCOStp 

2, 

sine 

sin(> 

sind' 

X» 

—  cos«  sin» 

—  cos  (>  sin  i 

—  cos  5  sin  (jp 

Nehmen  wir  an,  dass  in  einer  geradlinig  polarisirten  Welle  die  Schwingungs- 
richtung mit  der  experimentell  definirten  Polarisationsrichtung  zusammen- 
fallt, und  bezeichnen  wir  die  Amplitude  der  einfallenden,  reflectirten,  ge- 
brochenen Welle  mit  E,  P,  A,  so  gelten  nach  Nextmakn  und  Mag  CüLLAan 
folgende  Grenzbedingungen: 
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!•  (E  cos  e  —  P  cos  (>)  cos  t        »  A  cos  d  cos  9; 

2-  Esinc  +  Psinp  =Asin^ 

3.  (Ecosc  +  Pcos(>)sini        ^Acos^sin^) 

4.  (Esine  —  Pcosp)sintcos»  =  Asin  Jsin^^cos^?, 

Yon  denen  die  drei  ersteren  aussagen,  dass  die  Yerrücknngen  eines  Aether- 
theilchens  der  Grenzebene  nach  Grösse  und  Richtung  in  den  beiden  Mitteln 
übereinstimmen,  während  die  vierte  Grenzbedingang  durch  das  Princip  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  in  Verbindung  mit  1 — 8  geliefert  wird. 

Beachten  wir  nun,  indem  wir  von  zahlreichen  anderen  Folgerungen  aus 
diesen  fandamentalen  Gleichungen  absehen,  vor  allem  die  durch  Fig.  231 
veranschaulichten  Beziehungen.  Aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  drei 
ersten  Grenzbedingungen  folgt,  dass  die  aus  den  Richtungscosinus  von  e,  d,  r 
gebildete  Determinante  verschwindet;  daher  das  Theorem  von  Mac  Cullaoh: 
Die  FolarisaHonsrichiungen  der  einfaüenden,  refleotirten  und  gebrochenen  WeOen 
hegen  m  einer  Ebene.  Gleichzeitig  ist  ersichtlich,  dass  die  Amplitude  A  der 
gebrochenen  Welle  als  die  Resultante  der  Amplituden  E  und  P  der  ein- 
fallenden und  der  refleotirten  Welle  betrachtet  werden  kann.  Verbinden 
wir  jetzt  die  beiden  aus  I9  2,  3  und  1,  3,  4  fliessenden  Gleichungen: 

tan  e  sin  (»  +  9?)  —  tan  (>  sin  (t  —  y)  —  tan  5sin  2%  =  0 
tan  6  sin  (»  +  y)  +  tan  (>  sin  (»  —  ff)  —  tan  Ssin.  2  9^  =  0, 

so  ergiebt  sich: 

^  tan«       tan^       tand 

COB  (»  —  q>)  cos  (»  +  9)  ""      1 

Dies  ist  das  FBESNEL'sche  Theorem  über  die  Drehung  der  Polarisationsebene 
durch  Reflexion  und  Brechung  an  der  Grenze  zweier  einfach  brechender  Mittel: 
Die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  PolarisaHonsebenen  der 
einfallenden  y  reflectirten  und  gerochenen  Weüenebenen  mii  der  Einfallsebenc 
bilden,  sitid  proportional  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Wellen  mü  der 
gebrochenen  Weüenebene  einschliessen.  Die  Gleichungen  f  bedingen,  dass  die 
aus  den  Richtungscosinus  der  Polarisationsrichtungen  e,  r  und  der  Normale 
OD  der  gebrochenen  Welle  gebildete  Determinante  verschwindet: 

cos  «cos *    —  cos  g  cos i    sin  tp 

sint  8in(>  0 

-cosesin»  —  cos(>sin»    00s q> 

Demnach  geht  die  Ebene  (e,  d,  r)  durch  OD  hindurch:  Die  Verbindwtgs- 
ebene  der  PolarisoHonsrichhtngen  der  einfallenden,  reflecHrten  und  gebrochenen 
Wellen  ist  gleichzeitig  die  Polarisationsebene  der  gebrochenen   Welle. 

61.  Optisch  zweiaxige  Krystalle.  —  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Ueber* 

gange  einer  geradlinig  polarisirten  Welle  aus  einem  einfach  brechenden  Mittel 
in  einen  vollkommen  durchsichtigen  optisch  zweiaxigen  Eiystall  und  benutzen 
die  auf  S.  355—357  und  durch  Fig.  176,  177  erläuterten  Bezeichnungen. 
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Es  seien  e,  r  nnd  d^,  (i^  die  Folarisationshchtangen,  c,  q  und  J^,  ^3  die 
auf  die  Einfallsebene  bezogenen  Polaiisationsazimute  der  einfallenden,  der 
reflectirten  und  der  gebrochenen  Wellen;  dann  erhalten  wir  für  die  Eichtungs- 


cosinus  von  e,  r,  c^,  d^  folgende  Werthe: 


3E. 
3^ 


C08  6C0S» 

sine 
—  COS  «  sin  t 


—  cos(>cosi 

sin(> 

—  cos  Q  sin  i 


sin  J^ 


cos  S^  cos  ^j        cos  ($2  cos  ^3 


sind. 


—  cos  8^  sin  qpj  i  —  cos  8^  sin  qpg 


Die  Amplituden  jener  Wellen  seien  bezeichnet  mit  E,  P,  A^,  A,.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  gelten  nach  Neuhakn  und  Mag  Cüllagh  folgende 
Grenzbedingungen : 


L 

n. 
in. 

I?. 


(E  cos  6  —  P  cos  q)  cos  %        =  Aj  cos  8^  cos  tp^  +  Ag  cos  (Jg  cos  y , 
E  sin  €  +  P  sin  p  =  A^  sin  8^  +  Ag  sin  5, 

(E  cos  e  +  P  cos  q)  sin  »         =  Aj  cos  ^^  sin  qpj  +  A2  cos  ^3  sin  qpj 
(Esinc—  P  sin  (>)  sin  »  cos  i  =  A^  sin  ijp^  (cos  9p,  sin^^  +  siny^tanÄi) 

+  Ag  sin  ^3  (cos  qpg  sin  ^2  —  sin  gpg  tan  s^. 


Wieder  sagen  die  drei  ersten  Gleichungen  aus,  dass  ein  Aethertheilchen 
der  Grenzebene  durch  die  einfallende  und  die  reflectirte  Welle  dieselbe  Ver- 
rückung erfahrt  wie  durch  die  gebrochenen  Wellen.  Die  vierte  Gleichung 
ergiebt  sich  ausdemPrincip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  in  Verbindung 
mit  I— m  und  mit  der  auf  S.  357  erwähnten  NEUMANN'schen  Relation. 

Die  Methode  von  Mac  CulijAGh  zur  Anwendung  dieser  Gleichungen 
beruht  nun  auf  folgender  TJeberlegung.  Die  Polarisationsrichiungen  d^,  ^ 
sind  abhängig  von  den  Fortpfianzungsrichtungen  der  gebrochenen  Wellen  im 
Erystall;  sie  werden  also  durch  die  Orientirung  von  Grenzebene  imd  Einfalls- 
ebene und  durch  den  Einfallswinkel  bestimmt.  Dagegen  sind  d^,  t^  unabhängig 
von  dem  Polarisationsazimut  c  der  einfallenden  Welle.  Aendert  sich  e,  so  er- 
halten lediglich  die  Amplituden  Aj,  A3  der  gebrochenen  Wellen  andere  Werthe. 
Wie  aus  der  Gestalt  der  Fundamentalgleichungen  unmittelbar  hervorgeht, 
giebt  es  zwei  Azimute  6,  welche  dadurch  ausgezeichnet  sind,  dass  jedesmal 
nur  eme  mmge  gebrochene  Welle  erzeugt  wird,  also  entweder  A3  »  0  oder 
Aj  s  0  ist.  Mao  dniLAGH  bezeichnete  diese  Azimute  e^ ,  £3  und  die  ent- 
sprechenden Polarisationsazimute  (>i,  ^3  der  reflectirten  Welle  als  uniradiale 
AximtUe  der  Polarisaiionsrichkmgen  der  einfallenden  und  der  reflectirten  Weüe, 
Entsteht  nur  die  schnellere  gebrochene  Welle,  ist  also  A3  =  0,  so  mögen 
hinfort  die  Amplituden  der  einfallenden,  reflectirten  und  gebrochenen  Welle 
mit  El,  Pj  und  Aj,  die  Polarisationsrichtungen  der  beiden  ersteren  Wellen 
mit  6j,  r^  und  die  Azimute  derselben  mit  e^,  p^  bezeichnet  werden.  Analoge 
Bedeutungen  haben  E3,  P2,  A3,  e,,  rg,  63,  g^  ^  ^^^  ^^^\  wo  A^  =  0  ist. 
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Kennt  man  die  Polansationsrichtungen  e^,  r^  e^^  r,  und  die  Amplituden 
Ej,  Pi,  Ej,  Pj,  so  ist  das  Problem  der  Krystallreflexion  gelöst  Denn  fö 
genügt  alsdann  eine  beliebig  gerichtete  Amplitude  E  der  einfallenden  Welle 
in  zwei  Componenten  nach  e^,  e,  zu  zerlegen,  darauf  die  zugehörigen,  nach 
r^,  rj  genommenen  Componenten  der  Amplitude  P  der  reflectirten  Welle  zu 
berechnen,  um  endlich  P  selbst  aus  diesen  letzteren  Componenten  zusammen- 
zusetzen. Eben  jene  ausgezeichneten  Polarisationsrichtungen  und  Amplituden 
lassen  sich  aber  mit  Hülfe  der  Fundamentalgleichungen  leicht  ermitteln.  Da 
man  nämlich  von  vom  herein  nach  dem  FBESNSL'schen  Satze  (S.  357,  Fig.  159, 
177)  die  unveränderlichen  Polarisationsazimute  5j,  d^  der  gebrochenen  Wellen 
kennt,  so  liefern  I—IV  für  Ag  =  0,  resp.  A^  =0  je  vier  Gleichungen,  welche 
zur  Berechnung  der  gesuchten  Grössen  Aj,  Pj,  Cj,  pj,  resp.  A^,  P,,  c,'  ^s 
erforderlich  und  ausreichend  sind. 

Wir  erhalten  für  Aj  =  0: 

1-      (E,  cos  «1  —  Pj  cos  pi)  cos  i       =  Aj  cos  8^  cos  (p^ 

2.  E^  sin  Cj  +  Pj  sin  q^  =  A^  sin  8^ 

3.  (Ej  cos  «1  +  Pj  cos  pi)  sin  i        =  Aj  cos  8^  sin  y^ 

*•      (El  sin  «1  —  Pi  sin  q^  sin  %  cos  *  =  A^  sin  tp^  (cos  tp^  sin  8^  +  sin  yj  tan  «j). 

Aus  den  drei  ersten  Gleichungen  folgt,  dass  die  aus  den  Richtungs- 
C/Osinus  von  a^,  r^,  d^  gebildete  Determinante  verschwindet: 

cos  «1  cos  i    —  cos  Qi  cos  i    cos  (Jj  cos  <p^ 

sin  «1  sin  p^  sin  8^  =0 

cos  «1  sin  *         cos  q^  sin  i    cos  8^  sin  y^^ 
oder: 

(a)  sin  {%  +  q>^  tan  «^  —  sin  (*  —  qp^)  tan  pj  =  sin  2»  tan  8-^. 

Ist  das  Polarisationscmmut  {e^)  der  einfaümden  Welle  so  gewählt,  dass  nur  die 
schnellere  gebrochene  Welle  erzeugt  tvird^  so  liegen  die  PolarisaUonsrichiungen 
der  einfallenden  y  der  reflecHrten  und  der  gebrochenen  Weüe  in  einer  Eb»ie 
Kj  **!>  ^i)>  welche  hinfort  mit  P^  bezeichnet  werden  soll.  Gleichzeitig  ist  er- 
sichtlich, dass  die  Amplitude  \  der  gebrochenen  Welle  als  die  Resultante 
der  Amplituden  Ej  und  Pj  der  einfallenden  und  der  reflectirten  Welle  be- 
trachtet werden  kann. 

Auch  die  aus  den  Coöfficienten  der  Gleichungen  1,  3,  4  gebildete 
Determinante  verschwindet;  daher  ergiebt  sich: 

(b)  sin  {i  +  9?i)  tan  s^  +  sin  [i  —  (p^)  tan  g^  «  sin 29?i  tan  *j  +2 "°  ^^^g^  . 
Alsdann  erhalten  wir  aus  (a)  und*(b): 

tan  €,  =s     cos  (i  —  QT,)  tan  ^,  +  -  ^^. --  r^-W 
tanpi  =— cos  {i  +  (f;)  tan  &  +  ^>i^_?l^  . 
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Hierdurch  sind  die  gesuchten  uniradicUen  AximtUe  b^,  q^  bestimmt  als  Funktionen 
bekannter  Orössen,  nämlich  des  Einfaüsunnkels  i,  des  Breohungstvinkels  <p^,  der 
WeliennormcUe  OD^ ,  des  Winkeis  s^  xunsohen  OD^  und  dem  zugehörigen  Strahle 
OSi  und  des  Polarisationsaximutes  S^.  Darauf  findet  man  die  Amplituden 
Pj  und  Ai  aus  je  zwei  der  Gleichungen  1 — 4. 
In  analoger  Weise  ergiebt  sich  fOi  A^  =s  0: 


tan«, : 
tan(>2: 


cos  (*  —  Qp.)  tan  ö,  — .  ,,  P  . — H- 
^        T'a/  1       Bm(»  +  qpj)  CO«  0, 


'  —  COS  (»■  +  9a)  t*^  ^% 


«in*  y,  tan  9^ 
«in(»— <)p,)co8  ^2 


63.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  bemerkenswerthen  Theorem  von 
Mag  Cullagh,  demzufolge  die  Yerbindungsebenen  der  uniradialen  Folari- 
sationsrichtungen  e^ ,  rj  und  e^ ,  r^  mit  d^  und  rf, ,  (e^ ,  r^ ,  (^)  ==  P^  und 
(e,,  r„  (i,)  :=  Pj,  die  Polarebenen  der  gebrochenen  Strahlen  OS-^  und  OiSg  sind. 

Da  die  Ebene  P^  durch  die  Polarisationsrichtung  d^  (Fig.  176,  S.  356) 
hindurchgeht,  so  muss  sie  auf  der  Verbindungsebene  der  Wellennormale  OD^ 
und  des  Strahles  OS^  senkrecht  stehen.  Daher  wird  ihre  Lage  vollständig 
bestinunt  sein,  wenn  der  Winkel  ihrer  Normale  OU^  gegen  OD^.  (^lA)  — ^Ifu 
bekannt  ist.  Nun  ist  {ED^  U^)^nl2  +  S^  und  (U^ED^)  =  ;r/2  -  «i,  folglich: 

cot^i  sin  {i  -  9?i)  =  cot  ^|  -  e^j  sia\^  +  3^j  +  cos  {i  -  (p^)  cos  {^  +  S^j 

==  tan  «1  cos  Jj  —  cos  (t  —  y  j)  sin  d^ 
oder  nach  A^: 


(c) 


cot;^!  s=  tan^i 


sin'qp. 


sin  (i  +  <jpi)  sin  (»—  ^j^) 


I  tan^j 


sin'qpi 


sin"»  — sm*<jPi 


Erinnern  wir  uns  jetzt  an  die  Definiton  der  Polar- 
ebene  Pj  eines  Strahles  OS^  (S.  351).  Diese  Ebene 
verbindet  den  Punkt  S^,  in  welchem  OS^  die  um  O 
als  Mittelpunkt  beschriebene  Strahlenfläche  trifft,  mit 
dem  correspondirenden  Punkte  N^  der  Indexfläche  und 
steht  gleichzeitig  senkrecht  auf  Ä^ÜiVi  (Fig.  232).  Sie 
ist  also  parallel  zu  der  Polarisationsrichtung  ^^  des 
Strahles.^  Ihre  Richtung  ist  vollständig  bestinmit, 
wenn  der  Winkel  «j',  bekannt  ist,  den  sie  mit  der 
Wellennormale  OQi  bildet.  Nun  ist :  O  O^ = q^ ,  ONy^  =  1  /^i , 
OSj  =s  8i,  Oi^i  =  q^  tan^i,  folglich: 

oder  nach  dem  Brechungsgesetz: 


Fig.  282. 


(d) 


tan«/  =s  tan«,  .  /?°  ^^i— 

1  *  «in*»  — sin'ijp, 


'  In  einem  einfach  brechenden  Mittel  sind  Polarebene  und  Polarisationsebene 
gleichbedeutend.  

F   1.1".  ■  V  .".ivö^T'- 
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Vergleichen  wir  die  Ausdrücke  (c)  und  (d),  so  ergiebt  sich,  dass  U^  die  Nor- 
male der  Folarebene  P^  ist,  und  wir  erhalten  den  Satz:  Wenn  eine  ebene  Welle 
aus  einem  einfach  hreckenden  MiUd  durch  eine  ebene  QrenxfUkhe  in  einen  optisch 
xweiaaßigen  Krysiaü  Übergeht,  so  werden  die  emf dllende  tmd  die  reflecHrie  Weäe 
von  den  Polarebenen  P^  und  Pj  ^  beiden  gebrochenen  Strahlen  OS^  und  OS^ 
in  correspondirenden  umradiakn  PolarisationsriMungen  e^y  r^  und  e^j  r^  ge- 
schnitten.  ^ 

63.  Es  ist  eine  experimentell  festgestellte  Thatsache,  dass  jedem  Polari- 
sationsazimut a  einer  ebenen  Welle,  welche  an  einer  bestimmten  Grenzebene 
®  in  derselben  Einfallsebene  (S  unter  dem  constanten  Winkel  i  einfiOlt,  ein 
bestimmtes  Polarisationsazimut  q  der  reflectirten  Welle  entspricht.'  Wir 
fragen  nach  der  Relation,  welche  e  und  q  yerbindeb* 

Aus  1  und  3  (S.  432)  folgt: 

p    _  A   ???  ^i  öin  (*  +  95i)       p    _  TT  coB^i  ain  (yi  ~  i) 
i~     icosäi  ~~8in2»~~'        ^  ""     ^cos^j      sin  2» 
Analog  ist: 

P    —  Ä   ???-?•  sin  (♦'  +  y,)       p    _  X   COB^g  ein  (y,  —  %) 
^  ""     ^coBfi,       sin 2»      '       *  ""     ^co8^,      ein  2» 

Daraus  ergiebt  sich: 

El  cos  fix  ,  Pi  cos  gl  _  sin  (♦  +  <pi)  .  sin  (♦  —  yj 
^  E,  C088,  '  Pj  cosg,  ""  sin  (»  +  y,)  *  sin  (»  —  y,) " 

Nun  ist  die  Amplitude  E  einer  unter  dem  Azimut  €  polarisirten  einfallenden 
Welle  die  Resultante  von  E^  und  E^j  ^^^ 

E  __  8in[180<>— (et~fl«)]        Ei  _  sin(a  — e») 
El  sin  (e  —  fij)         '      E,       sin  {ei  —  e) ' 

oder: 

E  ^  Ei  ^  E« 

sin  («1  —  e,)       sin  (e  —  «,)       sin  («i  —  a)  * 

Andererseits  ist  die  Amplitude  P  der  reflectirten  Welle  mit  dem  Polari- 
sationsazimat  g  die  Resultante  von  P^  und  P,,  also: 

P        ^        Pj        ^        P« 

sin  (gl — g,)       sin  {q  —  g,)       sin  (g^  -  g)  * 
Hieraus  folgt: 

Et  cos  6t       tan  e  —  tan  6,       P|Cosgt       tan  g  —  tan  g, 
^^  E,cosfi|       tan  «j  — tan  6 '     P,cosgs       tang|— tang' 

Nunmehr  ergiebt  sich  aus  (1)  und  (2)  die  gesuchte  Beziehung  zwischen 
correspondirenden  Polarisationsazinrnten  der  einfallenden  und  der  reflectirten  Welle: 

^tan«tanp  +  5tan«  +  Ctan  p  +  Z>  =  0, 

^  Ich  bitte  den  Leser  sich  die  Figuren  176,  177  auf  S.  856,  857  dnroh  Eintragung 
der  Polarebenen  in  der  Weise  zu  vervollständigen,  welche  durch  Fig.  146,  147  anf 
S.  812,  818  für  den  speciellen  Fall  eines  optisch  einazigen  Krystalls  erläutert  wird 
(vgl  S.  487). 

'  F.  E.  Neümjlnn,  Abh.  Berlm.  Akad.  1835,  61,  142. 
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wohn 

A^  M-^  Ny    D  =  if tan t^  tan p,  —  JVtan «,  tan g^, 
^  =  —  jf  tan  (jj  +  i\rtan  pj,    (7  =  —  if  tan  «^  +  iVtan  «j, 

^  _  Bin  (f  +  y J  ^     ^_  8m(f--yt) 
Bin  (»  +  g),)  '  sin  (»  —  tp^)  ' 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  die  Polarisationsebenen  der  einfallenden  und 
der  reflectirten  Welle  durch  die  Normalen  OE  und  OB  dieser  Wellen  gelegt 
seien,  so  bilden  dieselben  zwei  projeotiviscbe  Ebenenbüscbel.  Demnach  be- 
schreibt die  Durchschnüisgerade  correspondirender  Polarisationsebenen  der  einr 
falienden  und  der  reflectirten  Weüe  einen  Kegel  x/iceiten  Grades  ^  welcher  dtd/rch 
den  einfallenden  Strahl  OE  und  den  reflectirten  Strahl  OB  hindurchgeht.  ^  Zur 
vollständigen  Bestimmung  dieses  Kegels  sind  ausser  OE  und  OB  noch  drei 
seiner  Erzeugenden  notbwendig.  Wir  gewinnen  dieselben  durch  folgende 
Ueberlegung.  Die  Amplituden  E,  P,  A^,  Aj  bilden  im  Allgemeinen  ein 
geschlossenes  windschiefes  Vierseit,  in  welchem  zwei  Seiten,  nämlich  die 
Amplituden  Aj,  A,  der  gebrochenen  Wellen,  unveränderliche  Richtungen  d^,  d^ 
besitzen.  Die  beiden  anderen  Seiten  sind  mit  den  Folarisationsazimuten  €,  q 
in  der  einfallenden  und  der  reflectirten  Wellenebene  veränderlich.  Beachten 
wir,  dass  jenes  Vierseit  in  drei  Fällen  ein  ebenes  wird:  1),  2)  wenn  AjssO 
oder  Aj  =  0  ist,  sind  nur  je  drei  Amplituden  vorhanden,  welche  der  Polar- 
ebene des  gebrochenen  Strahles  angehören;  3)  wenn  die  Polarisationsrichtung  e 
der  einfallenden  Welle  in  die  Ebene  (c^,  d^  fallt,  so  muss  auch  die  Polari- 
sationsrichtung r  der  reflectirten  Welle  in  dieser  Ebene  liegen.*  Demnach 
kann  man  von  vom  herein  drei  Paare  correspondirender  Polarisationsebenen 
angeben,  nämlich  die  Ebenen,  welche  OE  und  OB  mit  den  Geraden  ver- 
binden, in  denen  die  einfallende  und  die  refiectirte  WeUe  von  den  Polar- 
ebenen der  gebrochenen  Strahlen  und  der  Ebene  [d^,  d^  geschnitten  werden. 

Der  bekannte  Satz,  dass  in  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  zwei 
correspondirende  Paare  von  Ebenen  vorhanden  sind,  die  auf  einander  senk- 
recht stehen,  liefert  uns  nun  sofort  das  interessante  physikalische  Theorem: 
m  der  reflectirten  Welle  giebt  es  zwei  um  90^  verschiedene  Polarisationsaximute 
q\  q"  von  der  Beschaffenheit,  dass  sich  die  entsprechenden  Polarisationsaximute 
t\  «"  der  einfallenden  Weüe  ebenfalls  um  90^  von  einander  unterscheiden.^ 
Die  Existenz  dieser  Hauptaximute  wurde  von  A.  Gobnu  am  Ealkspath  und 
Schwefel  mit  grosser  Genauigkeit  experimentell  verificirt 

64.  Wenn  der  besondere  Fall  eintritt,  dass  die  beiden  uniradialen 
Polarisationsrichtungen  r^,  r^  in  der  reflectirten  Welle  zusammenfallen,  also 
9i  —  Q%  ist,  so  wird  die  Orientirung  der  Polarisationsebene  der  reflectirten 
Welle  unabhängig  von  der  Lage  der  Polarisationsebene  der  einfallenden  Welle. 


^  A.  Ck>BHü,  Becherches,  §  48. 

•  Mao  Cullaoh,  Coli.  Works  118. 

•  A.  CoBNU,  Recherches,  §  68. 
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Soll  aber  q^  =  g^  ^^^f  ^^  ^^^^  ^^  refiectirte  Welle  durcli  die  Schnittgeiade 
der  Folarebenen  P^,  P^  der  gebrochenen  Strahlen  hindurchgehen.  Demnach 
definirt  jene  Bedingung  einen  bestimmten  Einfallswinkel  t%  der  als  Polari- 
saiionswinkel^  bezeichnet  wird  und  nach  A^,  Ä^  aus  folgender  Oleichung 
zu  berechnen  ist: 

cos{f*  +  <r,)  tan3,  -    Bm«y,tan.     ^  cos (**  +  y,) tan  J,  +  .^^^^^  . 

Fallt  natürliches  Licht  unter  dem  Folaiisationswinkel  ein,  so  ist  das  refiectirte 
Licht  vollständig  polarisirt  unter  einem  bestimmten  Azimut  g*.  Dieser  ge- 
meinsame Werth  von  g^  und  (>2  ^^^  ^^  Ablenkung  der  Polariscttionsebme 
genannt.  In  speciellen,  durch  Synunetrieeigenschaften  ausgezeichneten  Fällen 
muss  (>*  SS  0  sein,  so  dass  alsdann  wie  bei  der  Befiexion  an  der  Grenzebene 
zweier  einfach  brechender  Mittel  die  Folarisationsebene  der  refiectirten  Welle 
mit  der  Beflexionsebene  zusammenfallt.  * 

65.  Optisch  einaxige  Krystalle.  —  In  dem  besonderen  Falle  eines  optisch 
einaxigen  Erystalls  von  negativem  Charakter  der  Doppelbrechung  lauten  die 
Grenzbedingungen  (S.  431): 

1.      (Ecos«  —  Pcosp)cost        =  A,  cos  5,  cos  <p^  +  A^cos^^cosqp^ 
n.       E  sin  €  +  P  sin  g  =  A^  sin  8^  +  \  sin  ö^ 

lU.      (Ecos«  +  Pcos(>)sin»        »  A.cos  J.siny^  +  A^ cos 5^ sin 9)^ 

(Esin«  —  Psin())sintcos*  =  A,siny>^(sin  J.cosy^  +  sin  y^  tan«) 

+  A^sin5^sin9)^cos<p^. 

Hierin  sind  die  früher  (S.  311 — 314)  gewählten  und  durch  die  Fig.  146, 
147  erläuterten  Bezeichnungen  beibehalten.  Betrachten  wir  zunächst  wieder 
die  uniradialen  Polansationsrichtungen,  so  ergiebt  sich  aus  A^  (S.  433)  der 
Satz:  Ist  die  einfallende  Weüe  TT,  polarisirt  unter  dem  Azimut  «^: 

(a)  tenc^  «  tan5^cos{»-  qpj, 

so  verschtoindet  die  ausserordentliche  gebrochene  Welle  W^  (A^  =  0)  und  die 
reflecHrte  WeUe  W^  ist  polarisirt  unter  dem  Aximut  g^: 

(b)  tan  ()^  =  —  tan  *^  cos  (*  +  9p  J. 

Das  Polarisationsazimut  der  ordentlichen  gebrochenen  Welle  W^  hat  für 
eine  bestimmte  Grenzebene  {fi),  eine  feste  Einfallsebene  {&)  und  einen  con- 
stanten  Einfallswinkel  (i)  einen  unveränderlichen  Werth  8^.    Findet  nun 

^  F.  £.  Nbümann,  Abh.  Berlin.  Akad.  1835,  88.  —  Mac  Gullaoh,  Coli.  Works 
99,  111,  114. 

'  Stellen  wir  uns  vor,  dass  die  Doppelbrechung  des  Krystalb  abnimmt,  so  wird 
im  GrenzfaU  die  Schnittgerade  der  Polarebenen  P|,  P,  mit  dem  gebrochenen  Strahl 
zusammenfallen;  alsdann  ist  keine  Ablenkung  der  Polarisationsebene  der  reflectiiten 
Welle  vorhanden,  und  der  refiectirte  Strahl  steht  auf  dem  gebrochenen  senkrecht,  wie 
es  das  bekannte  Brewster'sche  Gesetz  (Phil.  Trans.  1815,  125)  über  den  Polarisations- 
winkel an  der  Grenze  zweier  einfach  brechender  Mittel  verlangt 


Optisch  einaodge  Krystdüe.  437 


zwischen  8^  und  den  yeränderlichen  Folarisationsazünnten  €,  q  der  ein£a.Ilen- 
den  nnd  der  reflectirten  Welle  insbesondere  die  Beziehung  statt,  welche  an 
der  Grenze  zweier  einfach  brechender  Mittel  stets  erfallt  wird  (S.  430) : 

tan  fi„       _  _    Jan  Po    ,  _«  *an^„  ^ 


COfl  (»  —  9)  J  COB  (»  +  9  J  1 

SO  verschwindet,  wie  aus  (a)  und  (b)  hervorgeht,  die  ausserordentliche  ge- 
brochene Welle.  Die  uniradialen  Polarisationsrichtungen  e^  und  r^  in  W^ 
und  W^  liegen  in  der  Polarebene  des  ordentlichen  gebrochenen  Strahls  OD^, 
p^=s  (e^,  r^,d^y  welche  mit  seiner  Polarisationsebene,  also  mit  dem  Haupt- 
schnitte D^-Xg  (Fig.  146)  identisch  ist. 

Ersetzt  man  tan^^  durch  den  auf  S.  314  angegebenen  Werth,  so  stellen 
sich  die  uniradialen  Polarisationsazimute  «^  und  q^  als  Funktionen  der  ge- 
gebenen Winkel  (a,  &,  i  und  des  aus  ösiny^  =  osini  zu  berechnenden 
Brechungswinkels  (p^  in  folgender  Weise  dar: 

(»•)  tan€,=      ^o«(^'-yo)siny,cot^''^Ly,co8^ 

(b*)  tan(),  =  -cos(i  +  <)pJ-^  ^""^ 


'  Btnq)^  cot  (4,  —  COfl^^  COfl^ 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  A^  (S.  433) :  Ist  die  einfaümde  Welle  polarisirt 

unter  dem  Azimut  8/. 

,  /•         \i.       *    .        sin'flp, tan* 

(e)  tan«.  =  cos  (»-y.)  tan  5.  +  -j^^^JL_, 

SO  verschwindet  die  ordenüiohe  gebrochene  Welle  W^  (A^  =  0)  und  die  reflectirte 
Weüe  ist  polarisirt  unter  dem  Azimut  q/, 

(d)  tane.»-C08(»  +  y.)tan^.  +  ^.^yV^y^,. 

Die  PolarisaHonsrichiungen  e^,  r^  und  d^  der  einfaüenden,  reflectirten  und  ausser- 
ordenäichen  gebrochenen  Welle  liegen  in  der  Polarebene  P^  des  ausserordentlichen 
gebrochenen  Strahles  OS  (Fig.  146),  deren  Neigung  s^  gegen  die  WeUennormcUe 
OD^  (Fig.  147)  gegeben  ist  dwrch: 

^^^l-<^^Bin(>^^'Bintf  +  y/ 

Ersetzt  man  tan 8^  und  tan«  durch  die  auf  S.  313,  314  angegebenen  Werthe, 
so  erhält  man  far  die  uniradialen  Polarisationsazimute  e,  und  q^  folgende 
Ausdrücke: 

,  ^,        ^                      ,.        .  sinffl.cotii-cosflp.cofl^ 
(€♦)    -tane.=     cos  (»  -  gj.)  — ^^^ g^^^    ^' 

Bin  (y,--  yj  Bin  (y   +  yj  ^^^  y,  +  sin  ^  sin  y,  COS  ^] 

•  8in/iiBm^8in(»  +  y«)    ^      ^^       ^«  r       y-«  j 
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66.  Die  Beobachtungen  über  die  Reflexion  des  Lichtes  an  ebenen  Grenz- 
flächen durohsichHger  Krystalle  haben  ergeben,  dass  die  von  F.  E.  lümjyiAins 
aufgestellten  Gesetze  sehr  angenähert  gelten,  falls  die  Grenzflächen  von 
natürlichen  oder  künstlichen  Oberflächenschichten  frei  sind.  Diese  Voraus- 
setzung ist  nur  bei  frischen  Spaltflächen  Yollkommen  erfüllt;  Aenderungen 
der  ursprünglichen  Beschaffenheit  bewirken  ausnahmslos,  dass  die  aus  einer 
geradlinig  polarisirten  einfallenden  Welle  hervorgehende  reflectirte  Welle 
nicht  mehr  linear,  sondern  elliptisch  polarisirt  ist.  ^ 

Em  Spektrometer,  welches  zur  Beobachtung  der  Erscheinungen  der  KrTstaUreflezion 
dienen  soU,  muss  einen  KrystaUtrftger  besitzen,  welcher  die  krystallographische  Orien- 
tirung  der  EinfalLsebene  zu  bestimmen  gestattet  Ausserdem  müssen  GoUimator  und 
Beobachtungsfemrohr  mit  polarisirenden  Vorrichtungen  versehen  sein,  welche  die 
Polarisationsazimute  der  einfallenden  und  der  reflectirten  Welle  zu  messen  erlauben. 

Benutzt  man  das  in  Fig.  193  abgebildete  Spektrometer,  so  ersetzt  man  den  Oentrir- 
und  Justirkopf  durch  den  Krystallträger  des  in  Fig.  222  dargestellten  Totalreflecto- 
meters  und  hefestigt  vor  den  Objectiven  des  Gollimators  C  und  des  Beobachtungsfemrohres 
F  die  in  Fig.  283  im  Querschnitt  angedeuteten  Nicorschen  Prismen  P  und  A  mit  den 
TheilkreiBen  T  und  T',  Sollen  auch  die  Constanten  elliptisch  polarisirter  reflectirter 
Wellen  gemessen  werden,  so  wird  auf  den  Träger  b  ein  Compensator  gesetzt' 


Fig.  233. 


1.    Beobachtungen  über  uniradiale  Polarisationsazimute. 

An  einer  Spaltungsfläche  des  Kalkspaüi  hat  F.  E.  Neumann'  die  für 
optisch  einaxige  Krystalle  geltenden  Gesetze  (a)  und  (c)  auf  S.  436 — 437 
einer  Prüfung  unterworfen,  indem  er  für  verschiedene  Azimute  &  der  Ein- 


^  Der  Einfluss  natürlicher  oder  künstlicher,  durch  Poliren  entstandener  Ober- 
flächenschichten ist  vor  Kurzem  von  P.  Drude  experimentell  und  theoretisch  erforscht 
worden.  Unter  den  durchsichtigen  krystallisirten  Körpern  wurden  namentlich  Steinsalz 
und  Kalkspath  eingehend  untersucht  (Ann.  d.  Phys.  N.  F.  36 1  532,  865,  1888;  38, 
265,  1889). 

'  Eine  ausführliche  Discussion  der  Beobachtungsmethoden  gab  A.  Cornu,  Re- 
cherches  71. 

8  F.  E.  Neümann,  Pogg.  Ann.  42,  9—12,  1837. 
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fallsebene  und  yerschiedene  Einfallswinkel  %  diejenigen  Folarisationsazimate 
«^  und  6,  der  einfallenden  Welle  bestimmte,  bei  denen  entweder  die  ausser- 
ordentliche oder  die  ordentiiche  gebrochene  Welle  verschwand. 

Um  die  gebrochenen  Wellen  beobachten  zu  können,  wurde  an  dem 
Spaltungsstück  unter  20^  gegen  die  zur  Eintrittsfiäche  gewählte  Spaltfläche 
eine  Austrittsfiäche  angeschliffen^  so  dass  ein  Prisma  entstand,  welches  durch 
ein  kleines  Glasprisma  möglichst  achromatisirt  wurde.  Nachdem  die  Theil- 
kreise  des  Goniometers  und  des  ErystaUträgers  auf  bestimmte  Werthe  von 
19"  und  %  gestellt  waren,  wurde  der  Folarisator  in  die  Lage  gedreht,  dass  für 
ein  hinter  dem  Doppelprisma  befindliches  Auge  entweder  die  ausserordent- 
liche oder  die  ordentliche  gebrochene  Welle  verschwand.  Die  Resultate  der 
Beobachtung  und  der  Berechnung  sind  in  der  folgenden  Tabelle  enthalten: 


^ 

% 

«„beobachtet 

e^  berechnet 
nach  (a*) 

8,  beobachtet 

6^  berechnet 
nach  (c*) 

Differenz 

45'> 

45^ 

-72038' 

-72036' 

-2' 

i     +15027,8' 

+  15026' 

-1,8' 

60 

50 

+  88  20,5 

+88  16 

-4,5 

1     -  1  39 

—  1  30 

—9 

90 

45 

+  65  25 

+65  20,5 

-4,5 

1     -22  28 

-22  33 

+5 

90 

53 

+  61  55 

+  61  51 

-4 

-24  27,5 

-24  29 

+  1,5 

135 

45 

+31  53 

+  31  52 

-1 

-55  27,5 

-55  31 

+  8,5 

135 

45 

+  31  48 

+81  52 

+  4 

-55  28,5 

-55  81 

+  2,5 

141 

50 

+28  30 

+  28  27,5 

-2,5 

-59  44 

-59  39 

+  5 

Die  Werthe  der  Differenzen  liegen  innerhalb  der  Grenzen  der  Be- 
obachtungsfehler. Zur  Erläuterung  des  Sinnes,  in  welchem  die  Azimute  s 
nach  der  auf  S.  429  getroffenen  Festsetzung  positiv  zu  rechnen  sind,  diene 
Fig.  234  (vgl.  Fig.  146,  147). 

Liegt  das  Azimut  &  der  Einfallsebene  zwischen 
0^  und  ±  90^,  so  ändert  das  Polarisationsazimut  6^ 
sein  Vorzeichen,  sobald  der  Nenner  in  (a*): 
W  siny^cotju  —  coscp^cost?"  a=s  0 

wird,  oder  nach  S.  814,  wenn 

cot^^sini^'^O 
ist.  Diese  Aenderung  tritt  demnach  ein  für  5^=90^, 
d.  h.  wenn  die  Polarisationsebene  der  ordentlichen 
gebrochenen  Welle  auf  der  Einfallsebene  senkrecht 
steht;   in  diesem  Falle  muss  auch  die   einfallende 

Welle  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt  sein,  damit  die  ausserordentliche 
gebrochene  Welle  vollständig  verschwinde.  Je  nachdem  der  Einfallswinkel 
kleiner  oder  grösser  ist  als  der  jener  Gleichung  (x)  entsprechende  Winkel  i, 
erhält  c^  einen  negativen  oder  einen  positiven  Werth.^ 

^  F.  E.  Nbcuann  hat  eine  sehr  emfache  Construction  des  durch  die  Gleichung  (z) 
dargestellten  Kegels  angegeben.    Abh.  Berl.  Akad.  1835,  50;  Fig.  7. 


Fig.  234. 
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Liegt  das  Azimut  &  jenseits  ±  90^,  so  ist  s^  immer  positiv. 

Aus  der  Tabelle  ist  ersichtlicli,  dass  die  Summe  der  zu  demselben  Werthe- 
paar  &,  i  gehörigen  Azimute  «^  und  «^  nicht  genau  90*^  beträgt^ 

Während  F.  E«  Neümank  mit  Rücksicht  auf  den  zuerst  von  A.  Seebegk 
constatirten  Einfiuss  der  Politur  auf  die  Reflexion  des  Lichtes  eine  firische 
Spaltfläche  benutzte,  die  mit  grosser  Sorgfalt  rein  erhalten  wurde,  sind  die 
später  von  R.  T.  Glazebbook'  über  uniradiale  Polarisationsazimute  am  Eall- 
spath  unternommenen  Beobachtungen  an  polirten  Flächen  angestellt  worden. 
Diese  sehr  ausgedehnten  und  genauen  Messungen  ergaben  geringe,  aber 
immerhin  die  Beobachtungsfehler  übersteigende  Abweichungen  von  der  Theorie, 
welche  zweifellos  durch  Oberflächenschichten  bedingt  sind.' 

2.  Beobachtungen  über  Polarisationswinkel. 

Die  sorgfaltigen  Beobachtungen  von  A.  Seebeck  über  die  vollstajidige 
Polarisation  des  Lichtes  durch  Reflexion  am  KaJkspath  haben  eine  hervor- 
ragende Bedeutung  für  die  Krystalloptik  dadurch  gewonnen,  dass  sie  zn  einer 
directen  Prüfung  der  Neumann*schen  Theorie  der  Krystallreflexion  dienen 
konnten.  Seebeok  bestimmte  nicht  allein  den  Winkel,  unter  welchem  natür- 
liches Licht  auf  eine  Ealkspathfläche  fallen  muss,  damit  das  reflectirte  Licht 
vollständig  polarisirt  ist,  sondern  auch  das  Azimut  der  Polarisationsebene 
des  unter  jenem  Polarisationswinkel  reflectirten  Lichtes. 

Pur  optisch  einaxige  KiystaUe  ist  der  durch  die  Bedingui^  g^  =  g^ 
charakterisirte  Polarisationswinkel  »*  nach  (b*)  und  (d*)  auf  S.  437  zu  be- 
rechnen aus: 

n\   «««^•*i       \  eint^-  «^„/•*.       v  sin a. cot u  —  cos ©. cos ^ 

(1)    cos  lt*+  QPj  -; 1 s  =  —  COS  (**+  CD  ) ^^ ^, — ^     ^* 

^      *  ^•'smqp^cot^  — coflcjp^cosd^  ^      '  ^«'  sin^ 

Hieraus  ist  sofort  ersichtlich,  dass  die  Polarisationswinkel  für  die  Azimute 
id-  und  —  S-  denselben  Werth  besitzen.    Dass  aber  auch  die  Polarisations- 


^  Die  Beobachtungen  von  F.  E.  Nbümanh  sind  mit  weissem  Licht  angestellt  Be- 
rechnet man  für  die  gegebenen  Werthe  von  &  und  i  mit  Hälfe  der  von  Budbbbo 
gemessenen  Hauptlichtgeschwindigkeiten  für  Na-Licht  (S.  809)  die  Azimute  e«  und  «,, 
indem  man  den  Winkel  der  Normale  einer  Spaltflftche  gegen  die  optische  Axe 
fi^W  86'  14 "  setzt,  so  erhält  man  z.  B.  für  ^  s  45<>  und  i^4b^: 
<p^^  250  14'  11  "^  ^  ,,_  720  41' 42" 
q>,  =  26   82  54,        e,  =      15   17  40. 

'  B.  T.  Glazbbbook,  On  the  Befraction  of  Plane  Polarized  Light  at  the  Snrface 
of  a  üniaxal  Ciystal.   Phü.  Trans,  for  1882  178,595, 1883.  Proc.  Boy.  Soc.  32,  80,  1881. 

^  B.  T.  Glazbbrook,  On  the  Effect  of  Moisture  in  modifying  the  Befiraction  of 
Plane  Polarized  Light  by  Glass.  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  6,  169,  1885.  —  C.  Spcses, 
On  the  Effect  of  Polish  on  the  Beflexion  of  Light  from  Surface  of  Iceland  Spar. 
Proc.  Boy.  Soc  41,  463,  1886;  42,  242,  1887.  —  Vgl.  die  auf  S.  438  citirten  Abhand- 
lungen von  P.  Drüdb. 
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Winkel  for  die  Azimute  &  und  180^  —  i?"  übereinstimmen,  wie  die  Be- 
obachtungen von  BsEWBTEB  Und  Seebbck  ergeben  haben,  erkennt  man  aus 
der  Formel  erst,  nachdem  dieselbe  durch  Elimination  von  (p^  auf  folgende 
Gestalt^  gebracht  ist: 


coB(i*+9..)=i^:^, 


(2) 

worin: 

F^  [WL^IA  sin**  cos  (»*+qpJ  cos  (»*— qpj  +  sin^jw  cos'i?'  cos*^^  —  cosV  sin'qpj* 

O  SS  sin*  yL  sin*  &  cos*  (**  +  9?  J  sin*  (i*  —  qp  J 

J3'=  sin*|u  sin'i?"  cos  {i*  +  (p^  +  [8in*ft  cos*i9'  cos*^)^  —  cos*itt  sin*9)J  cos  (<p — yj. 

a.  Die  Gleichung  for  den  Folarisationswinkel  reducirt  sich  auf  eine  sehr 
einfache,  schon  von  Seebbck*  aufgestellte  Relation,  wenn  die  Mnfaüsebene 
mit  dem  HauptschnitU  der  reflectirenden  Fläche  xttsammenfäüt,  also  i9'=sO  ist:^ 

du«**  —  (l-o*)co8V  +  (l-c')BmV 

b.  ^^0^  die  Mnfaüsebene  senkrecht  xum  Eauptschniü  der  Orenxfläche 
{&ss90^,  so  erhält  man  i*  in  erster  Annäherung  mit  Vernachlässigung 
von  (c*  —  0*)*  aus  der  Gleichung:* 

Hierauf  beziehen  sich  die  folgenden  Angaben. 


Neigung  der  reflectiren- 
den FULche  gegen  die 
optiflcheAxe.   90^ -u 

i*  beobachtet  von 
Sbsbbck 

i*  berechnet  von 

Nbumakn 

Differenz 

0M2' 

580  56' 

58«  54,9' 

-  1,1' 

0  23 

58  56,1 

58  54,9 

-  1,2 

27     2 

59     8,9 

59   19,1 

+15,2 

45  23,5 

59  50,9 

59  58,4 

+  2,5 

45  29 

59  47,7 

59   58,5 

+  5,8 

45   43,5 

59  46,7 

59   54,1 

+  7,4 

64     1,5 

60   14,8 

60  26,5 

+  11,7 

89  47,5 

60  88,4 

60  47 

+  18,6 

Der  Werth  90^  —  fi  ^  4b^  28,5'  entspricht  einer  Spaltuugsfläche. 

e.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  das  Azimut  der  Einfallsebene  &  einen 
von  0  und  90®  verschiedenen  Werth  besitzt,  findet  man  i*  in  erster  An- 
näherung aus:' 

,  .-.  1  c"— 0*  flm'u— o"cos*a 


8in"i'  =5 


1+0*      1-0* 


1  +  0« 


'  F.  £.  Nbumanv,  Abh.  BerUn.  Akad.  1885,  43  (21). 

*  A.  Sbbbbok,  Pogg.  Ann.  22,  133,  1881. 
»  F.  E.  Nbumanh,  a.  a.  0.  34—35. 

*  F.  E.  Nbumank,  a.  a.  0.  88  (15). 
»  F.  E.  Nbukahk,  a.  a.  0.  48  (28). 
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PoULrisattonstoiiücel  auf  einer  SpaZtwngrfläche  von  Kalhspath. 


& 

»*  beobachtet  von 
Sbebsck 

»♦  berechnet  von 

NsuMAinr 

Differenz 

0»  0' 
22  80 
45    0 
67  80 
90    0 

57«  19,r 

57  45,9 

58  88,9 

59  29,1 
59   50,9 

57«  20,1' 

57  42,9 

58  84,9 

59  80,1 
59  58,4 

+  0,4' 
-8,0 
+  1,0 
+  1,0 
+  2,5 

A.  GoBim  fand  an  verschiedenen  Spaltongsflächen  für  ^  s  0: 
i*  =  bV  20,8',    57«  22,5',    bV  17',    bV  16' 


und  für  ^  =  90«: 


59«  44',    59«  50'. 


Ans  den  BuDBEBa*schen  Werthen  der  Hanptlichtgeschwindigkeiten  für  Na-Licfat  ei^^ebt 
sich  für  den  ersteren  Winkel  57«  22',  für  den  letzteren  59«  50'. 

d.  Wenn  der  Ein&Uswinkel  gleich  dem  Polarisationswinkel  ist,  so  er- 
giebt  sich  die  Ablenkung  g*  der  PolarisoHonsebene  der  reflecHrien  Weäe  von 
der  MnfaUsebene  nach  (b),  S.  436,  aus: 

tan  p*  =  --  tan  5^ cos  (t*  +  (p^ 
oder  nach  (b*)  aus: 

tanp*«  — 


cos  (t*  +  y  J  an  t» 


Bing>^  cot  u  —  cosgo^  cos  & 

Zur  Aufsuchung  derjenigen  Orientirungen  der  Einfallsebene,  in  denen 
diese  Ablenkung  verschwindet,  dient  die  Bemerkung,  dass,  wie  aus  (2)  auf 
S.  441  hervorgeht,  cos  {%*  +  (p^  stets  und  nur  in  den  Fällen  verschwindet, 
wo  cos*  jiA  sin*  tp^  —  sin* (i  cos*  h-  cos*  (p^  der  Null  gleich  wird.    Demnach  muss: 

sin|usin*(cos|usin(3p^  +  siniucos9>^cosi9')  =  0 

ein.    Folglich  findet  keine  Ablenkung  statt:  1)  für  ^  «  0,  also  auf  der  zur 
optischen  Axe  senkrechten  Fläche,  2)  für  i9*  =  0  oder  180®,  d.  h.  wenn  die 
Einfallsebene  in  den  Hauptschnitt  der  refiectirenden  Fläche  fallt,  3)  für  die- 
jenigen Azimute  i9*,  welche  die  Bedingung: 

cos  I?"  =  —  cot  /i  tan  qp^ 

erfüllen.    Beachten  wir,  dass  für  i  =  i*  die  Tangente  des  Brechungswinkels 
der  ordentlichen  Welle  gegeben  ist  durch  tany^sao,  so  wird: 

cos  !?•  =  —  0  cot  JH. 

Diese  Relation  definirt  im  Allgemeinen  zwei  Azimute  &  von  gleichem  Werthe, 
aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen. 

Hiemach  haben  wir  auf  jeder  Fläche  eines  optisch  einaxigen  KrystaUs 
in  Bezug  auf  das  Azimut  der  Einfallsebene  im  Allgemeinen  vier  Winkelraume 
zu  unterscheiden,  welche  durch  den  Hauptschnitt  und  die  Winkel  ±^ 
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bestimmt  sind  (Fig.  235).  Oeht  das  Azimut  &  ans  einem  Gebiet  in  ein 
benachbartes  über,  so  wechselt  das  Vorzeichen  der  Ablenkung  p*.  Die 
Oesammtheit  der  Ablenkungen  ist  nur  symmetrisch  zum  Hauptschnitt, 
während  die  Gesammtheit  der  Folarisationswinkel  ausserdem  noch  in  der 
zur  Grenzflache  und  zum  Hauptsohnitt  derselben  senkrechten  Ebene  eine 
Symmetrieebene  besitzt  (S.  441). 

Liegt  die  reflectirende  Fläche  parallel  zur  ^optischen  Axe,  so  stehen  die 
Spuren  OA  und  OÄ  der  durch  die  Azimute  ±  &  bestinmiten  Einfallsebenen 
auf  der  optischen  Axe  senkrecht  Je  mehr  sich  die  Fläche  gegen  die  optische 
Axe  neigt,  um  so  mehr  nähern  sich  OÄ  und  OÄ  dem  Hauptschnitt  Off, 
bis  sie  auf  einer  durch  die  Relation: 

tan^  =  0 
charakterisirten  Fläche  mit  OE*  zusammenfallen.  Auf  allen  noch  starker 
gegen  die  optische  Axe  geneigten  Flächen  verschwindet  die  Ablenkung  der 
Polarisationsebene  nur  dann,  wenn  die  Einfallsebene  die  Richtung  des  Haupt- 
schnitts besitzt.  Beim  Kalkspath  erhalten  wir  für  jene  ausgezeichnete  Fläche 
aus:  0  =  0,6029  (Na- 
Licht),  ,tt  =  31^5'  die 
Neigung  gegen  die  op- 
tische Axe: 

90ö-|u  =  58«55'. 
Am  Kalkspath  hat 
Seebegk  zwei  Reihen 
von  Beobachtungen  über 
die  Ablenkung  q*  ange- 
stellt; die  Berechnungen 
YonNEüHAKK^  stimmen 
damit  sehr  gut  überein. 
dienen.  Es  ist  darin  der  Sinn,  in  welchem  p*  zu  rechnen  ist,  für  zwei 
Azimute  &  durch  Pfeile  angedeutet;  p  bedeutet  die  Schnittgerade  der  Polari- 
sationsebene  der  reflectirten  Welle  mit  der  spiegelnden  Fläche  @.  Im 
TJebrigen  entsprechen  die  Bezeichnungen  den  früher  in  Fig.  146  benutzten. 


Fig.  235. 


Fig.  236. 


Zur  Erläuterung  der  ersten  Reihe  möge  Fig.  236 


&   . 

j 

Spaltfläche 

Fläche  parallel  zur  optischen  Axe 

beobachtet 

berechnet 

Diflferenz 

beobachtet 

berechnet 

Differenz 

0« 

0» 

1 

00 

22V, 

+  2     9' 

+2«  16' 

+  r 

+  2  43' 

+2M5,5' 

+  2,6' 

45 

+  3  38 

+  3   38,3 

+  0,3 

+3   57 

+  4     7,5 

+  10,5 

67V,  ■ 

+  3  84 

+  3  42,3 

+  8,3 

+  2  46 

+3     2,5 

+  16,5 

90 

+2  30 

+  2  26,3 

-  8,7 

0 

112V, 

+0  48 

+0  52 

+  4 

135 

-0  23 

-0   16,3 

-  6,7 

157V, 

-0   18 

-0  28,7 

+  10,7 

180 

0 

F.  E.  Nbumann,  Pogg.  Ann.  42,  26,  1837. 
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A.  CoKNü*  fand  an  einer  Spaltfläche  für  ^  =  90<>  den  Werth  q*  =  2«27,5'.  Auch 
die  Beobachtungen  von  P.  Dbüdb  *  bestätigen  die  von  Sebbbck  erhaltenen  Resultate.  * 


Interferenaerscheinungen  im  polarisirten  Licht. 

67.  Die  Interferenzersclieinungeii,  welche  planparallele  Platten  doppelt- 
brechender  Erystalle  im  senkrecht  einfallenden  polarisirten  Lichte  darbieten, 
wurden  von  F.  Abago  (1811)  entdeckt,*  von  J.  B.  Biot  (1812—14)  auf 
experimentellem  Wege  eingehend  untersucht*  und  von  A.Fbesn£L  (1816—21) 
auf  Grund  der  von  ihm  in  Gemeinschaft  mit  Abaoo  aufgestellten  Gesetze 
über  die  Interferenz  des  polarisirten  Lichtes  erklärt.^ 

Einen  Theil  der  überaus  mannigfachen  Interferenzerscheinungen,  die 
im  convergenten  polarisirten  Lichte  beobachtet  werden,  aufgefunden  zu  haben, 
ist  das  Verdienst  von  D.  Bbewsteb^  (1818 — 18).  Nachdem  es  G.  B.  Aiby^ 
(1831)  gelungen  war,  die  Interferenzbilder  an  Platten  optisch  einaxiger 
Erystalle,  die  zur  optischen  Axe  senkrecht  stehen,  zu  erklären,  entwickelte 
F.  E.  Neumank®  (1834)  die  Grundlage  für  eine  allgemein  gültige  Theorie 
dieser  Phänomene,  aus  der  sich  insbesondere  die  bis  dahin  zweifelhafte  Be- 
deutung  der   optischen  Axen    zweiaxiger  Krystalle   für  jene   Interferenz- 


*  A.  CoBNU,  Recherches  98. 

»  P.  Drude,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  38,  265,  1889  (Fig.  7). 

'  Die  Ablenkung  q*  beträgt,  wenn  das  Licht  aus  Luft  auf  Kalkspath  fiült,  immer 
nur  wenige  Grade;  sie  kann  aber  enorm  vergrössert  und  bis  auf  90^  gestdgert  werden, 
wenn  die  reflectirende  Fläche  mit  einer  geeigneten  FlÜ9sigkeiU»ekidU  bedeckt  wird. 
Eben  diese  Versuchsanordnung  führte  D.  Brewsteb  zur  Entdeckung  jener  Ablenkung. 
VgL  die  eingehenden  theoretischen  Untersuchungen  von  F.  £.  Neumank  (Abb.  Berlin. 
Akad.  1885,  §  10).  Später  hat  J.  Cokeot  zahlreiche  Messungen  am  Kaikspath  ange- 
stellt  (Proc.  Roy.  Soc.  40,  178,  1886). 

^  F.  AjtAOO,  Sur  une  modification  remarquable  qu*6provent  ies  rayons  luminenz 
dans  leur  passage  k  travers  certains  corps  diaphanes.  M6m.  de  la  CL  des  sc.  math. 
et  phys.  de  Tinst.  imp.  de  France.  Ann^e  1811.  12,  93,  1812.  Oeuvr.  compl.  10,  36. 
GiLBBBT,  Ann.  d.  Phys.  40,  145,  1812. 

^  Eine  Zusammenstellung  der  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  findet  sich  in: 
J.  B.  BioT,  Trait^  de  phys.  4,  1816. 

*  A.  Fbbsnel,  Note  sur  le  calcul  des  teintes  que  la  polarisation  döveloppe  dans 
Ies  lames  cristallis^es.  Ann.  chim.  phys.  (2)  17,  102, 167, 1821.  Oeuvr.  compL  1»  009. 
Pogg.  Ann.  12,  366,  1828.    VgL  Vebdet,  Introduction  §  VII.    . 

'  D.  Bebwsteb,  Treatise  on  New  Philosophical  Instruments.  Edinburgh  1818,  886. 
On  the  Affections  of  Light  ti*ansmitted  through  Giystallized  Bodies.  Phil.  Trans.  1814, 
187.  On  the  Laws  of  Polarisation  and  Double  Refraction  in  Begularly  Cryatalliaed 
Bodies.    ibid.  1818,  199. 

*  G.  B.  AiBT,  On  the  Nature  of  the  Light  in  the  two  Rays  produoed  by  the 
Double  Refraction  of  Quartz.  Trans.  Cambr.  Phil.  Soc  4,  79,  198  (read  1831)  1833. 
Pogg.  Ann.  23,  204,  1831. 

"  F.  E.  Neümakk,  Ueber  die  optischen  Axen  und  die  Farben  zweiaxiger  Krystalle 
im  polarisirten  Licht    Pogg.  Ann.  33,  257,  1834. 
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erscheinungen  ergab.  Einheitliche  G^chtspunkte  fOr  eine  übersichtliche  geo- 
metrische Deutung  der  NEUMANN'schen  Formeln  wurden  erst  von  A.Bebtin^ 
(1861)  durch  die  Einführung  der  Oberflächen  gleichen  Oanguntersohiedes  und 
von  E.  LoMMEii^  (1883)  durch  die  Construction  der  laogyrenflächen  gewonnen. 

69.  Polarisationsapparate.  —  Die  Anordnung  der  Polarisationsapparate 
beruht  auf  den  FBBSNEL'schen  Gesetzen  über  die  Interferenz  linear  polari- 
sirter  ebener  Wellen  von  gemeinsamer  Fortpflanzungsrichtung:  1)  parallel 
polarisirte  Wellen  interferiren  wie  natürliches  Licht;  2)  senkrecht  gegen 
einander  polarisirte  Wellen  interferiren  gar  nicht;  3)  es  tritt  auch  keine 
Interferenz  ein,  wenn  senkrecht  gegen  einander  polarisirte  Wellen  auf  eine 
gemeinsame  Polarisationsebene  zurückgeführt  werden,  wofern  jene  Wellen 
aus  der  Zerlegung  natürlichen  Lichtes  hervorgegangen  waren;  4)  dagegen 
findet  Interferenz  statt,  wenn  eine  linear  polarisirte  Welle  in  zwei  senkrecht 
gegen  einander  polarisirte  Wellen  zerlegt  wird  und  diese  letzteren  Wellen 
wieder  auf  eine  gemeinsame  Polarisationsebene  zurückgeführt  werden. 

Ein  Polarisationsapparat  for  senkrecht  einfallendes  Licht  wird  im  Wesent- 
lichen aus  zwei  hinter  einander  gestellten  geradlinig  polarisirenden  Vor- 
richtungen P,  Ä  gebildet.  Aus  dem  Polarisator  trete  eine  in  der  Richtung 
^  polarisirte  ebene  Welle  homogenen  Lichtes  W  aus,  deren  Amplitude  gleich  a 
sei.  Ist  der  Analysator  ein  Nicorsches  Prisma,  so  erzeugt  W  beim  Eintritt 
in  denselben  zwei  gebrochene  Wellen  W^  und  TF.,  von  denen  nur  die  ausser- 
ordentliche Welle  W^  austreten  kann.  Ihre  Polarisationsrichtung  31  bilde 
mit  ^  den  Winkel  (5ß30  =  ;^'  Dann  ist  ihre  Amplitude  gleich  acos;^,  wenn 
von  den  Schwächungen  durch  Absorption  und  durch  partielle  Reflexionen 
an  der  Eintrittsfläche,  der  Trennungsschicht  und  der  Austrittsfläche  des 
Analysators  abgesehen  wird.  Demnach  ist  die  Intensität  des  austretenden 
und  in  das  Auge  des  Beobachters  eindringenden  Lichtes  proportional 
a*  cos*/. 

Unsere  Aufgabe  besteht  zunächst  darin,  die  Modificationen  zu  unter- 
suchen, welche  diese  ursprüngliche  Intensität  des  Gesichtsfeldes  unseres 
Polarisationsapparates  erfahrt,  wenn  zwischen  Polarisator  und  Analysator 
eine  planparallele  Platte  K  eines  doppeltbrechenden,  vollkommen  durch- 
sichtigen Krystalls  senkrecht  zur  Fortpflanzungsrichtung  der  WeUe  W  ein- 
geschaltet wird.  Die  Welle  W  wird  beim  Eintritt  in  die  Krystallplatte  ge- 
brochen in  zwei,  nach  der  Richtung  der  Plattennormale  fortschreitende 
Wellen  TFi,  TT^.  Wir  bezeichnen  die  Polarisationsrichtungen  dieser  Wellen 
mit  i^i,  $2>  ^cn  Winkel  (^$i)  mit  9?  (Fig.  237),  die  Wellenlänge  des  Lichtes 
mit  A,  die  Brechungsindices  von  TTj,  W^  mit  Vj,  v^  (Vj  <  v^  und  die  Dicke 


^  A.  BEBTrar,  Memoire  sur  la  surface  isochromatique,  th^rie  gdn^rale  des  franges 
des  lames  cristallis^es.    Ann.  chim.  phys.  (8)  63,  57,  1861. 

"  E.  LoHMBL,  Die  Lsogyrenfläche  der  doppelbrechenden  Krystalle;  allgemeine 
Theorie  der  Gurren  gleicher  Schwingungsrichtong.   Ann.  d.  Phys.  N.  F.  18,  56,  1888. 
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der  Platte  mit  l    Unter  diesen  Yoranssetzongen  ist  die  hUmsUät  der  aus  dem 
Analysator  austretendm  Welle  proportional: 

(1)  A»=  a»[cos«;f  -  gin2y)sin2(9?  -/)sin»iif'-^^^^P^^l . 

Dieser  Ausdnusk    bildet  die   Grundlage    für   die  Erklärung   aller   Interferenz- 
welche  an  doppeltbrechenden  KrystaUplaiten    im  senkreekt  em- 
fallenden  poUxrisirten  Lichte  beobachtet  toerden, 
wenn  die  g&brochenen  Wellen  geradlinig  pohm- 
sirt  sind,  wie  bisher  stets  vorausgeseMumrde. 


ersi 


Zur  Zeit  t  sei  der  SchwingangszuBtand  in 
der  einfallenden  Welle  W  an  der  Eintritteflidie 
der  Platte  K  dargestellt  durch: 


^  a  a8m2n- 


t 


I? 


worin  q  die  Entfernung  des  schwingenden  Theil- 
Fig.  287.  chens  von  der  Gleichgewichtslage   und  T  die 

Schwingungsdaaer  des  Lichtes,  dessen  Wellen- 
länge in  Luft  gleich  l  ist,  bedeuten.  Wird  die  Schwächung  der  Amplitade  durch 
partielle  Reflexion  unberücksichtigt  gelassen,  so  sind  die  Componenten  von  q  nach 
ft  und  &: 


^  COS<)p  ' 

Q  sin  g>  • 


acos  q)  sm27r  -tt 
asuKp  sm27i  -^ 


Bezeichnen  wir  mit  o^,  o,  (oj  <o,)  die  Dicken  derjenigen  Luftschichten,  welche  die 
Wellen  W^,  TT,  mit  der  durch  die  Relation  A  »  o  T  gegebenen  G^eschwindigkeit  o  in 
denselben  Zeiten  durchlaufen  würden,  die  zum  Durchschreiten  der  Erystallplatte  mit 
den  Geschwindigkeiten  q^,  q,  (qi>qs)  erforderlich  sind,  so  wird  der  Schwingungs- 
zustand  yon  W^^W^  an  der  Austrittsfläche  zur  Zeit  t  dargestellt  durch: 


II  &. 


Qi  s=  acos9)sin2nl^  —  j-j  .  . 

^,  »  asm<psm2nl-j?—  y  I  .  . 

Nun  ist  0| :  0  =  ^ :  qi,  o, :  v  =  ^ :  q,,  folglich: 

^i  sa  a  cos  (p  sin  -^  l  r I 

.    27t^       l       J\ 
^,  SS  a  sm  go  sm  -=■  \t T I » 

falls  die  ZeitdifPerenz  ^/q,  —  ^/qi  «  T  gesetzt  wird. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Wirkung  des  Analysators  auf  die  ausgetretenen  Wellen, 
wobei  wieder  die  Schwächungen  der  Amplituden  durch  Absorption  und  partielle 
Reflexionen  vernachlässigt  werden  sollen.    Die  Componenten  von  ^,,  ^,  nach  "Ü  sind: 

<r,  «  piCOS(<p-/),     <r,  =  ^,sin(<p-/) ||  «. 
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Demnach  wird  der  Schwingungszostand  der  durch  Interferenz  resultirenden,  anB  dem 
Analysator  austretenden  Welle  dargestellt  durch: 

a  =  (Ti  +  (Tj  =  Asin^^^-  -j II  51. 

Mithin  ist  das  Quadrat  der  Amplitude  der  austretenden  Welle: 

A'sB  a*  cos' 9  cos'C^—/)  +  sin'gD  sin'Cy— /)  +  2  cosgo  singo  cosCy— /)  8in((jp— /)cos  Stt^ 

oder,  wenn  cos  2n  T/T  durch  1  —  2  sin* ti T/T  ersetzt  wird: 

A*  =  a*  cos*;^  —  sin  2 9)  sin  2  (9  —  /)  dn'  «  ^r   • 

Führen  wir  noch  f&r  den  Gangunterschied  o,  —  0|  der  gebrochenen  Wellen  die  Be- 
zeichnung r  ein,  so  ist: 


H^^-yy) 


und  T/T  kann  ersetzt  werden  durch  r/Z.  Hierdurch  gewinnt  der  Ausdruck  für  das 
Quadrat  der  Amplitude  A  die  imter  (1)  angegebene  Gestalt. 

Die  Interferenzerscheinungen  hängen  nach  (1)  ab:  a)  von  der  Differenz 
der  Brechungsindices  i',  —  ^i,  also  von  der  Substanz  und  der  Orientirung 
der  Platte,  b)  von  der  Dicke  /  der  Platte,  c)  von  der  durch  den  Winkel  qp 
bestimmten  Lage  der  Platte  gegen  den  Polarisator,  d)  von  dem  Winkel  Xj 
d.  h.  von  der  Stellung  des  Analysators,  e)  von  der  Wellenlänge  X.  Wir 
werden  auf  diese  Abhängigkeit  noch  ausführlicher  eingehen.  Einstweilen 
heben  wir  nur  den  besonders  interessanten  Fall  hervor,  dass  x  =  90^  ist, 
also  ä  die  Lage  ä*  (Fig.  237)  annimmt.    Dann  folgt  aus: 

(2)  A*«a*sin«2ysin»;ry, 

dass  die  Intensität  der  aus  dem  Analysator  austretenden  Welle  gleich  Null 
wird,  falls  sin*29?«0,  d.  h.  y  =  0^,  90^,  ...  ist.  Demnach  wird  die 
Krystallplatte  bei  einer  vollen  Umdrehung  in  ihrer  Ebene  vollkommen  dunkel 
erscheinen,  wenn  die  Polarisationsebenen  ^j,  $g  der  Wellen  W^,  W^  mit 
den  Polarisationsebenen  5ß  und  31*  zusammenfallen.  Und  dies  geschieht, 
wofern  die  Lage  der  Ebenen  ^j,  §2  in  der  Krystallplatte  von  der  Wellen- 
länge X  unabhängig  bleibt,  nicht  nur  im  homogenen,  sondern  auch  im 
weissen  Lichte.  Hierauf  beruht  eine  Anwendung  des  PolarisoHonsapparates 
für  senkrecht  einfallendes  Licht  xar  Ermittdung  der  krystaüographischen  Orient 
tirung  der  Polarisaiionsebenen  §j,  §3,  deren  Bedeutung  für  die  Bestimmung 
des  Krystallsystems  und  der  optischen  Constanten  alsbald  hervortreten  wird. 

69.  Um  die  Krystallplatte  K  im  convergenten  polarisirten  Lichte  zu 
untersuchen,  bringen  wir  über  dem  Polarisator  P  ein  centrirtes  System  von 
Sanunellinsen  S  und  unter  dem  Analysator  A  ein  gleiches  System  J^  an 
(Fig.  238).  Es  bedeute  B  die  vordere  Brennebene  von  S  und  B'  die  hijftere 
Brennebene  von  S\    Dann  werden  alle  von  einer  hinreichend  entfernten 
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lichtgebenden  Fläche  ausgehenden  Strahlenbündel,  welche  nach  dem  Durch- 
schreiten des  Folarisators  gegen  einen  Ponkt  p  inB  convergiren,  ein  von  p 
divergirendes  Strahlenbündel  bilden,  welches  das  System  /S  als  ein  Bündel 
unter  einander  paralleler  Strahlen  verlasst  und  durch  S'  in  ein  nach  dem 
Punkte  p  der  Ebene  B*  convergirendes  Strahlenbündel  gebrochen  wird. 
Dieses  letztere  Bündel  gelangt  durch  den  Analysator  in  das 
Auge  des  Beobachters.  Bei  dieser  Yersuchsanordnung  £alleii 
also  auf  die  zwischen  S  und  S'  liegende  Erystallplatte  K  ebene 
Wellen,  deren  Normalen  einen  K^el  erfüllen.  Zu  jeder  Welle 
W  gehört  in  den  Brennebenen  5,  5'  ein  Paar  von  Punkten 
j?,  p%  welche  die  Spuren  von  W  in.  B  und  B'  genannt  werden 
sollen. 

Die  Interferenzerscheinung,  welche  der  Beobachter  im 
homogenen  Lichte  erblickt,  wenn  sich  sein  Auge  in  der  Ent- 
fernung der  deutlichen  Sehweite  von  B'  befindet,  ist  dadurch 
charakterisirt,  dass  sich  die  Intensität  des  Lichtes  auch  mit 
der  Lage  der  Spur  p,  also  mit  dem  Einfallswinkel  i  der  zu- 
PiK  238.  gehörigen  Wellenebene  W  ändert.  Bleibt  die  Platte  in  der 
zur  Axe  von  S  und  S'  senkrechten  Lage,  so  wird  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Polarisator  keine  Beschränkung  des  (resichtsfeldes 
herbeiführt,  der  grösste  Werth  i^  des  Winkels  i  nach  der  von  E.  Abbe  be- 
gründeten Theorie  optischer  Instrumente^  bestimmt  durch  die  numerische 
Apertur  a  des  Systems  S,  nach  der  Belation: 

a  =  nsin»^, 

worin  n  den  Brechungsindex  des  Mittels  bedeutet,  welches  den  Baum  zwischen 
S  und  der  Erystallplatte  einnimmt.  Soll  nun  das  System  S'  den  aus  der 
Platte  austretenden  Lichtkegel  sammeln,  so  darf  seine  numerische  Apertur  cc 
nicht  kleiner  als  a  sein.  Wir  setzen  voraus,  dass  a'^  a  sei,  und  nehmen 
an,  dass  sich  die  Platte  K  in  einer  Flüssigkeit  befinde,  welche  den  Raum 
zwischen  S  und  S'  erfüllt  und  deren  Brechungsindex  grösser  als  a  ist 

Um  die  Vorstellung  von  der  Wirkung  der  Linsensysteme  /S,  S'  mehr 
zu  fixiren,  betrachten  wir  ein  bestimmtes  Beispiel  von  hervorragender 
praktischer  Bedeutung.  In  der  von  einer  Platte  eines  optisch  zweiaxigen 
KrystaUs  hervorgerufenen  Interferenzerscheinung  geben,  wie  alsbald  des 
Näheren  dargelegt  werden  soll,  zu  ausgezeichneten  Spuren  diejenigen  Wellen 
Veranlassung,  welche  sich  in  den  Richtungen  der  optischen  Axen  OA,  OÄ 
fortgepflanzt  haben.  Wir  fragen  nach  der  Bedingung,  unter  welcher  diese 
Spuren  im  Gesichtsfelde  unseres  Apparates  auftreten.  Die  Platte  stehe 
insbesondere  senkrecht  zur  Halbirungsgeraden  OM  des  spitzen  Winkels  A  OA' 


^  Aus  der  Reihe  der  weit  zerstreuten  Abhandlungen  von  K  Abbb  kommen  hier 
namentlich  die  folgenden  in  Betracht:  Arch.  f.  mikrosk.  Anat.  9y  418,  18Td.  Joum. 
Roy.  Microsc.  Soc.  1879,  19;  1880,  21;  1881,  888.  Sitzungsber.  Jenaische  Ges.  f.  Med« 
u.  Natnrw.  1878,  XI;  1879  (=■  Repert  f.  Exp.-Phys.  16,  803,  1880). 
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(Fig.  239).     Damit  die  Spur  der  Welle,  welche  sich  im  Krystall  in  der 

Richtmig  Oä  und  darauf  in  der  Flüssigkeit  in  der  Kichtung  AB  fortpflanzt, 

in  der  Brennebene  B^  erscheint,  muss  das  Product  «j  sin  F  «  n  sin  Ej  worin 

a^  den  mittleren  Hauptbrechungsindex  des  Krjstalls  und  V  den  halben 

AVinkel  äOJ!  bedeutet,  kleiner  als  die 

numerische  Apertur  u  sein.  Ist  er,  sin  V 

gerade  gleich  «',  so  wird  die  Spur  jener 

Welle  auf  den  Rand  des  Gesichtsfeldes 

fallen.    Liegt  die  Platte  senkrecht  zur 

zweiten  Mittellinie,  so  erhalten  wir  die 

Bedingung  a,  cos  F  ^  a.     Bezeichnet 

man    bei    einer  Platte   von   beliebiger 

Orientirung  die  Neigung  von  OÄ  gegen 

die  Plattennormale  mit  U,  so  wird  die 

Brennebene  B'  die  Spur   der   in   der 

Eichtung  OÄ  sich  fortpflanzenden  Welle 

enthalten,  wenn  das  Product  a^  sin  U'^  a  ist. 

Hiemach  ist  ersichtlich,  unter  welchen  Betrag  die  numerische  Apertur 
der  Linsensysteme  S^  S'  nicht  herabsinken  darf,  wenn  an  den  in  der  folgenden 
Tabelle  aufgezahlten  Erystallen  (vgl.  S.  321)  an  Platten  senkrecht  zur  ersten 
oder  zur  zweiten  Mittellinie  im  Na-Licht  der  Austritt  der  optischen  Axen 
beobachtet  werden  soll.  Insbesondere  ist  aus  der  Tabelle  sofort  zu  entnehmen, 
ob  Trockensjsteme  (a  <  1)  ausreichen  oder  Immersionssjsteme  angewendet 
werden  müssen. 


Fig.  239. 


ß  Bin  V 

|9  cos  F  1 

l^sinF 

|9  cos  F 

7.  Cenunt     .    . 

0,1490 

2,0709 

12.  Diopsid      .    . 

0,8269 

1,4624 

4t.  Aragonit    .     . 

0,2607 

1,6612     1 

1».  OrihoJclaa  .    . 

0,8304 

1,2768 

6.  Borax  .    .    . 

0,4971 

1,3819     ' 

24.   Weinsäure     . 

0,9548 

1,2019 

22.  Schwerspath  . 

0,5162 

1,5540     1 

5.  Axinii  .    .    . 

0,9858 

1,3577 

8.  Anhydrit  .    . 

0,5879 

1,4618     i 

11.  Datoliih     .    . 

0,9996 

1,8172 

16.  Xie$elzinkerz 

0,6418 

1,4856     1 

10.  Cordierit  .    . 

1,0194 

1,1556 

8.  art/sobert/U  . 

0,6738 

1,6134     ; 

2.  Anglesit     .    . 

1,0563 

1,5579 

18.  JEuklas  .    .    . 

0,6945 

1,5130     1 

1.  AndcUusit  .    . 

1,0879 

1,2246 

15.  G^s     .    .    . 

0,7015 

1,3516 

18.  Olivin   .    .    . 

1,1647 

1,2080 

9.  CoUfHn     .    . 

0,7086 

1,4609     i 

21.  Schwefel    .    . 

1,2080 

1,6455 

23.  Topas    .    .    . 

0,7693 

1,4186      1 

Betrachtet  man  eine  Platte  eines  optisch  einaxigen  Erystalls,  deren 
Normale  den  Winkel  ju  mit  der  optischen  Axe  einschliesst,  so  muss  das 
Product  (ösinju,  worin  ca  den  Brechungsindex  der  ordentlichen  Wellen  be- 
deutet, kleiner  als  die  numerische  Apertur  u  sein,  wenn  in  der  Brennebene 
B'  die  Spur  der  Welle  erscheinen  soll,  welche  sich  in  der  Platte  nach  der 
Richtung  der  optischen  Axe  fortgepflanzt  hat.  Am  Käücapaüt  [od  =  1,65850 
Xa-Licht)  ergiebt  sich  für  eine  Spaltungsplatte  (ijl  =  44^  36'  34")  der  Werth 

Ltbbisch,  Phys.  Krystallogr.  29 
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1,1647;  demnach  kann  in  diesem  Falle  die  Spur  der  optischen  Axe  nur  mit 
Hülfe  von  Immersionssystemen  wahrgenommen  werden.  Die  folgende  Tabelle 
giebt  eine  Uebersicht  der  Zunahme  von  (osinfi  mit  wachsenden  Winkeln  fi 
für  Ealkspath. 


^ 

(ü  sin /IC 

^ 

6)rin/u 

5« 

0,14454 

'    50« 

1,27049 

10 

0,28800 

55 

1,85856 

15 

0,42925 

60 

1,48680 

20 

0,56724 

65 

1.50311 

25 

0,70091 

70 

1,55848 

80 

0,82925 

75 

1,60199 

85 

0,95128 

80 

1,63380 

40 

1,06606 

85 

1,65215 

45 

1,17274 

90 

1,65850 

70,  Nach  dieser  Vorbereitung  wenden  wir  uns  zur  Beschreibung  der  jetzt  ge- 
bräuchlichen Polarisationsapparate.  ^  Es  genügt,  die  Apparate  für  couTergentes  Lidit 
zu  erläutern,  da  dieselben  leicht  zur  Beobachtung  im  senkrecht  einfallenden  Licht  um- 
gewandelt werden  können. 

Eine  erste  Gruppe  umfasst  Apparate  zur  Untersuchung  grösserer  Kiystallplatten. 
Ihre  Gonstruction  beruht  im  Wesentlichen  auf  Angaben  von  Nöbbembebo.* 

Bei  dem  in  Fig.  240  dargestellten  Instrumente*  dient  ein  Glasplattensatz  P  als 
Polarisator,  ein  Nicorsches  Prisma  A  als  Analysator.  Jedes  der  Systeme  S^  8'  besteht 
aus  drei  Sammellinsen.^  Das  Interferenzbild  wird  durch  eine  auf  die  Brennebene  B' 
eingestellte  Lupe  L  betrachtet  Das  Präparat  liegt  auf  einer  drehbaren,  mit  einem 
Theilkreise  versehenen  Htllse. 

Vorzügliche  Interferenzbilder  liefert  der  folgende,  von  R  Fdess  construirte  Apparat 
(Fig.  241).^    In  der  von  dem  Arme  B  getragenen  Hülse  g  befindet  sich  eine  zweite 


^  üeber  ältere  Constructionen  geben  die  Lehrbücher  der  Physik  Auskunft  Vgl. 
femer  H.  W.  Dovb,  Beschreibung  eines  Apparats  für  geradlinige,  elliptische  und  circu- 
lare  Polarisation  des  Lichts.  Pogg.  Ann.  35,  596,  1835.  Darstellung  der  Farbenlelire. 
Berlin  1853,  202. 

'  J.  Graiijoh,  Kryst.-optische  Untersuchungen.  Wien  1858,  42.  —  E.  Rbuscb, 
Ueber  Linsen  und  Linsensysteme  zur  Beobachtung  der  Farbenringe  im  polariairten 
Lichte.  Bericht  84.  Naturf.-Vers.  Karlsruhe  1858.  —  A.  Bebtin,  Note  sur  le  mieroscope 
polarisant  de  Nöbbembbbg.    Ann.  chim.  phys.  (8)  69,  87,  1868. 

'  Ausgeführt  von  B.  Bbünn£e  (Voigt  und  Hochoesaiyq)  in  Göttingen.  —  Aehnlicb 
ist  der  von  A.  Dbbcloizbaüz  benutzte  Apparat  (Note  sur  une  nouvelle  dispoeition  du 
mieroscope  polarisant  Ann.  des  mines.  (5)  16,  289,  1859.  M^m.  sur  Temploi  du 
mieroscope  polarisant  et  sur  Tötude  des  propri^t^  optiques  bir^fringentes  propres  4 
d^terminer  le  Systeme  cristallin  dans  les  cristauz  naturels  ou  artifidels.  Ann,  des 
mines  (6)  6,  557,  1864;  Pogg.  Ann.  126,  887,  1865.) 

*  Auf  die  Fassung  der  Linsen  ist  besondere  Soigfalt  eu  verwenden.  Vgl  V.  vok 
Lang,  Nöbbembbro's  Polarisations-Mikroskop.    Rep.  f.  Exp.  Phys.  7,  377,  1871. 

^  P.  Gboth,  Ueber  Apparate  und  Beobachtungsmethoden  für  kiystallographisch- 
optische  Untersuchungen.  Pogg.  Ann.  144,  84,  1871.  —  Th.  Liebisch,  Die  kiyatall- 
optischen  Apparate.  In:  Bericht  üb.  d.  wiss.  Instr.  auf  der  Beriiner  Gewerbeanssteüunff 
i  J.  1879,  842. 
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Hfilie  /,  welche  den  nach  einem  Vorschlage  Nöbrembbrq^s  von  den  Sammellinsen  e,  e 
eingeschlossenen  Polarisator  p  enthält.  Die  beiden  Linsen,  deren  gemeinsamer  Brenn- 
punkt in  der  Mitte  Ton  p  liegt,  bewirken,  dass  die  von  dem  Beleuchtungsspiegel  S  in 
den  Apparat  geleiteten  Lichtstrahlen  als  ein  Bündel  nahezu  paralleler  Strahlen  in  das 
Sammellinsensystem  nn  gelangen.  Der  Objecttrftger  k  liegt  auf  dem  Ringe  /.  An  l 
sitst  der  in  ganze  Grade  getheilte  Kreis  i,  dessen  Stellung  an  dem  mit  B  fest  ver- 
bundenen Nonius  h  abgelesen  werden  kann.  —  Um  die  Hülse  /  ist  ein  mit  einem 
dreieckigen  Ansätze  versehener  Anschlagring  f  gelegt. 
Dem  Ansätze  entsprechen  zwei  um  45^  von  einander 
«itfemte  Ausschnitte  der  Hülse  ^.  Der  Bing  /'  um- 
schliesst  nun  die  Hülse  /  derart,  dass  der  Hauptschnitt 
des  Polarisators  mit  der  durch  den  Nullstrich  des 
Nonius  und  die  Axe  des  Apparates  gelegten  Ebene 
zusammenfiftllt  oder  einen  Winkel  von  45^  bildet,  je 
nachdem  der  Ansatz  /'  in  den  einen  oder  den  anderen 


iMl^^Äwrj^ 


Fig.  240. 


Fig.  241.    Vs  nat-  Grösse. 


Ausschnitt  der  Hülse  g  eingreift.  —  Das  System  nn  erzeugt  einen  Strahlenkegel, 
welcher  in  die  auf  k  ruhende  Rrystallplatte  tritt  und  darauf  von  dem  durch  den  Arm 
C  getragenen  Beobachtungsfemrohr  aufgenommen  wird.  Dieses  Femrohr  besteht  aus 
dem  Objectivsystem  oo  und  der  Ocularlinse  t.  In  der  hinteren  Brennebene  von  oo 
befindet  sich  eine  Glasplatte  r,  in  welche  ein  Kreuz  und  eine  Scala  eingravirt  ist.    Mit 

29* 
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Hülfe  des  Anschlagringes  u  kann  die  Stellung  der  HOlse  u  des  Femrohres  gegen  die 
mit  C  fest  verbundeoe  Hülse  y  so  geregelt  werden,  dass  der  jene  Scala  durchschneidende 
Strich  des  Mikrometers  r  senkrecht  zu  der  durch  die  Instrumentaxe  und  den  Nonius- 
nullstrich  gehenden  Ebene  steht 

Damit  die  Ocularhülse  v  eine  Verschiebung  in  verticaler  Richtung,  aber  keine 
Drehung  um  ihre  Aze  gestatte,  ist  in  dem  Rande  der  Hülse  «  bei  6'  ein  Stift  ange- 
bracht, der  in  einen  verticalen  Einschnitt 
von  V  eingreift  In  die  Ocularhülse  wird 
der  Analysator  q  eingesetzt,  dessen  Hülse 
w  einen  Theilkreis  t  trägt;  zeigt  t  mit 
0«  oder  180<>  resp.  mit  90»  oder  270«  auf 
die  Harke  s  an  dem  oberen  Rande  von 
üy  SO  sind  die  Nicola  parallel  resp.  ge- 
kreuzt. Bei  z  befindet  sich  ein  Schlitz 
zur  Aufiiahme  eines  Quarzkeiles,  einer 
drcular  polarisirenden  Glimmerplatte, 
u.  dgl.  —  Soll  eine  Krystallplatte  weniger 
stark  convergirenden  Lichtstrahlen  aus- 
gesetzt werden,  so  schraubt  man  die 
kleineren  Linsen  der  Systeme  nn  und 
00  ab.  Dann  muss  aber  auch  die  Stel- 
lung des  in  der  Fassung  x  sitzenden 
Glasmikrometers  r,  welches  mit  Hülfe 
des  ELnopfes  a  geführt  werden  kann, 
so  verändert  werden,  dass  der  Index  c 
mit  einer  der  Marken  auf  der  Aussen- 
selte  der  Hülse  u  zusammenfällt 

Um  auch  bei  Linsensystemen  von 
relativ  geringer  numerischer  Agentur 
das  Gebiet  der  Richtungen,  nach  denen 
eine  Krystallplatte  im  convergenten 
polarisirten  Lichte  betrachtet  werden 
kann,  zu  erweitem,  hat  W.G.Adams 
vorgeschlagen,  ^  die  beiden  cetUrcUeuj  den 
Kry stall  einschliessenden  Linsen  mm  in 
einer  JFassung  gu  vereiiUgen  und  für 
sich  drehbar  eifizurichten.  Nachdem 
E.  Schneider  diesen  Vorschlag  ausge- 
führt hatte,'  gelang  es  R.  Füsss,  den 
mechanischen  Bau  des  Apparates  za 
vereinfachen  und  die  Linsen  desselben 
zweckmässiger  anzuordnen*  (Fig.  242). 
Die  von  dem  Linsenpaar  mm  einge- 
schlossene Platte  ist  um  drei  Axen  dreh- 
bar. Naturgemäss  können  nur  zwei 
Drehungen    volle   Umdrehungen    sein. 


Fig.  242. 


»  W.  G.  Adams,  Phil.  Mag.  (4)  50,  13,  1875.    Pogg.  Ann.  167,  297,  1876. 

*  E.  Schneider,  Repert,  f.  Phys.  15, 119,  774, 1879.  —  W.  G.  Adams,  PhiL  Mag.  (5) 
8,  275,  1879.  —  F.  Hecke,  Min.  petr.  Mitth.  2,  480,  1879.  —  A.  Bbbzdia,  Verh.  geol. 
Reichsanst.  1880,  14,  47.    Krystallogr.  Unters.  I.  Wien,  1884,  318. 

'  Th.  Liebisch,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1885,  1,  175. 
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Eine  derselben  kann  um  die  zur  Terticalen  Aze  des  Instrumentes  senkrechte  Aze  des 
Theilkreises  T  ausgeführt  werden.  Ausserdem  kann  man  aber  der  Platte  mit  Hülfe 
der  in  ein  Kronrad  der  Linsenfassung  L  eingreifenden  Triebstange  O  eine  volle  Um- 
drehung in  ihrer  Ebene,  also  um  ihre  Normale,  ertheUen.  Endlich  lAsst  sich  die  Platte 
um  ihre  Schnittgerade  mit  der  Verbindungsebene  ihrer  Normale  und  der  Aze  des 
Instrumentes  mittelst  des  Triebes  E  neigen.  Befindet  sich  die  Platte  in  der  Stellung 
(Fig.  241),  dass  ihre  Normale  mit  der  Aze  des  Instrumentes  zusammenfällt,  so  stehen 
die  Azen  dieser  Drehungen  auf  einander  senkrecht 


a      E' 


I 


K -^ \r 


t: — -.. 


Fig.  248. 


Fig.  244. 


Eine  sweite  Qmppe  von  Polarisationsapparaten  steUen  die  nach  den  Angaben 
von  G.  B.  Amci^  (1880)  zur  Beobachtung  im  convergenten  polarisirten  Lichte  ein- 
gerichteten Mikroskope  dar.   Die  Fig.  248,  244  erläutern  eine  von  Solbil  '  ausgeführte 


^  Q.  B.  Amici,  Note  sur  un  appareil  de  Polarisation. 
114,  1844.    Pogg.  Ann.  64,  472,  1845. 


Ann.  chim.  phjs.  (8)  12, 
'  J.  Babutet,  Note  sur  le  microscope  polarisant  d*Amicl  Compt  rend.  19, 86, 1844. 
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Construction.  Dabei  entsprechen  den  Systemen  8,  S'  der  Fig.  238  auf  S.  448  die 
Linsenpaare  LL\  L"L"'  und  den  Brennebenen  B,  3'  die  mit  FF,  FF*  beaeichneten 
Ebenen.  D<u  Interferenzbild  in  FF'  wird  nicht  wie  bei  den  Nöbbembbbo'^cJUib  Appa- 
raten durch  eine  eii^ache  Lupe,  sondern  durch  ein  Mikroskop  mit  dem  Objediv  M  und  dem 

Ocular  M'M"  betrofhteL  Unter 
den  Linsen  LL'  befindet  sich  ein 
in  der  Figur  nicht  abgebildeter 
Polarisator;  auf  dem  Ocular  sitxi 
eine  anaijsirende  Kalkspath- 
platte  JT. 

Nachdem  K  Bebtrakd  1878 
das  Princip  des  Axicf  sehen  Polari- 
sationsapparates wieder  ange- 
nommen hatte/  ist  es  gelungen 
Mikroskope  zu  construiren,  deren 
optische  und  mechanische  Ein- 
richtungen den  mannigfachen 
Anforderungen,  welche  die  Unter- 
suchung durchsichtiger  Kiyatalle 
im  senkrecht  einfEÜlenden  und  im 
convergenten  polarisirten  Lichte 
stellen  muss,  in  so  hohem  Grade 
zu  entsprechen,  dass  diese  Appa- 
rategegenwärtig eines  der  wichtig, 
sten  instrumenteilen  Hülfsmittel 
krystallographischer  Forschung 
bilden. 

Die  bewährtesten  Einrich- 
tungen vereinigt  das  in  Flg.  245 
dargestellte,  von  R.  Fusss  in 
Berlin  construirte  und  ausf&hrlich 
beschriebene  Mikroskop.*  Unter 
den  eigenartigen  Vorzügen  dieses 
Instrumentes  interessiren  uns  hier 
vor  allem  die  Htflfsmittcl  an  dem 
Objecttische  (Fig.246j  und  indem 
Tubus,  welche  einen  äusserst  be- 
quemen Uebergang  von  der  Be- 
obachtung im  senkrecht  einfeülen- 
den  Lichte  zu  der  im  convergenten 
Lichte  vermitteln.  Zu  diesem 
Zwecke  sitzen  die  beiden  oberen 
Linsen  desGondensatorsystems  in 
einer  besonderen,  von  dem  Polari- 
satortubus J7getrennten  Fassung, 
welche  von  dem  Arme  b  getragen 
wird  und  mittelst  des  Armes  b' 
ein-  oder  ausgeschaltet  werden 
kann.  Ebenso  leicht  kann  eine  dem  oberen  Objectiv  des  Amici'schen  Apparates  (M  in 
Fig.  244)  entsprechende  Linse,  welche  sich  in  dem  Schieber/  des  Auszugsrohres  S 


Fig.  245. 


*  E.  Bertrand,  Bull.  soc.  min.  de  France  1, 27, 96, 1878;  8, 97, 1880;  8, 29,877,1886. 

•  R.  FuBBs,  N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  7,  55,  1890. 
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befindet,  eingeführt  oder  herausgezogen  werden.  Endlich  Iftsst  sich  der  in  einem  Aus- 
schnitte des  Tubus  angebrachte  Analysator  N  lediglich  durch  einen  Druck  auf  da» 
linke  oder  das  rechte  Knöpfchen  der  Leiste  o  während  der  Beobachtung  einschieben 
oder  zurückziehen.  £in  Theil  der  Attribute  dieses  Mikroskops  wurde  schon  auf 
S.  346,  361  erwähnt;  andere  Vorrichtungen  sollen  demnächst  beschrieben  werden. 


Fig.  246. 


Fig.  247. 


71.  Oberfläche  gleichen  Gangunterschiedes.  —  Untersuchen  wir  die 
Modificationen,  welche  in  einem  Polarisationsapparate  die  Einschaltung  einer 
doppeltbrechenden  Erystallplatte  in  der  Intensität  des  aus  dem  Analysator 
austretenden  Lichtes  hervorruft,  so  ergiebt  sich,  wie  an  dem  besonderen  Falle 
des  senkrecht  einfallenden  homogenen  Lichtes  des  Näheren  erläutert  wurde 
(S.  447),  dass  der  Ausdruck  für  die  Intensität  von  dem  Oangunterschiede  f 
der  beiden  aus  einer  einfallenden  Welle  hervorgehenden  gebrochenen  Wellen 
abhängt.  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  den  Werth  von  f  als  Function  der 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  des  Erystalls  und  der  Fortpflanzungsrichtungen 
der  gebrochenen  Wellen  darzustellen. 

Eine  in  der  Eichtung  AB  (Fig.  247)  einfallende  Welle  erzeugt  zwei 
gebrochene  Wellen,  deren  Normalen  BCnni  BD  in  der  Einfallsebene  liegen. 
Die  aus  der  Platte  in  das  äussere  Mittel  austretenden  Wellen  pflanzen  sich 
in  den  zu  AB  parallelen  Richtungen  CE  und  DF  fort.  Der  Gangunter- 
schied dieser  letzteren  Wellen  steht  zunächst  in  einer  sehr  einfachen  Be- 
ziehung zu  dem  Einfallswinkel  t,  den  Brechungswinkeln  r^,  r,  und  der 
Dicke  l  der  Platte. 

Die  Differenz  der  Zeiten,  in  denen  die  langsamere  Welle  den  Weg  BD  K 
und  die  schnellere  Welle  den  Weg  BG  zurücklegt,  ist: 


BD       DK 

q2        » 


BC 


wenn  die  Geschwindigkeiten  in  dem  Krystall  mit  q^,  qg,  in  dem  äusseren 
Mittel  durch  ö  bezeichnet  werden.  Nun  ist:  BD^^lloosr^^  BG^lloo^r^  und: 

DK^  DGsmi  =  (^Csinr^  —  BD^mr^üni, 
folglich: 

j  _^  /  sin  »  Bin  Tj 1_\      l      __  /  sin  t  sin  r, 1^\ 


l 


f  cosr. 
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Hierfür   können  wir  mit  Rücksicht   auf  das  Brechungsgesetz:    sint/t)» 
sin  r^  /  q^  =3  sin  rj  /  q,  schreiben : 

j       ,  /coß  r,       cos  r^\ 

""  V  q7"       qi  ;' 
Demnach  ergeben  sich  für  den  Gangonterschied  f  »  t)T  folgende  Aus- 
drücke:^ 

(1)     r  =  /.(^'-^)  =  /sini(cotr,-cot,-,)-/sin,-^^>. 

Die  Geschwindigkeiten  q^,  q,  und  die  Brechungswinkel  r^,  r^  können 
nach  dem  auf  S.  356 — 357  erläuterten  Verfahren  berechnet  werden  aus  den 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  a^,  a,,  Oj,  den  zur  Orientirung  der  Platte  und 
der  Einfallsebene  erforderlichen  Grössen  und  dem  gegebenen  EinfallswinkeL 
Mit  Rücksicht  auf  die  schwache  Doppelbrechung  der  überwiegenden  Mehr- 
zahl der  krystallisirten  Körper  und  die  geringe  Dicke  der  Platten  genügt 
hier  eine  angenäherte  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe. 

Wir  vernachlässigen  zuvörderst  bei  der  Berechnung  von  q,,  q^  ^^^  sehr 
geringen  Richtungsunterschied  der  Wellennormalen  BC  und  BD,  so  dass: 

ist,  worin  g>  und  qp'  die  Winkel  der  Wellennormale  BC  gegen  die  optischen 
Axen  bedeuten.    Demgemäss  erhalten  wir,  wenn  (1)  in  der  Form: 

r  =  /Sm*-; r-^ .    ,       . r 

Sin  Vi  6m  r,  smCr^  +r,) 


geschrieben  wird,  für  den  Factor 

c 


sin«ri  -  sin^r,  =  -'"  -  (q^«  -  q,«) 


des  Zählers  den  Werth: 


*    a^  sm' » sm  y  sm  qp  < 


Um  den  Nenner  von  f  für  den  gemeinsamen  Mittelwerth  r  der  Winkel 
r^,  rjj  zu  bilden,  vernachlässigen  wir  auch  noch  die  mit  der  Differenz  a^*— Oj* 
multiplicirten  Glieder,  betrachten  also  den  Erystall  als  ein  einfach  brechen- 
des Mittel,  in  welchem  das  Quadrat  der  Lichtgeschwindigkeit  den  WerÜi 
(ai*  +  Ö3')/2  besitzt  Dann  müssen  wir  ersetzen  sin  r^  sin  r,  durch  sin*r 
oder  durch: 

und  sin(ri  +  r,)  durch  2  sin r  cos r  oder  durch: 

2  cos  r  l/?^^-^  sin*  1 . 
'  F.  Neumanw,  Pogg.  Ann.  33,  265, 1834.  —  A.  Cacchy,  Compt  rend.  80,  97, 1850. 
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Bezeichnen  wir  noch  den  von  den  gebrochenen  Wellen  in  der  Platte 
zurückgelegten  Weg  BG—  l/oosr  mit  q  (Fig.  248),  und  setzen  wir  den  nur 
von  Oj,  Q3  und  t)  abhängigen  Ausdruck:  ^  >^ 


^VQ,'-Ha,'y/.-"^> 


so  lautet  das  Resultat^: 

(2)  r  =  i^p  sin  9  sin  tp'. 

Hiernach  ist  der  Gangunterschied  unabhängig 


Fig.  248. 


von  der  Orientirung  der  Platte  und  lediglich  eine  Function  der  Hauptlicht- 
geschwindigkeiten tti,  Oj,  der  Neigungen  9,  tp  der  Wellennormale  gegen 
die  optischen  Axen  und  der  durchlaufenen  Strecke  g.  Betrachten  wir  die 
von  einem  festen  Punkte  O  im  Krystall  ausgehenden  Fortpflanzungs- 
richtungen, so  können  wir  aus  (2)  für  einen  gegebenen  Werth  von  f  die 
Strecke  g  berechnen,  welche  zu  einer  beliebigen,  durch  ein  Winkelpaar  9,  tp' 
bestimmten  Richtung  gehört.  Die  Endpunkte  der  auf  solche  Weise  ge- 
wonnenen Strecken  erfüllen  eine  Oberfläche  gleichen  Oangunierschiedes, '  deren 
Gleichung  durch  (2)  gegeben  ist.  Für  jedes  System  von  Hauptlichtgeschwin- 
digkeiten und  jeden  Werth  von  f  er- 
halten wir  eine  bestimmte,  für  den 
Eiystall  charakteristische  Oberfläche 
gleichen  Gangunterschiedes,  welche  die- 
selben Symmetrieeigenschaften  besitzt, 
wie  die  Strahlenfläche  und  die  Normalen- 
fläche.' 

Optisch  einaxige  Krystalle. 

In  dem  speciellen  Falle  eines  op- 
tisch einaxigen  Erystalls  wird  ip  »  <p'. 
Folglich  ist  die  Obei^äche  gleichen  Gang- 
unterschiedes eine  Umdrehungsfläche  um 
die  optische  Axe: 

r  =  FQ^n*(p. 

Ihre  Schnittcurve  mit  einem  Haupt- 
schnitte ist  leicht  in  folgender  Weise  zu 
conrtruiren  (Fig.  249).    £b  sei  die  Bichtong 


Fig.  24». 


^  F.  £.  Nbümann,  Pogg.  Ann.  33,  281,  1834. 

*  Bbbtik,  Ann.  chim.  phys.  (8)  689  57,  1861.  —  £.  Mallabd,  Trait^  de  cristallo- 
graphie.  2,  200,  1884. 

*  Im  Text  sind  als  Coordinaten  eines  Punktes  M  einer  Oberfläche  gleichen  Gang- 
unterschiedes  die  Länge  des  Badius  OM=q  und  die  Winkel  gp,  q>'  zwischen  OM  und 
den  optischen  Azen  OÄ^  OA  gewählt.  Führt  man  rechtwinklige  Coordinaten  ein,  so 
erneht  man,  dass  jene  Oberfläche  von  der  vierten  Ordnung  ist 
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eines  Radiusvectors  OM  durch  den  Winkel  qp  gegeben.  Um  den  Endpunkt  M  za 
bestimmen y  zeichne  man  mit  dem  Badios  tn^  VjF  einen  Kreis,  der  von  OM  in  N 
getroffen  wird.  Die  Tangente  in  N  tri£Bt  die  in  O  auf  der  optischen  Aze  errichtete 
Senkrechte  in  N\  Legt  man  jetzt  durch  N'  eine  Parallele  zur  optischen  Axe,  so 
schneidet  dieselbe  jenen  Radius vector  in  dem  gesuchten  Endpunkte  3£.    Denn  es  ist: 


ON' 


sm  (p 


OM'. 


ON' 
sinqo 


sin*^ 


Optisch  zweiaxige  Krystalle. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  GFestalt  der  Oberfläche: 
r  =  i^()  sin  y  sin  y' 

zu  gewinnen,  betrachten  wir  zunächst  ihre  Scknütcurven  mit  dm  drei  Syfn- 
metrieebenm.  Bezeichnen  wir  TjF  mit  w,  so  erhalten  wir  aus  Hg.  250  für 
die  Gleichungen  jener  Schnittcurven  in  den  Ebenen: 


X^X^ p  =  i„co8»Cco8»r 

X^X^ p  =  Bin(^_Q8in(F+C) 


(QX.  =  C) 
(QX,  -  0 


Hieraus  lassen  sich,  wenn  m  und  V  gegeben  sind,  die  zu  einer  beliebigeii 
Anzahl  Ton  Winkeln  ^  gehörigen  Radien  q  berechnen.  Auf  diesem  W^e 
ist  Fig.  251  construirt.  Die  Symmetrieaxen  X^,  X^y  X^  schneiden  die 
Oberfläche  in  den  Entfernungen  /,  m,  n,  so  dass: 


I« 


^5?T 


9     n  ' 


sin»F 


Eine  sehr  einfache  Constraction  lässt  sich  für  die  Schnittearve  der  Oberflftche 
gleichen  Gangunterschiedes  mit  der  Sbene  der  optUehen  Axen  angeben.  Durch  ein 
Winkelpaar  gp,  q>'  sei  die  Richtung  des  Badiusvectors  OC  gegeben  (Flg.  252).  Es  soll 
die  Lftnge  OC  ^  q  construirt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  um  O  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  m  ts  TjF  und  ziehen  den  Radius  Ocy  der  in  Besag  auf  X^  xa 
OC  symmetrisch  liegt  Die  Tangente  in  c  schneide  die  in  O  auf  der  optischen  Aze 
OA'  senkrechte  Gerade  in  e\   dann   wird  die  in   e   auf  Oe    errichtete  Senkrechte, 
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welche  za  OA  parallel  Iftuft,  den  Badiuflyector  OC  in  dem  gesuchten  Endpunkte  C 
treffen.    Denn  es  ist: 


0C-. 


Oe 


Oe 
Sin  g)       sin  (p  sin  qp        sin  (p  sin  gf 


Fig.  251. 

Wir  schneiden  jetzt  die  Oberfläche  gleichen  Oangunterschiedes  durch 
eine  auf  der  ersten  Mitteümie  senkrechte  Ebern  in  dem  Abstände  OX^  =  l 
(Fig.  253).  Es  seien  r,  r  die  Entfernungen  eines  beliebigen  Punktes  der 
Schnittcurve  von  den  Spuren  -4,  Ä  der  optischen  Axen  und  |,  |'  die 
Neigungen  von  r,  r  gegen  OAy  0Ä\    Dann  ist: 


folglich: 


sin  9  «  —  sin  I,     sin y'«  —  sin  g', 


r=s  F — sing  sing'. 
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Ist  nun  der  Winkel  der  optischen  Axen  sehr  klein,  so  sind  |,  1"  nahezu 
gleich  90^  nnd  q  angenähert  gleich  l^  demnach: 

n 


Fig.  252. 

Winkel  der  optischen  Axen  2F,  also: 


so  dass  die  Schnittcurve  in  diesem 
Falle  nahezu  die  Gestalt  einer 
Lemniscate  besitzt,  deren  Pole 
-4,  Ä'  sind. 

Endlich  betrachten  wir  den 
Schnitt  mit  einer  Ebene,  wekhf 
auf  einer  optischen  Axe  aenkreehi 
steht.  Wie  aus  Fig.  264  herror- 
geht,  ist  der  BadiusTector: 

^'(7  =  ()siny'«-^-^-^-. 

Ist  nun  der  Winkel  <p'  sehr  klein, 
so  wird  (p  nahezu  gleich  dem 


FBin2V 

Daher  ist  die  Schnittcurve  in  diesem  Falle  ein  Kreis  mit  dem  Badius 
r/i^sin2r. 


fc>- 


/ 


Fig.  258. 


. A 


72.  Interferenzerscheinungen  im  senkrecht  einfallenden  polarisirten  Licht. - 

Wir  schreiten  jetzt  zur  Discussion  der  Erscheinungen  ^  welche  durch  den 
Ausdruck  (1)  auf  S.  446: 


(1) 


A*  =s  a*  cos*;f  —  sin 29)  sin 2  (y  —  x)  si^' ^ y 
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beschrieben  werden.  Polarisator  und  Analysator  sollen  ihre  Stellungen  be- 
halten, während  der  Platte  in  ihrer  Ebene  eine  volle  Umdrehung  ertheilt 
wird.  Dann  ist  x  constant,  <p  veränderlich  von  0  bis  2».  Für  alle  von 
0  und  31  /  2  verschiedenen  Werthe  von  x  ist  ^^  Intensität  der  aus  dem 
Analysator  austretenden  Welle  dem  ursprünglichen  Werthe  a^cos*;^  pro- 
portional, sobald: 

»    Xy    -2»    -2+Xj    ^7    ^  +  Xi    -2-'    -2+X 

ist.  Demnach  wird  die  Intensität  des  Gesichtsfeldes  nicht  geändert,  wenn 
eine  der  Polarisationsebenen  ^,  $,  parallel  oder  senkrecht  zu  $  oder  9 
liegt.  Zwischen  diesen  acht  Stellungen  der  Platte  erreicht  jene  Intensität 
viermal  ein  Maximum  und  viermal  ein  Minimum. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Polarisationsebenen  $  und  31  dieselbe 
Richtung  haben  {x  ==  0),  ist: 


(2) 


A«  =  «2  [l  -  sin»2<p  sin^/jyl . 


Demnach  tritt  das  Maximum  der  Intensität  ein,  wenn  y==0,  jr/2,  ;r... 
ist,  also  $^  oder  $,  parallel  zu  $  und  S(  liegt.  Das  Minimum  findet  statt, 
wenn  ^  und  SK  einen  der  beiden  Winkel  (§1^2)  halbiren  (<3p  =  «;/4,  Sn/i . . .); 
ist  gleichzeitig  der  Gangunterschied  ein  ungerades  Vielfaches  einer  halben 
Wellenlänge: 

r  «  / (vj  -  vj  =  (2«  —  1)  y ,  («  «  1, 2, 3  . . .) 

so  ist  A^  s  0,  und  die  Platte  erscheint  in  diesen  Stellungen  vollkonmien 
dunkel. 

Stehen  die  Polarisationsebenen  ^  und  8t  senkrecht  aufeinander  (;f=s«;/2), 
so  ist: 
(3)  A2  =  a«sin2  2ysin«;ry. 

Folglich  erscheint  die  Platte  im  Allgemeinen  nur  in  den  Stellungen  voll- 
kommen dunkel,  wo  (p  =  0,  ;r/2,  7t...  ist,  also  die  Polarisationsebenen 
$1,  $2  ^t  $  und  91  zusammenfallen  (S.  447).  Beträgt  aber  der  durch  die 
Platte  hervorgerufene  Gangunterschied  insbesondere  eine  ganze  Anzahl  von 
Wellenlängen: 

r  «  l{v^  -  Vi)  =  2»^ ,  (n=  1, 2,  3 . . .) 

so  bleibt  die  Platte  bei  einer  vollen  Umdrehung  in  ihrer  Ebene  stets  dunkel. 

Hierdurch  erklären  sich  auch  die  Erscheinungen,  welche  ein  KeU  im 
homogenen  Lichte  zeigt.  Betrachten  wir  insbesondere  den  Fall,  wo  Polari- 
sator und  Analysator  gekreuxt  sind  (/  =*  ;r/2).  Beschreibt  der  Keil  eine  volle 
Umdrehung,  so  erscheint  er  in  vier  Stellungen,  nämlich  für  die  Werthe 
y=aO,  ;r/2,  71,  3;i/2,  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  vollständig  dunkel. 
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In  den  Zwischenlagen  zeigt  er  eine  Schaar  von  dunklen  nnd  hellen  Streifen^ 
welche  zur  Kante  des  Keils  parallel  liegen  nnd  in  gleichen  Abständen  auf 
einander  folgen.  Die  dnnklen  Streifen  entstehen  da,  wo  die  Dicke  /  der 
Bedingung: 

2{»'8->'i) 

genügt;  die  hellen  Streifen  liegen  dort,  wo  die  Belation: 

erfüllt  wird.  Der  Abstand  benachbarter  Streifen  nimmt  also  mit  der  Wellen- 
lange des  einfallenden  Lichtes  ab. 

73.  Fällt  weisses  Licht  ein,  so  muss  man,  um  das  Quadrat  der  Ampli- 
tude der  austretenden  Welle  zu  erhalten,  die  Summe  aller  Ausdrücke  (1) 
bilden,  welche  den  in  dem  einfallenden  Lichte  enthaltenen  Lichtsorten  ent<- 
sprechen.  Ln  Allgemeinen  ist  ausser  der  Amplitude  a  und  dem  Crang- 
unterschiede  V  auch  noch  der  Winkel  q>  von  der  Wellenlänge  l,  abhängig. 
Nur  wenn  die  Platte  auf  einer  allen  Lichtgattungen  gemeinsamen  Sym- 
metrieebene senkrecht  steht,  müssen  $i,  $2  ^  ^^^  Farben  dieselbe  ^ 
Orientirung  besitzen,  sodass  in  diesem  Falle  dasProduct  sin  2  9  sin  2  (9t?—/) 
sich  nicht  mit  dem  Werthe  von  X  ändern  kann.  Ist  aber  die  Dispersion 
der  optischen  Axen  sehr  klein,  so  findet,  wie  aus  der  Construction  der 
Polarisationsebenen  zweier  Wellen  mit  gemeinsamer  Wellennormale  (Fig.  159) 
hervorgeht,  auch  bei  einer  beliebig  orientirten  Platte  nur  eine  äusserst 
geringe  Dispersion  der  Polarisationsebenen  $^,  ^^  statt,  die  in  der  folgenden 
Betrachtung  vernachlässigt  werden  soll.    Unter  dieser  Voraussetzung  gilt: 

(4)  A*  «cos*;^  JS'a'  — sin2ysin2(9)  —  ;f)-2'a*sin*;ry » 

Hierin  liegt  die  Erklärung  für  das  Verhalten  einer  Platte,  welche  in 
ihrer  Ebene  eine  volle  Umdrehung  beschreibt,  während  der  Winkel  x  «wim 
constcmien,  von  0  und  nj2  verschiedenen  Werik  behält:  das  Gesichtsfeld  er- 
scheint in  acht  Stellungen  der  Platte  weiss  und  in  den  Zwischenlagen  derart 
gefärbt,  dass  zwei  complementäre  Färbungen  abwechselnd  auftreten.  Es 
stellt  nämlich  in  (4)  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  einen,  von  der 
Stellung  des  Analysators  g^en  den  Polarisator  abhängigen  Theü  des  ein- 
fallenden weissen  Lichtes  dar,  und  das  zweite  Glied  verschwindet,  wenn 
sin2<)psin2(9)  —  ;i^)  aa  0  ist,  also  wenn  der  Winkel  (p  einen  der  folgenden 
acht  Werthe  annimmt  (Fig.  255): 

,  Xi  -g-'  y  +  r,  ^,  ^+r,  -2"»  -2-+^- 

Demnach  wird  das  Gesichtsfeld  weiss  erscheinen,  wenn  eine  der  Polarisations- 
ebenen ^j,  ^2  parallel  oder  senkrecht  zu  ^  oder  8  liegt  Für  alle  übrigen 
Stellungen  der  Platte  bedingt  das  zweite  Glied  in  (4)  eine  Färbung  des 
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Gesichtsfeldes.    Denn  es  kann  von  einer  Lichtsorte,  deren  Wellenlänge  X 
ist,  nur  ein  durch  den  Ausdruck: 

a*  sin*  n  j- 

bestimmter  Antheil  zur  Zusammensetzung  des  aus  dem  Analysator  aus- 
tretenden Lichtes  beitragen,  und  es  fehlen  darin  insbesondere  alle  Licht- 
sorten, für  welche  der  Gangunterschied  eine 
ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  beträgt.  So  oft 
nun  der  Werth  des  Productes  sin  2y  sin2(qp  —  ;^) 
durch  Null  hindurchgeht,  wechselt  das  zweite 
Glied  in  (4)  sein  Vorzeichen.  Demnach  sind 
zwei  durch  Weiss  getrennte  Färbungen  com- 
plementar. 

Das  Gesichtsfeld  zeigt  bei  einer  vollen  Um- 
drehung der  Platte  nur  eine  einzige  Färbung, 
wenn  ;^  =  0  oder  n  12  ist.  In  dem  ersten 
Falle  ist: 


(5) 


A«  =  2a^  -  sin«  2y  -2'a« sin«  ;r  y 


Fig.  255. 


Das  G^chtsfeld  erscheint  daher  hell  und  ungefärbt,  sobald  eine  der  Polari- 
sationsebenen §1,  $2  ^*  ^  ^^^  21  zusammenfallt.  In  dem  zweiten  Falle, 
wo  Polarisator  und  Analysator  gekreuzt  stehen,  erhalten  wir: 


(6) 


A«  =  sin«2y-2'a«sin«!?ry. 


Folglich  ist  das  Gesichtsfeld  vollständig  dunkel,  wenn  die  Richtungen 
von  $1  und  $,  mit  $  und  9i  übereinstimmen.  Das  Maximum  der  Färbung 
tritt  ein  für  sin*2y  =  1,  d.  h.  in  den  Stellungen  der  Platte,  wo  der  Winkel 
(^  ?I)  von  §1  oder  ^g  halbirt  wird.  Da  die  Summe  der  Ausdrücke  (5)  und 
(6)  der  Intensität  des  einfallenden  Lichtes  pro- 
portional ist,  so  müssen  die  Färbungen  der  Platte 
in  diesen  beiden  Fällen  complementär  sein. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  Platte 
eine  feste  Lage  gegen  den  Polarisator,  also  der 
Winkel  q>  einen  constanten  Werih  behält,  während 
der  Analysator  eine  ganze  Umdrehung  beschreibt. 
Dann  verschwindet  in  (4)  das  zweite  Glied  für 
die  Werthe  (Fig.  256): 


<Pi 


I  .      371 


Fig.  256. 


Demnach  erscheint  das  Gesichtsfeld  bei  vier  Stellungen  des  Analysators 
ungefärbt.  Ueberschreitet  man  beim  Drehen  des  Analysators  eine  dieser 
vier  Lagen,  so  geht  mit  dem  Wechsel  in  dem  Vorzeichen  des  zweiten 
Gliedes  die  Färbung  des  Gesichtsfeldes  in  die  complementäre  über. 
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74.  Ein  Keil  zeigt  im  weissen  Lichte  die  Farben  der  Newton'schen 
Ringe.  Dabei  entsprechen  die  Interferenzfarben  zwischen  gekreucUen  Nicols 
(;f  =  90^  den  Eingen,  die  im  reflecHrtm  Lichte  entstehen,  nnd  die  Inter- 
ferenzfarben  zwischen  paraüelm  Nicols  (/  =*  0^)  den  Eingen,  die  im  durch- 
gellenden  Lichte  beobachtet  werden. 

Bezeichnet  man  mit  h  die  Dicke  einer  Luftschicht,  welche  zur  Erzeugong 
einer  bestimmten  Farbe  im  senkrecht  einfallenden  Lichte  dient^  so  folgt  aus 
der  Theorie  der  Newton'schen  Einge,  ^  dass  eine  Erystallplatte  im  polarisirten 
Lichte  dieselbe  Interferenzfarbe  darbieten  wird,  faUs  die  Eelation: 

r  =  Og  —  Oj  =  Z  (vg  -  Vj)  =  2k 

erfallt  ist.  Demnach  stimmt  die  Interferenxfarbe  einer  Krystdüplatte  von  der 
Dicke  l  mit  der  Farbe  einer  Luftschieht  uberdn,  deren  doppelte  Dicke  2h  gleich 
ist  dem  Producte  aris  l  in  die  Differenz  der  Breckungsindices  der  beiden^  in  der 
Richtung  der  Plattennormale  sich  foripflanxenden   Wellen, 

Die  auf  S.  465  folgende  Tabelle  giebt  eine  Uebersicht  der  Interferenz- 
farben von  der  ersten  bis  zur  fünften  Ordnung  nach  G.  Quincke.* 

Zu  einer  angenftherten  Bestimmung  der  Differenz  v^—y^  der  Brechungsindices  der 
beiden  Wellen,  welche  sich  in  der  Richtung  der  Normale  einer  dünnen  doppelt- 
brechenden Erystallplatte  fortpflanzen,  hat  A.  Michel-Lövy  einen  QtKtrzkeil-Compensaior 
vorgeschlagen,  der  mit  dem  Ocular  eines  Mikroskops  durch  ein  Seitenrofar  verbunden 
wird.  Man  erblickt  im  Gesichtsfelde  neben  dem  zu  untersuchenden  Präparat  das  Bild 
eines  kleinen  Ausschnittes  aus  dem  Quarzkeil,  der  so  geschnitten  ist,  dass  eine  seiner 
Flächen  zur  optischen  Axe  parallel  liegt.  Die  Stellung  des  Keiles  kann  an  einer 
graduirten  Scala  abgelesen  werden.  Bewirkt  man  durch  Verschiebung  des  Keiles,  dass 
Uebereinstimmung  in  den  PolarisationsfEurben  des  Präparates  und  des  Keiles  herrscht, 
so  findet  man,  falls  die  Dicke  l  des  Präparates  bekannt  ist,  aus  T  s  /  (y,  —  y,)  die 
gesuchte  Differenz.^ 

Zweckmässiger  ist  es,  zur  Messung  des  Gangunterschiedes  T  eine  Ckmb^Mtion 
zweier  Keile  zu  benutzen,  wie  sie  in  dem  bekannten  Bobine f sehen  CompenscUor*  vor- 
liegt (Fig.  257).  Zwei  Quarzkeile  Pj,  P,  von  gldchem  Winkel  a  sind  vereinigt  zu 
einer  planparallelen  Platte.  Die  optische  Aze  liegt  in  P^  parallel  zur  Kante,  in  P, 
senkrecht  zur  Kante  und  parallel  zur  Austrittsfläche.    Schaltet  man  diese  Gombination 


'  F.  Neumann,  Vorlesungen  Aber  theoretische  Optik.  Herausg.  von  £.  Dokt. 
Leipzig  1885,  26,  221. 

«  E.  Brückb,  Pogg.  Ann.  74,  582,  1848.  —  G.  Quinckb,  ibid.  129,  180,  1866.  - 
A.  RoLLETT,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  77  (3),  117,  1878. 

*  A.  MicHBL-LtivT,  Mesure  du  pouvoir  bir^fringent  des  min^rauz  en  plaque  nünce. 
Bull.  soc.  min.  de  France  6,  143,  1888.  Les  min^rauz  des  roches.  Paris  1888,  54.  — 
Der  mechanische  Bau  des  Apparates  wurde  vortheilhaft  abgeändert  von  R.  Fniss  in 
Berlin  (N.  Jahrb.  f.  Min.  BeU.-Bd.  7,  23,  1890). 

^  Man  bringt  den  Compensator  unter  dem  Analysator  des  Polarisationsapparates 
an.  Dem  Mikroskop  (Fig.  245,  S.  454)  wird  nach  einem  Vorschlage  von  K  MÄllabd 
(Bull,  soc  min.  de  France.  6,  129,  1883)  ein  besonderes,  mit  dem  Compensator  ve^ 
bundenes  Ocular  beigegeben. 
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J 


mm 

lÖ* 

0 

40 

97 

158 

218 

234 

259 

267 

275 

281 
806 
832 
430 
505 
586 
551 


565 
575 
589 
664 

728 

747 

826 
843 
866 
910 
948 
998 

1101 


II  - 


1.  Ord 
Schwarz 
Eüsengrau 
Lavendelgrau 
Graablau 
Klareres  Grau 
GrOnL  Wetfls 
FastreinWeias 
GelbL  Weiss 
Blass  Stroh- 
gelb 
Strohgelb 
Klares  Gelb 
Lebhaft.  Gelb 
Bratmgelb 
Böthl.  Orange 
Warmes  Both 
Tieferes  Both 


nung. 
Weiss 
Weiss 

GelbL  Weiss 
Bräiml.  Weiss 
Gelbbraun 
Braun 

Klares  Both 
Garminroth 
Dunkel  Both- 

braun 
DunkelViolett 
Indigo 
Blau 

Graublau 
Bläulich  Grfin 
Blass  Grün 
Gelblich  Grün 


2.  Ordnung. 


Purpur 
Violett 
Indigo 
Himmelblau 
Grünlich  Blau 

Grfin 

Helleres  Grfin 
Gelblich  Grün 
Grünlich  Gelb 
Beines  Gelb 
|i  Orange 
Lebhaft  röth- 
lich  Orange 
Dunk.  Violett- 
roth 


HeUes  Grün 

Grünlich  Gelb 

Goldgelb 

Orange 

Bräimlich 
Orange 

Hell  Garmin- 
roth 

Purpur 

Violett-Purpur 

Violett 

Indigo 

Dunkelblau 

Grünlich  Blau 

Grün 


mm 
10* 
564 

575 
629 
667 
688 
713 
747 
767 
810 
826 


841 
855 

872 

905 

968 
1003 

1024 


1169 
1334 


II  w 
I? 


mm 


10* 
1128 

1151 
1258 
1334 
1376 
1426 
1495 
1534 
1621 
1652 


1682 
1711 
1744 

1811 

1927 
2007 

2048 


2838 
2668 


Hell  bläulich 

Violett 
Indigo 

Blau(grfinlich) 
Meergrün 
Glänz.  Grün 
Grünlich  Gelb 
Fleischfarbe 
Carminroth 
Matt  Purpur 
Violett  Grün 


3.  Ordnung. 

Gelblich  Grün 


Unrein  Gelb 

Fleischfarben 

Braunroth 

Violett 

Graublau 

Meergrün 

Schön  Grün 

MattMeergrün 

Gelblich  Grün 


4.  Ordnung. 


Graublau 
MattMeergrün 
Bläulich  Grün 

Schön  Hell- 
grün 

HellGraugrfin 

Grau,  flut 
Weiss 

Fleischroth 


Grünlich  Gelb 
Gklbgrau 
Malven  Grau- 
roth 
Carminroth 

Grauroth 
Graublau 

Grün 


5.  Ordnung. 


MattBIaugrün 

Matt  Fleisch- 
roth 


Matt  Fleisch- 
roth 
BfattBlaugrttn 


,  Fhyi.  Kryttallogr. 
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Kwiflchen  gekreuzte  Nicola  derart  em,  dass  ihre  Symmetrieebene  xy  onter  45*  gegen 
die  PolarisationBebeDeii  $,  SSL  geneigt  ist,  so  erblickt  man  im  homogenen  senkrecht  on- 
fiEdlenden  Lichte  eine  Schaar  za  den  Kanten  der  Keile  paralleler  dunkler  Streifen,  di« 
in  gleichen  Abständen  auf  einander  folgen.    Im  weissen  Lichte  erscheint  in  der  Ebene 

xz,  in  welcher  die  in  P^  und  P,  zurückgelegten  Wege 
einander  gleich  sind,  ein  schwarzer  Streifen,  dem  sidi 
nach   beiden  Seiten   hin   farbige   Streifen   nach   der 
^^        '^'JF'o'  y^^     Newton'schen  Scala  anreihen. 

^r_   ^r\     \Ji^^^  Wir  betrachten  einen  in  0  auf  Pj  senkrecht  9sa^ 

:\J^-  ':J::-r;2.''P'\^  J     fallenden  StrahL     Der  gebrochene  ordentliche  Strahl 

'..^^^'^'p'^'^      \  ^i  =  y^      ist  polarisirt  parallel «,  der  ausserordentliche  parallel  y. 
j      I  ^^  Bedeuten  jetzt  cd,  e  (ö  <  e)  die  Hauptbrechungsindices 

II  im  Quarz  für  die  Wellenlänge  X  und  ^  die  Dicke  des 

^  ^  Keiles  P,  an  der  Stelle  O,  so  sind  ^l^  und  «^  die 

Flg.  267.  Dicken   zweier   Luftschichten,    welche   mit   der  Ge- 

schwindigkeit Eins  in  denselben  Zeiten  durchachritten 
werden,  die  zum  Durchlaufen  der  Strecke  l<^  mit  den  Geschwindigkeiten  l/oi  und  \\i 
erforderlich  sind.  Demnach  haben  die  beiden  gebrochenen  Strahlen  beim  Austritt  ans 
Pi  den  Gangunterschied  \  (m  —  e)  erreicht.  Ist  der  Winkel  a  hinreichend  klein,  so 
findet  keiue  merkliche  Aenderung  der  Fortpflanzungsrichtung  statt.  Beim  Eintritt  in 
den  zweiten  Keil  setzt  sich  der  nach  z  polarisirte  Strahl  als  ausserordentlicher,  der 
nach  y  polarisirte  Strahl  als  ordentlicher  fort  Bedeutet  nun  l^  die  Dicke  von  P,  in 
der  durch  0  gelegten  Fortpflanzungsrichtung,  so  ist  der  Gangunterschied  der  nadi  t 
und  y  polarisirten  Strahlen  an  der  Austrittsfläche:  ^ 

(1)  r  =  G)^,  +  e/,  -  e^i  -  fi>/,  =  (/,  -  /j)  (e  —  w). 

Je  nachdem  2,  >  oder  <  \  ist,  wird  r  positiv  oder  negativ;  der  nach  y  polarisirte 
Strahl  ist  also  dem  nach  z  polarisirten  in  dem  ersten  Falle  vorausgeeilt,  dagegen  in 
dem  zweiten  Falle  hinter  demselben  zurückgeblieben. 

Um  mit  Hülfe  dieser  Vorrichtung  Gangunterschiede  von  Null  an  hervorzurufen, 
kann  man  entweder  die  Stellung  der  Keile  festhalten  und  die  Ebene  xz  der  einfallenden 
Strahlen  in  der  Richtung  y  verschieben,  oder  umgekehrt  die  Ebene  xz  unverändert  lassen 
und  einen  der  beiden  Keile  mit  Hülfe  einer  Mikrometerschraube  verschieben.  In  dem 
letzteren  Falle  erreicht  man  eine  doppelt  so  grosse  Empfindlichkeit  als  in  dem  ersten 
Falle.  Denn  nach  einer  Verschiebung  der  Ebene  xz  um  MO  :s  j^  ist  in  der  durch  0 
gelegten  Fortpflanzungsrichtung: 

l^  —  li  sa  2i7  tana, 

während  eine  Verschiebung  des  Keiles  Pj  in  der  Richtung  ^  um  die  Strecke  rj  bewiriit. 
dass  die  Differenz  Z,  —  ^  in  der  Ebene  xz  nur  die  Hälfte  dieses  Werthes  beträgt: 

(2)  h  —  h  ■■  ^  tan  o. 

Die  Verschiebung  r^  des  Keiles  P^,  welche  einen  Qangunterschied  von  einer 
Wellenlänge  hervorruft,  muss  für  jede  Lichtgattung  besonders  ermittelt  werden.  Dabei 
ist  eine  directe  Messung  von  ^  nur  für  eine  einzige  Lichtgattung  erforderlich.  Alle 
übrigen  Werthe  der  Verschiebung  können  mit  Hülfe  der  bekannten  Dispersionsformeln 
für  Quarz  berechnet  werden.* 


*  Eine  Berechnung  des  Gangunterschiedes  mit  Rücksicht  auf  die  Reflexion  des 
Lichtes  an  den  Grenzflächen  der  Keile  gab  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  22,  234, 
1884.    Vgl.  K.  E.  F.  Schiddt,  ibid.  86,  860,  1888. 

»  W.  KöNiQ,  Ann.  d.  Phjs.  N.  F.  17,  1018,  1882. 


i 
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Es  sei  17  diejenige  Verschiebung  von  P^  welche  an  der  durch  den  Afittelpunkt 
eines  Fadenkreuzes  fixirten  Stelle  M  eine  Dickendifferenc  It  —  h  erzeugt,  die  einen 
Crangunterschied  r  von  einer  bestimmten  Wellenlänge  X  hervorruft,  so  ist: 


1%  —  It  — =  V  tan  a 


also: 

V 


(fi  —  (u)  tan  a 

Dabei  ist  ij  ausgedrückt  in  derjenigen  Einheit,  in  welcher  die  Wellenlänge  l  gegeben 
ist,  also  in  Millimetern.  Ist  aber  der  absolute  Werth  der  Theilung  der  Mikrometer- 
schraube des  Compensators,  welche  die  Verschiebungen  97  misst,  unbekannt,  so  muss 
man  einftihren: 

wo  g  die  in  der  Einheit  der  Theilung  ausgedrückte  Verschiebung  bedeutet  und  m  einen 
zu  bestimmenden  constanten  Factor  bedeutet,  der  durch  die  Beziehung  gegeben  ist, 
dass  m  Einheiten  der  Theilung  gleich  1  mm  sind.  Bezeichnet  man  m  tan  a  s  c  als  die 
SU  ermittelnde  Constante  des  Compensatorsy  so  ist: 

Hat  man  nun  für  eine  bestimmte  Wellenlänge  iL  (z.  B.  im  Na-Licht)  so  genau  wie 
möglich  diejenige  Verschiebung  g  des  Keiles  P^  bestinmit,  welche  bewirkt,  dass  an 
Stelle  eines  schwarzen  Streifens,  der  in  der  Anfangsstellung  durch  den  Biittelpunkt 
des  Fadenkreuzes  lief,  der  nächstfolgende  Streifen  dieselbe  Lage  annimmt,  so  findet 
man  mit  Hülfe  der  jener  Wellenlänge  entsprechenden  Werthe  von  e  und  cj  die  Con- 
stante c  aus: 

(*)  c-7^ — \- 

Darauf  ergiebt  sich  aus  (3)  der  Werth  von  g  für  jede  beliebige  Wellenlänge,  nachdem 
man  die  zugehörigen  Werthe  der  Hauptbrechungsindices  des  Quarz  aus  einer  Dis- 
persionsformel  berechnet  hat 

Die  Bestimmung  der  Differenz  y,  —  y^  ist  nun  in  folgender  Weise  auszuführen. 
Man  bringt  den  Compensator  in  die  Nullstellung,  so  dass  im  weissen  Lichte  der 
schwarze  Streifen  den  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  schneidet.  Schaltet  man  jetzt  die 
zu  untersuchende  Krjstallplatte  derart  ein,  dass  die  Polarisationsebenen  ^|,  ^  unter 
45^  gegen  $  und  9[  geneigt  sind,  so  tritt  eine  Verschiebung  der  Streifen  ein.  Bestimmt 
man  nun  im  einfarbigen  Lichte  von  der  Wellenlänge  X  die  Verschiebung  Q  des  Keiles  P^, 
welche  die  Streifen  in  ihre  Anfangslage  zurückführt,  so  ergiebt  sich  der  durch  die 
Platte  bewirkte,  in  Millimetern  ausgedrückte  Gangunterschied  aus  T  ^XOjg  und  die 
gesachte,  der  Wellenlänge  iL  entsprechende  Differenz  der  Brechungsindices aus  v^—v^^TIL 

75.  Zur  Untersachung  der  Natnr  der  Interferenzfaxben  dient  die 
spektrale  Zerlegung  derselben.^  Wir  betrachten  insbesondere  den  Fall,  wo 
Polarisator  und  Analysator  gekreuzt  sind,  so  dass  für  das  Quadrat  der 


*  J.  Müller,  Pogg.  Ann.  69,  98, 1846;  71,  91, 1847.  —  H.  Fizbau  et  L.  Pouoault, 
Ann.  chim.  phys.  (3)  26,  138,  1849;  30,  146,  1850.  —  J.  Stefan,  Sitzungsber.  Wien. 
Akad.  &0,  (2),  481, 1864.  —  L.  Ditscheineb,  ibid.  57  (2),  15, 1868.  —  £.  Mach,  Optisch- 
akoBtiBche  Versuche.  Prag  1873.  --  Dbas,  Trans.  B.  Soc.  Edinburgh.  26,  69, 177, 1872'; 
Maxwell,  ibid  185. 

30* 
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Amplitade  der  aus  dem  Polarisator  austretenden  Welle  nach  (6)  S.  463  der 
Ausdruck  gilt: 

A*  «  sin*  2<p  2a^ sin* » y . 

Die  Ejystallplatte  werde  so  eingestellt,  dass  die  Intensität  des  austretenden 
Lichtes  ein  Maximum  ist  (qp  ^  45^).  Schaltet  man  jetzt  in  den  Gang  des 
aus  der  Platte  austretenden  Lichtes  ein  Spektroskop  ein,  so  erbückt  man  in 
dem  Spektrum  eine  Reihe  dunkler  Streifen,  denn  es  fehlen  darin  alle  Licht- 
sorten, für  welche  der  Gangunterschied  eine  ganze  Anzahl  Ton  Wellenlängen 
beträgt: 

Benutzt  man  Sonnenlicht,  so  erscheinen  ausserdem  auch  noch  die 
Fraunhofer'schen  Linien.  Es  lässt  sich  nun  im  Voraus  die  Anzahl  N  der 
dunklen  Streifen  bestimmen,  welche  zwischen  zwei  Fraunhofer'schen  Linien 
mit  den  Wellenlängen  X  und  if  auftreten  müssen.  Bezeichnet  man  nämlich  mit 
v^,  v^  und  v^\  V2  die  Werthe  der  Brechungsindices  für  jene  Wellenlängen, 
so  ist  iV'  gegeben  durch  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen,  welche  zwischen  den 
Zahlen: 

?i!:ip:t)  und  i^^^^i^^ 

liegen. 

Um  ein  bestimmtes  Beispiel  anzuführen,  betrachten  wir  eine  zur  optischen 
Axe  parallele  Quarxplatte  von  1  mm  Dicke.  Für  die  Fraunhofer'schen  Linien 
B  und  H  mit  den  Wellenlängen  X  =  0,000687  mm  und  A'=  0,000397  mm 
sind  die  Brechungsindices  der  beiden  in  der  Richtung  der  Platt«nnormale 
sich  fortpflanzenden  Wellen  nach  Rubbebg: 

8  =  1,54990,        e'=  1,66772 
61  SS  1,54090,       6i's=  1,55817; 

folglich  ist: 

f^-13.1,      1=^  =  24,05. 


Da  zwischen  diesen  Zahlen  elf  ganze  Zahlen  liegen,  so  enthält  das  Spektrum 
elf  dunkle  Streifen  xivischen  den  Fraunhofer^ sehen  Linien  B  und  H. 

Verschiebt  man  vor  dem  Spalt  des  Spektroskops  einen  Keil  in  dem 
Sinne,  dass  die  Ordnung  der  Interferenzfarben  in  der  Newton'schen  Scala 
steigt,  so  bewegen  sich  die  dunklen  Streifen  in  dem  Spektrum  vom  Violett 
gegen  das  Roth  hin.  Das  Eintreten  neuer  Streifen  am  violetten  Ende  erfolgt 
aber  rascher  als  das  Austreten  der  Streifen  am  rothen  Ende,  so  dass  die 
Anzahl  der  im  Spektrum  vorhandenen  Streifen  mit  dem  Gangunterschiede 
wächst. 

Sind  in  dem  Spektrum  neun  oder  mehr  als  neun  dunkle  Streifen  vor- 
handen, so  erregt  die  Mischung  der  übrigen  Lichtsorten,  vrie  sie  nach  Aus- 
schaltung des  Spektroskops  stattfindet,  die  Empfindung  von  Weiss,    Dieses 
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für  dicke  Platten  charakteristische  Weiss  höherer  Ordnung  ist  also  keineswegs 
identisch  mit  dem  einfallenden  weissen  Lichte. 

Beobachtet  man  Interferenzfarben  doppeltbrechender  Rrystallplatten  im  polariBirten 
Lichte  unter  dem  Mikroskop,  so  benatzt  man  zur  spektralen  Zerlegung  derselben  ein 
Spektral-Ocular.  Am  yortheilhaffcesten  ist  das  nach  Angaben  von  Abbe  construirte 
Mikro-Spektroskop  Fig.  258 ,  welches  die  absolute 
Lage  heller  oder  dunkler  Streifen  im  Spektrum 
durch  directe  Bestimmung  ihrer  Wellenlängen  zu 
messen  gestattet*  Die  ganze  Vorrichtung  wird 
wie  ein  gewöhnliches  Ocvdar  in  den  Tubus  des 
Mikroskops  gesteckt  und  durch  die  Schraube  H 
festgeklemmt  Die  untere  Hülse  enthält  zwischen 
den  Linsen  eines  achromatischen  Oculars  einen 
Spalt  mit  symmetrisch  beweglichen  Backen,  der 
sich  hinreichend  weit  öfihen  lässt,  um  das  Qesichts- 
feld  übersehen  zu  können,  und  dessen  Länge  durch 
einen  Hebel  regulirt  werden  kann.  Soll  ein  Ver- 
gleichsspektrum  einer  zweiten  Lichtquelle  erzeugt 
werden,  so  schiebt  man  ein  Reflezionsprisma  mittelst 
eines  Hebels  vor  eine  Hälfte  des  Spaltes;  die  Zu- 
führung des  Lichtes  erfolgt  durch  einen  hinter  der 
Oeffiiung  l  angebrachten  Beleuchtungsspiegel.  Die 
obere  Hülse  enthält  ein  Amici'sches  Prisma  von 
starker  Dispersion;  sie  wird  beim  Einstellen  des 
Präparates  um  den  Zapfen  K  zur  Seite  gedreht. 
Die  Sperrklinke  L  sichert  die  Orientirung  des  Pris- 
mas über  dem  Ocular.  Ein  Seitenrohr  enthält  ein 
achromatisches  Objectiv  R  und  in  der  Brennebene 
desselben  eine  lugström'sche  Scala  iV,  welche  durch 

ihre  Theilung  und  Bezifferung  die  Wellenlänge  an  jeder  Stelle  des  Spektrums  angiebt 
(Fig.  258).  Beleuchtet  man  die  Scala  durch  den  Spiegel  0,  so  wird  ein  virtuelles  Bild 
von  N  durch  Reflexion  an  der  oberen  Endfläche  des  Prismas  auf  das  Spektrum  projicirt. 


qooozs 


f 


m 


Fig.  259. 


Dabei  muss  die  Linie  D  mit  0,000  589  zusammenfallen.  Zu  dieser  Einstellung  dient 
die  Schraube  P,  welcher  die  Feder  Q  entgegenwirkt.  Das  Augenglas  des  Oculars  und 
die  Scala  sind  durch  Verschiebung  so  einzustellen,  dass  die  Fraunhofer^schen  Linien 
gleichzeitig  mit  der  Scala  deutlich  erscheinen  und  bei  einer  Bewegxmg  des  Auges  keine 
parallaktische  Verschiebung  gegen  die  Theilstriche  erkennen  lassen.  Zum  Aufzeichnen 
der  Beobachtungen  dienen  Blätter,  auf  welchen  die  Scala  wie  in  Fig.  259  auf  100  mm 
Länge  vergrössert  vorgezeichnet  ist. 


^  Dieser  von  Carl  Zeiss  in  Jena  construirte  Apparat  bildet  auch  ein  Attribut 
der  Mikroskope  von  R.  Füess  (S.  454). 
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76.  Sollen  verschieden  orientirte  Platten  desselben  Kiystalls  zwischen 
gekreuzten  Nicols  übereinstimmende  Interferenzfarben  darbieten,  so  müssen 
sich,  wie  aus  r  ^  l{v^  —v{)  hervorgeht,  ihre  Dicken  /  verhalten  wie  die  in 
den  Richtungen  der  Plattennormalen  genommenen  Eadien  einer  Oberfläche 
gleichen  Gangunterschiedes  (S.  456). 

Ist  der  Krystall  optisch  einaxig,  so  wächst  die  Dicke  der  Platte,  wenn 
der  Winkel  tp  der  Plattennormale  gegen  die  optische  Axe  abnimmt,  denn 
es  ist  (S.  458): 

Eine  zur  optischen  Axe  senkrechte  Platt«  (9?  =  0,  f  »  0)  verhält  sich  wie 
ein  einfach  brechender  Körper:  sie  bleibt  zwischen  gekreuzten  Nicols  bei 
einer  vollen  Umdrehung  stets  dunkel. 

Unter  gleich  dicken  aber  verschieden  orientirten  Platten  eines  optisch 
xweiaxigm  Krystalls  wird  die  höchste  Interferenzfarbe  an  einer  zur  Ebene 
der  optischen  Axen  parallelen  Platte  auftreten,  denn  der  Grangunterschied 
in  einer  Platte,  deren  Normale  die  Winkel  y,  <jp'  mit  den  optischen  Aien 
einschliesst,  ist  nach  S.  457  gegeben  durch: 

r  =  Fl  sin  <p  sin  (p\ 

Liegt  die  Platte  senkrecht  zu  einer  optischen  Axe  [rp  oder  qp'=  0),  so  ist 
r=  0.  Da  indessen  diese  Platte  im  senkrecht  einfallenden  Licht  zur  inneren 
konischen  Refraction  Anlass  giebt,  so  kann  sie,  wie  aus  den  Yersuchen 
von  H.  Lloyd  (S.  345 — 348)  hervorgeht,  zwischen  gekreuzten  Nicols  nicht 
dunkel  werden.^  Die  wiederholt  hervorgehobene  Verschiedenheit  in  der 
physikalischen  Bedeutung  der  optischen  Axe  eines  einaxigen  ErystaUs  und 
einer  optischen  Axe  eines  zweiaxigen  ErystaUs  gelangt  also  auch  in  dem 
abweichenden  Verhalten  dünner,  zu  diesen  Axen  normaler  Platten  im  senk- 
recht einfallenden  Licht  zwischen  gekreuzten  Nicols  zur  Geltung. 

77.  Unterschiede  in  der  Stärke  der  Doppelbrechung  an  Platten  von 
übereinstimmender  optischer  Orientirung  aus  verschiedenen  Substanzen  treten 
sehr  anschaulich  hervor  in  den  Verschiedenheiten  der  Werthe  für  die  Platten- 
dicken, welche  zur  Erzeugung  einer  bestimmten  Interferenzfarbe  erforderlich 
sind.  So  wird,  um  ein  Beispiel  anzuführen,  nach  der  Tabelle  auf  S.  465 
zwischen  gekreuzten  Nicols  das  Roth  erster  Ordnung  erscheinen,  falls  der 
Gangunterschied  f  =  0,000  551  mm  ist.  Demnach  ist  die  Dicke  l  in  Milli- 
metern gegeben  durch: 

,_      r     _  0,000  551 

"■  yj  -  yj  "■     Vj  -  ^1 

Die  folgenden  Tabellen  enthalten  eine  Uebersicht  dieser  Werthe  von  /  f5r 
die  auf  S.  309  und  321  genannten  Substanzen.  Die  Anordnung  entspricht 
der  Abnahme  der  Doppelbrechung. 


E.  Kalkowsky,  Zeitschr.  f.  Kryst  9,  486,  1884. 
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Optisch  einaxige  Krystalle. 

Platten  parallel  zur  optischen  Aze. 

±(«1-6) 

l  in  mm 

Hg,Cl, 

0,64 

1,5625 

0,00086 

Zinnober  * 

0,326 

3,0675 

0,00169 

ProusHt     .     . 

0,2958 

3,3864 

0,00182 

BuHl    .... 

0,2871 

3,4832 

0,00192 

Natriwmnitrat   , 

0,2504 

3,9936 

0,00220 

Dolomit     .     . 

0,1792 

5,6810 

0,00307 

EaVcspath      . 

• 

0,1721 

5,8089 

0,00321 

Zirkon  .    .    . 

0,05 

20,0 

0,01102 

Atiatas .    .    . 

0,0895 

25,329 

0,01396 

Turmalin  ,    , 

0,0173 

57,803 

0,03185 

Phenahit   .    . 

0,0157 

63,694 

0,03510 

Quarz^.    .    . 

0,0091 

109,89 

0,06055 

Korund      .     . 

0,0083 

120,48 

0,06639 

Beryll  .     .     . 

0,0064 

155,52 

0,08569 

Apatii  .    .    . 

0,0043 

229,89 

0,12667 

*  a  =  2,816,  e  »  3,142  (Li)  Des  Cloizbaux.        »  w  =  1,54418,  e  =  1,55328  (Na) 

EUDBESO. 

Optisch  zweiaxige  Krystalle. 
Platten  parallel  zur  Ebene  der  optischen  Axen. 


«a-  «1 

1 

7  in  mm 

«8-   «l 

21.   Schwefel     .    .    . 

0,29005 

3,4476 

0,00190 

7.    Cerussit      . 

0,27435 

8,645 

0,00201 

4.   Aragonit    . 

0,15576 

6,420 

0,00354 

24«    Weinsäure 

0,1103 

9,066 

0,00450 

11.   JDatolith     . 

0,0440 

22,727 

0,01252 

8.   Anhydrit    . 

0,0440 

22,727 

0,01252 

14«    Glimmer 

0,0388 

25,774 

0,01420 

18.    Olivin    .    . 

0,036 

27,778 

0,01681 

12.    Diopsid.    . 

0,0299 

33,445 

0,01843 

6«   Borax    .     . 

0,0247 

40,485 

0,02231 

16.   Kieselzinkerz 

0,020 

50,0 

0,02755 

13.   KuJelas  .    . 

0,0190 

52,632 

0,02900 

2.   Anglesit 

0,01656 

60,386 

0,03327 

17.   Natrolith    . 

0,0119 

84,033 

0,04630 

22.   Schwerspath 

0,01167 

85,690 

0,04722 

1.   Andalusit  . 

0,011 

90,91 

0,05009 

10.    Ck/rdierit    . 

0,011 

90,91 

0,05009 

16.    Gyps.    .    . 

0,00977 

102,4 

0,05642 

8.    Chrysoberyll 

0,0095 

105,26 

0,05800 

28.    r£)pa«     .    . 

0,00948 

105,49 

0,05812 

5.   Axinit    .    . 

0,0090 

111,11 

0,06122 

9.    Cölestin,    . 

0,00894 

111,86 

0,06163 

19.    ^(2tt/ar  .    . 

0,0054 

185,19 

0,10204 

20.   Sanidin.    . 

0,0047 

212,77 

0,11723 
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78,  Es  seien  m^ei  über  einander  liegende  Platten  K  und  K'  in  den  Polari- 
sationsapparat eingeschaltet.     Die  Neigungen  der  Polarisationsebenen  der 
y         a     f^  schnelleren  Wellen  ^^  und  ^^  gegen  die  Polarisations- 

^    fc-    ebene  der  einfallenden  Welle  5ß  seien  (Fig.  260): 

Femer  seien  bezeichnet  die  Dicken  der  Platten  mit 
/  und  l\  die  Brechungsindices  der  schnelleren  und  der 
langsameren  Welle  in  der  Richtung  der  Plattennormale 
mit  Vj  und  v^,  resp.  t^/  und  v^\  so  dass  die  Grang- 
unterschiede  in  den  beiden  Platten  folgende  Werthe 
TWa.  9ftn  erhalten: 

^'''''  r  =  /(.,-..,),  r=r(v,'-o. 

Alsdann  ergiebt  sich  für  das  Quadrat  der  Amplitude  der  aus  dem  Analysator 
austretenden  WeUe  auf  dem  früher  (S.  446)  angedeuteten  Wege:^ 

A'  BS  a*  I  coß'/  +  C08  2  (9  +  ^  —  /)  sm  2gE)  Bin  2v^  sin*  n  -r- 


(1) 


—  sin  2  (9  +  ^  —  /)  C0ß2g)  sin  2^  sin'  n  -r- 

—  ein  2  (<)p  +  ^  — ;f)  sin  2g)  cos*  tff  sin* n  — r — 

r-rl 

+  sin  2  (9)  +  V  /)  sin  2^?  sin*  y/  sin*  n  — 7 —   • 

Liegt  insbesondere  die  Polarisationsebene  ^^  parallel  oder  senkrecht 
zu  $  (<jp  s  0  oder  90^),  so  verhält  sich  die  Combination  so,  als  wäre  nur 
die  zweite  Platte  vorhanden  (vgl.  den  Ausdruck  (1)  S.  446): 

A*  =  a*   cos*/  ~  sin  2  (q)'—  x)  ^^  2  q>  sin*  «  -r   * 

Liegt  die  Polarisationsebene  ^^  parallel  oder  senkrecht  zu  Ä  (9 + rfi—x = 0 . 
oder  90°),  so  verhält  sich  die  Combination  so,  als  wäre  nur  die  erste  Platte 
vorhanden: 

A*  ai  a*   cos*/  —  sin  2  (go  —  /)  sin  2<)p  sin*  »r  y   • 

Zwischen  gekreuzten  Nicols  (/  =  90°)  kann,  wenn  t//  von  0  oder  90^ 
verschieden  ist,  die  Combination  zweier  Platten  bei  einer  vollen  Umdrehung 
nur  dann  vollkommen  dunkel  erscheinen,  wenn  f  und  T  ganze  Vielfache 
von  X  sind. 

Je  nachdem  die  Polarisationsebenen  der  beiden  schnelleren  Wellen  ^ 
xmi^i  Xiisammenfaüen  (t//=0)  oder  aufeinander  senkredii  stehen  (i//s=90°),  ist: 


oder: 
(2) 


A*  =  a*   cos*/  —  sin 2  (g)  —  /)  sin 2gp  sin* n  — y —    » 
A*  =  a*   cos*/  -  sin  2  (9  —  /)  sin  2g)  sin*  n  —.—    \ 


^  A.  FbesnsL;  Ann.  chim.  phys.  (2)  17,  167,  1S21. 
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d.  h.  die  Combination  wirkt  wie  eine  einzige  Platte  K  oder  K'  von  grösserer 
resp.  geringerer  Dicke  als  zuvor.  Daher  wird  im  weissen  Lichte  die  Interferenz- 
farbe der  Combination  in  der  Newton'schen  Scala  hölwr  resp.  tiefer  liegen 
als  die  Färbungen,  welche  K  und  K'  einzeln  genommen  darbieten.  In  dem 
speciellen  Falle,  wo  Polarisator  und  Analysator  gekreuzt  sind,  erhalten  wir 
aus  (2): 

(2»)  A«  =  «»Bin« 2g)  8in*7i  !^—  • 

Hierauf  beruht  ein  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Ordnung  der  Interferem- 
färbe  einer  planparallelen  Platte  K  mit  Hülfe  einer  schwach  keilförmigen 
Platte  K'  (S.463 — 464).  Namentlich  aber  gestattet  der  zuletzt  ausgesprochene 
Satz  die  Polarisationsrichtungen  der  schnelleren  und  der  langsameren  WeUe 
§i>  ©3>  deren  gemeinsame  Foripflanxungsrichtung  die  Plattennormale  ist,  zu 
unterscheiden. 

Wir  stellen  die  zu  untersuchende  Platte  JT,  die  nur  einen  Theil  des  Gesichtsfeldes 
einnehmen  soll,  zwischen  gekreuzten  Nicols  auf  grösste  Helligkeit  (<p  =  45^}  und  schieben 
dann  die  schwach  keilförmige  Platte  X'  mit  dem  dünneren  Ende  voran  derart  über  JT, 
dasB  ^j'  auf  $,  senkrecht  steht  Alsdann  wird  die  Ordnung  der  farbigen  Interferenz- 
streifen des  Keiles  da,  wo  er  die  Platte  überdeckt,  in  dem  Masse  sinken,  in  welchem 
dickere  Stellen  des  Keiles  über  die  Platte  gelangen.  Endlich  erscheint  an  der  Stelle 
des  Keiles,  wo  der  durch  die  Platte  hervorgerufene  Gimgunterschied  durch  den  Keil 
vollständig  aufgehoben  wird,  ein  schwarzer  Streifen,  in  dessen  Verlängerung  der  Keil 
gerade  die  Interferenzfarbe  zeigt,  welche  die  Platte  fUr  sich  darbietet. 

Hat  man  nun  mit  Hülfe  einer  Platte,  in  welcher  man  die  Orientirung  der  Polari- 
sationsebenen der  schnelleren  und  der  langsameren  Welle  ^i,  ^^  kennt  (z.  B.  einer 
zur  optischen  Axe  parallelen  Quarzplatte),  die  Lage  der  Polarisationsebenen  $/,  £»,'  in 
dem  Keil  ermittelt,  so  ist  man  im  Stande  die  Richtungen  £»i,  $a  an  der  zu  unter- 
suchenden Platte  iT  zu  bestunmen,  indem  man  diejenige  Stellung  des  Keiles  über  X 
aufsucht,  in  welcher  die  soeben  beschriebene  Erscheinung  der  Oompensation  der  Doppel- 
brechung eintritt  Dieses  Verfahren  ist  mit  hinreichend  dicken  Keilen  auch  an  Platten 
durchführbar,  welche  für  sich  das  Weiss  höherer  Ordnung  zeigen. 

79.  Zum  Nachweis  schwacher  Doppelbrechung  und  zur  Bestimmung  ihres  Charakters 
kann  man  eine  Platte  benutzen,  welche  zwischen  gekreuzten  Nicols  eine  violette  Färbung 
zeigt.  Denn  aus  der  Newton*schen  Scala  (S.  465)  ist  ersichtlich,  dass  diese  Färbung 
durch  eine  sehr  geringe  Vergrösserung  des  Gangunterschiedes  in  Blau,  durch  eine  sehr 
geringe  Verminderung  desselben  in  Both  übergeht.  Combinirt  man  also  eine  Platte  P, 
welche  jene  empfindliche  Färbung  (teinte  sensible)  besitzt,  mit  einer  schwach  doppelt- 
brechenden Platte  jfiT,  derart,  dass  beide  Platten  zwischen  gekreuzten  Nicols  das  Maxi- 
mum der  HeUigkeit  darbieten,  so  wird  die  von  der  Combination  hervorgerufene 
Interferenzfeurbe  in  der  Scala  höher  oder  tiefer  liegen  als  die  empfindliche  Färbung. 
Kennt  man  nun  die  Orientirung  der  Polarisationsebenen  ^j,  $,  der  schnelleren  und 
der  langsameren  Welle  in  P,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Sinne  der  Farbenänderung 
sofort  die  Lage  der  Polarisationsebenen  ^|'  ^  der  entsprechenden  Wellen  in  JT.  — 
Sehr  zweckmässig  sind  die  nach  einem  Vorschlage  von  A.  Bravais  ^  construirten  Doppel- 
platten.  Man  durchschneidet  eine  Platte,  welche  eine  empfindliche  Färbung  zeigt,  in 
der  Bichtung  der  Halbirungsgeraden  des  Winkels  (^,  $,)  und  vereinigt  die  beiden 
Hälften  wieder  mit  der  Schnittfläche,  nachdem  eine  derselben  um  die  Normale  der 


^  A.  Bbavajs,  Ann.  chim.  phys.  (8)  43,  129,  1855. 
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Schnittebene  um  180^  umgeklappt  ist  AlBdami  erfolgt  die  Aendemng  der  empfind- 
lichen Färbung  in  den  beiden  Theilen  der  Platte  in  entgegengesetztem  Sinne.  Man 
kann  mit  dieser  Vorrichtung  z.  B.  leicht  nachweisen,  dass  der  Druck,  welchen  ooan 
mit  den  Fingern  auf  einander  gegenüberliegende  Fl&chen  eines  Glaswürfels  auszuüben 
vermag,  genügt,  um  Doppelbrechung  zu  erzeugen. 

Zu  demselben  Zwecke  werden  Gjpsblättchen  benutzt,  welche  das  Botk  erster 
Ordnung  zeigen.  Je  nachdem  in  der  Combination  ^^  mit  ^i  oder  mit  ^,'  zusammen- 
fällt, beobachtet  man  eine  höhere  Interferenzfarbe  (violett,  blau,  grün  . . .  zweiter  Ord- 
nung) oder  eine  tiefere  Färbung  (orange,  braungelb,  gelb  . . .  erster  Ordnung).  Instractiv 
ist  in  dieser  Hinsicht  das  Verhalten  eines  parallelepipedischen  Glasstabes,  den  man  mit 
den  Fingern  biegt. 

80,  Erinnern  wir  uns  der  Sätze  von  Huyghens  und  Fbesnkl  über  die 
Orientirung  der  Polarisationsebenen  §i,  §a  zweier  Wellen  von  gemeinsamer 
Fortpflanzungsrichtung  (S.  304,  333),  so  ist  ersichtlich,  da^  die  Messung 
der  Winkel,  unter  welchen  die  Polarisationsebenen  der  beiden,  in  der  Richtung 
der  ^formale  einer  planparallelen  Platte  sich  fortpflanzenden  Wellen  gegen 
eine  Kante  k  in  der  Begrenzung  der  Platte  oder  gegen  einen  Spaltriss  s  in 
dieser  Platte  geneigt  sind,  ein  Hülfsmittel  zur  Bestimmung  des  Krysiaüsysiems 
darbietet. 

In  einem  einaxigen  Kjystall  lässt  sich  die  Lage  jener  Polarisationsebenen 
für  jede  beliebige  Orientirung  der  Platte,  welche  stets  zu  einer  optischen 
Symmetrieaxe  parallel  liegt,  von  vom  herein  angeben:  Die  Polarisationsebene 
der  ordentlichen  Welle  fallt  in  den  Hauptschnitt  der  Fortpflanzungsrichtung, 
jene  der  ausserordentlichen  Welle  liegt  senkrecht  zu  diesem  Hauptschnitte. 
Demnach  ist  aus  der  krystallographischen  Orientirung  einer  Platte  eines 
hexagonalen  oder  tetragonalen  Krystalls,  dessen  Doppelbrechung  durch  das 
Huyghens'sche  Gesetz  beschrieben  wird,  sofort  zu  entnehmen,  in  welcher 
Stellung  diese  Platte  im  senkrecht  einfallenden  Lichte  zwischen  gekreuzten 
Nicols  dunkel  erscheinen  muss. 

Dagegen  hangt  in  einem  xweiaxigm  Krystall  die  krystallographische 
Orientirung  der  Ebenen  §i,  ^^  von  der  Lage  der  optischen  Axen  ab  (Kg.  159), 
Beachten  wir  nun,  dass  in  den  besonderen  Fällen,  wo  die  Platte  zu  einer 
optischen  Symmetrieaxe  parallel  liegt,  §i  und  ^g  wieder  eine  krystallo- 
graphisch  feste,  im  Voraus  angebbare  Lage  besitzen,  so  gewinnen  wir  ein 
Mittel  zur  Unterscheidung  rhombischer,  monokliner  und  trikliner  Krystalle. 
Denn  hiemach  müssen  in  einer  Platte  eines  rhombischen  ErystaUs,  welche 
der  Zone  einer  der  drei  krystallographischen  Axen  angehört,  jene  Ebenen 
parallel  resp.  senkrecht  zu  dieser  Axe  liegen.  In  monoklinen  Ej^stallen 
kann  nur  den  Platten  aus  der  Zone  der  Axe  ^2  (S.  49)  diese  Eigenschaft 
zukommen,  und  in  triklinen  Krystallen  herrscht  keine  Beziehung  dieser  Art 

Zur  Messung  der  Winkel  der  Ebenen  ^^y  $,  gegen  eine  Kante  k  oder  einen 
Spaltriss  s  dient  das  Mikroskop  (Fig.  245,  S.  454),  nachdem  dasselbe  so  justirt  ist,  dass 
die  Polarisationsebenen  $,  $C  der  aus  dem  Polarisator  S  einfallenden  und  der  ans  dem 
Analysator  N  austretenden  Welle  den  Fäden  /,/'  des  Ocularfiädenkreazes  parmllel 
laufen  und  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  fizirte  Axe  des  Mikroskops 
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durch  das  Drehxmgscentrum  des  Objecttisches  geht.  Man  bringt  die  zu  untersuchende 
Platte  auf  dem  Objecttische  mit  Hülfe  der  Ejreuzschlitten  in  die  Lage,  dass  sich  ky 
resp.  *  mit  /  oder  /'  deckt  Darauf  dreht  man  den  Tisch  bis  die  Platte  vollständig 
dunkel  erscheint,  also  4)i,  ©,  parallel  zu  $,  5t  liegen.  Alsdann  erhält  man  aus  den 
Ablesungen  an  den  beiden  festen  Nonien  einen  der  beiden  Winkel,  welche  ^j  und  -Oj 
mit  k,  resp.  s  bilden.  ^ 

Grössere  Krystallplatten,  in  deren  seitlicher  Begrenzung  eine  spiegelnde  Fläche 
ic"  auftritt,  können  in  einem  von  K.  Füess  construirten  Polarisationsapparate  (Fig.  261) 
untersucht  werden,  den  man  aus  dem  Polarisationsapparate  für  convergentes  Licht 
(Fig.  241,  S.  451)  nach  Ausschaltung  der  Condensorlinsen  und 
des  Beobachtungsfemrohres  durch  Einfährung  des  Krystallträgers 
Y  und  der  Hülse  z  gewinnt  *  Man  klebt  die  Krystallplatte  to' 
derart  auf  eine  rechteckige  Glasplatte  v  (Fig.  262),  dass  die 
Kante  i7=[w',«»"]  so  genau  als  möglich  mit  der  Kante  f =[»',«"] 
zusammenflült  Darauf  legt  man  diese  Combination  so  auf  den 
Träger  i^,  dass  die  Glasplatte  durch  eine  Feder  an  eine  feste 
Stahlplatte  angedrückt  whrd  (Fig.  261  oben).  Alsdann  liegt  die 
Kante  ^  parallel  zu  der  yerticalen  Verbindungsebene  der  Striche 
90°  und  270®  des  Theilkreises  an  dem  drehbaren  Objecttische. 
Die  Nicols  p,  q  sind  so  eingestellt,  dass  die  Polarisationsebenen 
$,  ^  zu  der  durch  den  Nullstrich  des  festen  Nonius  und  die 
Drehungsaxe  des  Theilkreises  gelegten  Ebene  parallel,  resp.  senk- 
recht liegen.  Nachdem  man  nun  die  Winkel  der  Polarisations- 
ebenen ßi,  g,  gegen  die  Kante  f  gemessen  hat,  muss  man  zur 
Bestimmung  der  gesuchten  Winkel  zwischen  ^j,  ^,  und  j/  noch 
den  Winkel  der  Kanten  (^,  rj)  ermitteln.^ 

Die  Einstellung  der  Krystallplatte  auf  grösste  Dunkelheit 
gewährt  nicht  den  Grad  von  Genauigkeit,  der  mit  Bücksicht  auf 
die  Bedeutung  der  in  Rede  stehenden  Messungen  erforderlich  ist 
Um  die  Empfindlichkeit  der  Einstellung  zu  erhöhen  hat  Fb.  von 
KoBELL  unter  dem  Analysator  des  Polarisationsapparates  eine 
senkrecht  zur  optischen  Axe  geschliffene  Kalkgpathplatte  ange- 
bracht, deren  Interferenzbild  (Taf.  II,  Fig.  1)  nur  dann  ungestört 
erscheint,  wenn  die  Polarisationsebenen  ^|,  ^g  mit  $,  %  zusam- 
menfallen.^ Indessen  genügt  diese  Vorrichtung  eben  so  wenig 
wie  die  später  von  A.  Brbzina  vorgeschlagene  Kalkspathdoppel- 
platie.^  Erheblich  genauer  und  bequemer  ist  die  von  E.  Bbbtband  ll 

nach  dem  Vorbilde  der  bekannten  Quarzdoppelplatte  von  H.  Soleil 
coDstruirte  vierfache  Quarzplatte,  deren  Zusammensetzungsfiächen 


j 


w 


)/■ 


^  Der  kleinere  dieser  beiden  Winkel  wird  zuweilen  als  die 
auf  die  Kante  k  oder  den  Spaltriss  s  bezogene  Ausldschungsschiefe 
der  Platte  bezeichnet 

*  Th.  Lisbisch,  Bericht  wiss.  Instr.  auf  d.  Berliner  Gewerbe- 
ausst  1879,  845,  847.  —  H.  Laspeybes,  Zeitschr.  Instr.  2,  14,  54, 
1882.    Zeitschr.  f.  Kryst  6,  488,  1882;  8,  97,  1884. 

'  Die  Bestimmung  der  Correction  (^,  ri)  kann  mit  Hülfe 
eines  BeflexioDsgoniometers  ausgeführt  werden.  Vgl.  M.  Wbbskt, 
Zeitschr.  f  Kryst  4,  567, 1880.  —  Th.  Libbisch,  ibid.  7,  804, 1882. 

^  Fb.  von  Kobbll  bezeichnete  diese  Anordnung  als  „Stauro- 
skop''.    Pogg.  Ann.  95,  820,  1855. 

»  A.  Bbezina,  Pogg.  Ann.  128, 146,  1866;  130,  141, 1867.  — 
A.  ScHBAUF,  Lehrb.  phys.  Min.  2,  219,  1868. 


Fig.  261. 


Fig.  262. 
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gleichzeitig  als  Ersatz  für  ein  Fadenkreuz  dienen.  ^  Den  höchsten  Grad  von  Grenauig- 
keit  erreicht  man  aber  hier  wie  bei  den  Saccharimetem  und  Polaristrobometem  durch 
die  Einführung  von  HalbsehcUienvorrichhingen.^ 

81.  Kennt  man  die  krystallographische  Orientirung  einer  Platte  eines 
optisch  xweiaxigen  Krystalls,  und  hat  man  an  dieser  Platte  die  Winkel  der 
Folarisationsebenen  ^^,  ^^  g^S^i^  ^^^^  kiystallographisch  feste  Richtung 
gemessen,  so  gewährt  die  nach  dem  Fresnel'schen  Satze  (S.  333)  herrschende 
Beziehung  zwischen  ^],  $2  ^^^  ^^^  optischen  Axen  ein  Mittel  zur  Bestiin- 
mung  dieser  Axen,  d.  h.  xur  Auffindung  ihrer  Riehhingen  und  des  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkels  2  F.  Bei  einem  Erystall  des  rhombischen  Systems 
reicht  die  Beobachtung  der  Lage  von  Q^,  ^^  an  einer  einzigen  Platte,  welche 
keiner  optischen  Synmietrieaxe  paraUel  läuft,  zur  vollständigen  Bestimmung 
der  optischen  Axen  (ihrer  Ebene  und  des  Winkels  2  F)  aus.'  Dagegen  muK 
bei  einem  triklinen  Krystall  die  Lage  von  §1  und  ^^  *^  ^^  Platten  er- 
mittelt werden.* 

83.   Interferenzerscheinungen  im  convergenten   polarisirten  Uclite.  — 

Wir  wenden  uns  zur  Untersuchung  der  Interferenzerscheinungen,  welche 
planparallele  Krystallplatten,  deren  Doppelbrechung  durch  das  Huyghens'sche 
oder  das  Fresnersche  Gesetz  beschrieben  wird,  im  convergenten  polarisirten 
Lichte  hervorrufen.  Vor  allem  interessirt  uns  die  Abhängigkeit  dieser  Er- 
scheinungen von  der  optischen  Symmetrie  des  Krystalls  und  der  krystallo- 
graphischen  Orientirung  der  Platte. 

Wir  beobachten  diese  Interferenzbilder*  mit  Hülfe  der  auf  S.  450 — 455 
beschriebenen  Polarisationsapparate  direct  in  der  oberen  Brennebene  B'  des 
Linsensystems  S'  (Fig.  238),  welche  die  Spuren  p  der  auf  die  Krystallplatte 
fallenden  Wellen  W  enthält,  oder  in  einer  zu  B'  conjugirten  Ebene.  Es 
handelt  sich  demnach  um  die  Berechnung  der  Intensität  des  Lichtes  in  den 
Punkten  p\  Die  Berücksichtigung  aller  Modificationen,  welche  diese  Inten- 
sität in  dem  Polarisationsapparate  erfahrt,  würde  zu  wenig  übersichtlichen 
Ausdrücken  führen.  Unter  dem  soeben  hervorgehobenen  Gesichtspunkte 
können  wir  uns  auf  eine  Annäherung  beschränken,  welche  zu  den  bei  der 
Ableitung  der  Oberflächen  gleichen  Gangunterschiedes  (S.  456)  eingeführten 
Voraussetzungen  hinzutritt. 


*  E.  Bbbtband,  Zeitschr.  f.  Kryst.  1,  69,  1877, 

*  L.  Caldeboü,  Zeitschr.  f.  Kryst  2,  68,  1878.  —  H.  Laspetbbs,  a.  a.  0.  —  In 
der  Abbildung  des  Polarisationsapparates  Fig.  261  bedeutet  m  eine  von  Caldebon  vor- 
geschlagene Kalkspathdoppelplatte.  Das  von  R.  Füess  construirte  Mikroskop  (Fig.  245, 
S.  454)  besitzt  neben  besonderen  Ocularen  mit  einer  Calderon'schen  Platte  und  einer 
vierfachen  QuarzpUtte  noch  einen  Halbschattenpolarisator  mit  geraden  EndflAchen. 

»  A.  Bbeb,  Pogg.  Ann.  91,  279,  1854.  —  Th.  Liebisch,  Zeitschr.  f.  Kryst  7, 
433,  1883. 

*  Th.  Libbisch,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  1,  155. 

^  Eine  Auswahl  wird  durch  die  Lichtdrucke  auf  Taf.  II— IX  veranschaulicht 
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Betrachten  wir  nur  solche  Fortpflanzungsrichtungen,  die  wenig  gegen 
die  Nonnale  Q  der  Platte  geneigt  sind,  so  wird  die  Gresammtheit  der  auf 
die  Platte  einfallenden  Wellen  W  eine  gemeinschaftliche  Polarisationsebene 
$  und  die  Gesammtheit  der  aus  dem  Analysator  austretenden  Wellen  eine 
gemeinschaftliche  Polarisationsebene  S(  besitzen.  Oleichzeitig  werden  die 
Polarisationsrichtungen  a^,  a^  der  aus  einer  Welle  W  hervorgehenden  ge- 
brochenen Wellön  TTi,  W^  sehr  nahe  parallel  zur  Platte  liegen. 

Die  Axe  des  Polarisationsapparates  schneide  die  Eintrittsfläche  ®  der 
Platte  in  O,  die  Austrittsfläche  @^  in  O^  und  die  Ebene  B'  m  ff,  Stellen 
wir  uns  vor,  dass  alle  Fortpflanzungsrichtungen  durch  O  gelegt  seien,  so 
möge  die  Normale  der  Wellen  TF^,  W^  die  Austrittsfläche  in  p^  treffen. 
Bezeichnet  man  nun  den  Einfallswinkel  Ton  W  mit  t,  den  Brechungswinkel 
von  TTj,   TTg  mit  r,  so  ist  angenähert: 

sin*  =  --sinr, 

worin  t)  die  Geschwindigkeit  in  dem  äusseren  Mittel  und  a  eine  constante 
mittlere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  Platte  bedeutet.^  Femer  sei  / 
die  Dicke  der  Platte  und  f  die  Aequivalentbrennweite  des  Linsensystems  S\ 
Alsdann  gilt  neben: 

tanr«-^^^^ 

die  von  E.  Abbe  aufgestellte  Beziehung: 

O'v 
sint=  ^f" 

Da  r  sehr  klein  vorausgesetzt  wurde,  kann  tan  r  ersetzt  werden  durch  sin  r, 
so  dass: 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  das 
System  der  Spuren  p  in  der  Ebene  Bf  ähnlich  ist  dem  System  der  Punkte 
p^  auf  der  Austrittsfläche  ®^  der  Erystallplatte. 

Setzen  wir  jetzt  die  Winkel  (5ß  %)^Xj  (^  ^-i)  =  V'j  so  wird  die  Intensität 
des  Lichtes  an  der  Stelle  p  in  erster  Annäherung  proportional  sein  dem 
Ausdrucke  (1)  auf  S.  446: 

A'ss  a*  cos'/  —  sin  2 1^  sin  2  (i/^  —  ;k)  sin' ;i  y  . 

Beziehen  wir  hinfort  die  Lage  von  5ß,  ST,  er,  auf  eine  feste  Gerade  X  in  der 
Austrittsfläche  und  setzen  wir  (?ß  X)  =  /?,  (?t  3£)  =  a,  {a^  S)  =  ^,  so  ist: 


(1) 


A»«a4cos*  (/?-«)  -  sin2  09-^)sin2(a-i7)sin*?ryj. 


^  Dieselbe  Annahme  mnsste  auf  S.  456  bei  der  Ableitong  der  Oberflftche  gleichen 
Gangunterschiedes  eingefQhrt  werden. 
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Gehen  wir  nun  zu  einem  anderen  Punkte  der  Ebene  B'  über,  so  ändert 
sich  in  diesem  Ausdrucke  der  Werth  des  Gangunterschiedes  f  und  die  durch 
den  Winkel  ^  definirte  Orientirung  der  Polarisationsrichtungen  o-j,  a^.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  zwei  Ourvmsckaaren  für  die  Interferenzerscheinung  charakte- 
ristisch sind:  die  Ourven  gleichen  Oanguntersohiedes,  fssconst.,  und  die  Curven 
gleicher  Polati^ationsrichiung  oder  Isogyren,  ij  =  const. 

83*  Die  Curven  gleichen  Gangunterschiedes  in  der  Ebene  B'  sind  ähn- 
lich den  Schnittcurven  der  Austrittsfläche  ®x  der  Platte  mit  der  um  0  als 
Mittelpunkt  beschriebenen  Oberfläche  gleichen  Oangunterackiedes,  die  wir  anf 
S.  465 — 460  des  Näheren  untersucht  haben. 

Auch  die  Isogyren  können  als  Schnitt  von  O^  mit  einer  Oberfläche 
gewonnen  werden,  zu  der  wir  durch  folgende  Ueberlegung  gelangen.^  Die 
Polarisationsebenen,  deren  Schnittgeraden  mit  der  Austrittsfläche  eine  vor- 
geschriebene Richtung  I?  haben  sollen,  liegen  paraUel  j»;  ihre  Normalen  stehen 
also  auf  p  senkrecht.  Nun  sind  in  den  hier  betrachteten  Körpern  die  Nor- 
malen von  Polarisationsebenen  wieder  Polarisationsrichtungen.  Daher  kann 
man  die  Isogyrenfläche  definiren  als  den  geometrischen  Ort  aüer  vom  Emfaäs' 
punkte  O  in  der  Eintriüsfläche  aiLsgehenden  Wellennormalen ,  für  welche  eine 
der  zugehörigen  Polarisaiionsrichtungen  a^ ,  a^  senkrecht  auf  der  gegebenen  Ge- 
raden p  steht 

Bezogen  auf  die  optischen  STmmetrieazen  X^,  JS^,  X^  seien  q^^  ^,,  q^  die  Rieh- 
tungscosinus  einer  Wellennormale,  rr,i,  a|,,  o-js  und  (Ts,,  tr,,,  er,,  die  Richtungscosmos 
der  zugehörigen  Polariaationsrichtungen  cti,  o-,,  so  ist: 

1.  (r,i  3-1  +  ffis  qt  +  <r,8  y»  =  0. 

2.  (Tji  yj  4-  cTjj  q^  +  iTgs  qz  =  0. 
Femer  besteht  nach  II  auf  S.  822  (vgl.  S.  336)  die  Relation: 

Oj«  (Tu  (Tji  -l-  0,*  (Tu  cr„  +  Og'  cr,a  c^^  «  0, 

aus  der  in  Verbindung  mit: 

(Tu  o-ji  +  (Tj,  cr„  +  (Tis  cr,8  =  0 
folgt: 

3.  (Tu  *Tji :  (T,,  (Tj, :  üTia  (t^^  =  0»*  -  0,' :  Os'  -  a,*:  tti*  —  a,*. 

Sind  nun  p^,  j9,,  p^  die  Bichtungscosinus  der  gegebenen  Geraden  j?,  so  besteht  nach 
der  Definition  der  Isogyrenfläche  noch  die  Beziehung: 

Eliminiren  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  Bichtungscosinus  von  (Tp  (Ti,  so  erhahen 
wir  die  Gleichung  der  Isogyrenflftche  in  Polarcoordinaten.    Zunächst  folgt  aus  1  und  3: 

CT,!  <r,s  (Tjs 

demnächst  aus  2  und  4: 


I  9s  qz 


*  E.  LoMMBL,  Ann.  d.  Phys.  N.  P.  18,  56,  1883;  Pogg.  Ann.  120,  69,  1863.  - 
J.  BfAcii  DE  L£piNAT,  Joum.  de  phys.  (2)  2,  162;  1883.  —  H.  PrrsoH,  SitEongsber. 
Wien.  Akad.  91  (2),  527,  1885. 
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Mithin  ist: 

q%Pt''q%p%^      qsPi-qiPs        qiP^-qiPi 
Hiernach  lautet  die  Oleicfiung  der  Isogyrmfläche  in  Punktcoordinaten: 

•  *i  +  :7^ — :hr  *»  +  :ri — ii;;:  *•  =  ^» 


^%Pz-^zPt  f^zPi-^iP^  *iPa-««i>i 

oder  nach  Einführung  des  Winkels  der  optischen  Axen  (Ä  Ä)  =  2  7: 

I^  J^tCOsT    ^ o-j ^    a?8  Bin'  ^    ^  q 

Die  Isogyrenfläche  ist  also  eine  Kegd fläche  dritter  Ordnung  ^  welche  durch 
die  beiden  optischen  Axen  (a:2  =  0,  x^^  ±iX^Q^iV)  hivdurchgeht.  Sie  ist 
allerdings  kein  festes,  nur  von  den  optischen  Constanten  des  Krystalls  ab- 
hängiges Gebilde,  wie  die  Oberfläche  gleichen  Gangunterschiedes.  Ihre  Oe- 
stalt  ist  vielmehr  von  der  Orientirung  der  Krystaüpiatte  abhängig,  da  die  Rich- 
tungscosinus der  Geraden  p  der  Bedingung: 

&•  Pigi+Ptgi+Psgz"^^ 

unterworfen  sind,  worin  g^,  g^,  g^  die  Bichtungscosinus  der  Plattennormale  Q 
bedeuten.  Gleichwohl  gewährt  die  Einführung  dieser  Fläche  den  Vortheil, 
dass  alle  Einzelfölle  umfasst  werden  von  der  einzigen  Gleichung  I,  welche 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung  der  Austrittsfläche: 

6.  Pi9i  +i>2^2+i>3^3-^=*0 
und  unter  Berücksichtigung  der  Relation: 

7.  Pi'+Pi'+Ps'^'i- 

jedesmal  die  Gleichung  der  Isogyren  in  übersichtlicher  Gestalt  liefert. 

84.  Die  ursprüngliche  Lichtstärke  des  Gesichtsfeldes,  welche  vor  der  Ein- 
schaltung der  KrystaUplatte  beobachtet  wird,  bleibt  an  den  Stellen  erhalten, 
wo  die  Bedingung: 

(2)  sin2(/S—  i?)sin2{a  -  ^)sin*;ry  =  0 

erfüllt  ist.  Hierdurch  sind  definirt:  1)  die  Schaar  von  Curven,  in  denen 
der  Gangunterschied  eine  ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  beträgt  (f  =  n  X), 
und  2)  die  beiden  Isogyren,  in  denen  ^  ==  ß  oder  17  =  a  ist,  d.  h.  die  Ver- 
bindungscurven  der  Punkte,  in  denen  die  Polarisationsrichtungen  a^j  a^ 
parallel  und  senkrecht  zu  $  oder  parallel  und  senkrecht  zu  %  liegen.  Wir 
bezeichnen  jene  als  Hauptciirven  gleichen  Oangunterschiedes  und  diese  als 
Haupiisogyren.  Während  die  ersteren  Curven  ihrer  Lage  nach  unabhängig 
sind  von  der  Orientirung  der  Platte  gegen  Polarisator  und  Analysator  und 
nur  ihre  Lichtstärke  mit  dem  Winkel  ($  81)  ändern,  sind  die  letzteren  auch 
in  ihrer  Lage  mit  $  und  %  veränderlich. 

Die  beiden  Hauptisogyren,  welche  sich  wie  alle  übrigen  Curven  gleicher 
Polarisationsrichtung  in  den  Spuren  der  optischen  Axen  A,  Ä  kreuzen. 
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trennen  die  Gebiete  des  Gesichtsfeldes,  in  denen  die  Intensität  kleiner  oder 
grösser  ist  als  die  ursprüngliche.  Sie  fallen  xttsaminm,  wenn  die  Polarisations- 
ebenen ^  und  Ä  einander  parallel  sind  (/9  —  a  =  0)  oder  auf  einander  senk- 
recht stehen  (/?  —  «  =  90®);  dabei  reducirt  sich  in  dem  ersteren  Falle  der 
ganze  hellere,  in  dem  letzteren  Falle  der  ganze  dunklere  Haum  des  Gesichts- 
feldes auf  die  alsdann  allein  vorhandene  Hauptisogyre. 

Beachten  wir  noch,  dass  durch  die  Hauptcurven  gleichen  Gangunter- 
schiedes und  die  Hauptisogyren  das  Gesichtsfeld  in  krummlinig  begrenzte 
Felder  zerschnitten  wird,  so  dass  sich  in  jedem  Felde  eine  Stelle  befindet, 
wo  die  Intensität  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  erreicht,  je  nach  der 
Lage  der  Feldes  in  den  durch  die  Hauptisogyren  bestimmten  Grebieten. 
Dann  ist  ersichtlich,  dass  jede  dieser  ausgezeichneten  Stellen  umgeben  wird 
von  geschlossenen  Ourven  gleicher  Intensität,  deren  Gleichungen  in  (1)  ent- 
halten sind,  wenn  darin  A  als  constant,  f  und  rj  als  reränderlich  betrachtet 
werden. 

85.  Optisch  zwelaxige  Krystalle. 
Platten  senkrecht  zur  ersten  Mittellinie  ^3. 

Die  Curven  gleichen  Gangunterschiedes  besitzen,  wenn  der  Winkel  der 
optischen  Axen  hinreichend  klein  ist,  die  Gestalt  von  LemnisecUenj  deren 
Pole  in  den  Spuren  jener  Axen  li^en  (S,  460,  Fig,  253). 

In  der  Gleichung  der  Isogyrenfläche  wird,  wenn  die  Plattennormale  mit 
der  Axe  ^3  zusammenfallt:  g^  =  0,  ^3  =  0,  ^3  =  1,  pg  =  0.    Bezeichnet  man 
den  Winkel  {pX^)  mit  ^,  so  ist  p^^Gostj,  jj,  =  siniy,  und  die  Gleichung 
der  Isogyren  in  der  Austrittsflä<;he  (a%  ==  /)  lautet  jetzt: 
n.  Xj*  cos^  V  —  (cos*  Fcot  17  —  tan  r/j  x^x^  —  «3*  ==  l^  sin*  F. 

Demnach  ist  jede  Isogyre  (^  =  conöt.)  eine  durch  die  Spuren  der  optischen 
Axen  A,  Ä  (mit  den  Coordinaten  2:3  =  0,  a^  =  ±/tanF)  hindurchgehende 
Hyperbel.  Für  kleine  Winkel  der  optischen  Axen  kann  cos  F«  1,  sin  Fx=  tan  V 
gesetzt  werden;  unter  dieser  Voraussetzung  nehmen  die  Isogyren  die  Gestalt 
von  gleichseitigen  Hyperbeln  an: 

Xj*  —  2rCiX3Cot27;  —  iC3*  =  /*sin*F. 

In  allen  Punkten  einer  Hyperbel  liegen,  wie  man  leicht  sieht,  die  zusammen- 
gehörigen Polarisaüonsrichtungen  parallel  zu  den  durch  den  Mittelpunkt  des 
Lemniscatensystems  hindurchgehenden  Asymptoten.  Der  Winkel,  welchen 
eine  Hyperbel  in  der  Spur  einer  optischen  Axe  mit  der  Axe  X^  bildet,  ist 
gleich  2  7;,  denn  dx^fdx^  nimmt  färxjsaO  den  Werth  tan  2 17  an.  Hieraus 
folgt,  dass  die  beiden  Haupthyperbeln  (17  =  ß,  resp.  17  =  a),  deren  Asymptoten 
parallel  und  senkrecht  zu  ^,  resp.  parallel  und  senkrecht  zu  Ä  liegen,  in 
ihren  Schnittpunkten  A,  Ä  den  Winkel  2(/9— a)  =  2(^?I)  einschliessen. 

Stehen  Polarisator  und  Analysator  g^euxJt,  (^Ä)  =  90®>  so  müssen  die 
beiden  Haupthyperbeln  zusammenfallen  und  wie  die  Schaar  der  Haupt- 
lemniscaten,    auf    denen    der    Gangunterschied    eine    ganze   Anzahl    von 
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Wellenlängen  betragt,  vollkommen  dunkel  erscheinen.  Diesen  Fall  stellen 
die  Lichtdrucke  auf  Taf.  Y  dar.  Dreht  man  die  Platte  in  ihrer  Ebene,  so 
geht  die  Haupthjperbel  in  die  beiden  zu  X^^  und  ^2  p&raUelen  Geraden  über 
(«1  a:^  ==  0),  wenn  die  Ebene  der  optischen  Axen  die  Richtung  von  ^  oder 
von  8  annimmt  (Fig.  1,  2).  In  der  Stellung,  wo  die  Ebene  der  optischen 
Axen  den  Winkel  ($Ä)  halbirt,  liegt  die  Haupthyperbel  (a?!*  — a;j*  =  /»8in*F) 
symmetrisch  zu  der  Spur  X^  dieser  Ebene  (Fig.  5,  6). 

Platten  senkrecht  zur  Halbirungsgeraden  X^  des  stumpfen 
Winkels  der  optischen  Axen. 

DieCurven  gleichen  Gangunterschiedes  besitzen  in  der  Mitte  des  Gesichts- 
feldes angenähert  die  Gestalt  von  Hyperbeln,  die  sich  nur  wenig  von  gleich- 
seitigen Hyperbeln  unterscheiden,  um  so  weniger,  je  kleiner  der  Winkel  der 
optischen  Axen  ist;  denn  man  erhalt  aus  (3)  auf  S.  457  für  Fortpflanzungs- 
richtnngen,  die  unter  so  kleinen  Winkeln  r  gegen  X^  geneigt  sind,  dass 
man  sin'r  gegen  sin'r  vernachlässigen  kann: 

iCa»  -  a^«(l  +  sin«  F)  =  2  /»(^  -  cos«  v\ . 

Verfolgt  man  die  Gurven  in  denjenigen  Quadranten,  welche  die  Sichtung 
der  Axe  X^  enthalten,  so  beobachtet  man,  dass  in  grösserer  Entfernung  vom 
Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  Wendepunkte  auftreten;  von  hier  an  richten 
alsdann  diese  Gurven,  wie  die  in  den  beiden  anderen  Quadranten  gelegenen, 
ihre  concaven  Seiten  nach  den  Spuren  der  optischen  Axen  hin.  Diese 
Aenderung  der  Krümmung  ist  charakteristisch  gegenüber  dem  Verhalten 
einer  zur  Ebene  der  optischen  Axen  parallelen  Platte. 

Können  Linsensysteme  von  hinreichend  grosser  Apertur  am  Polarisations- 
apparate angebracht  werden,  so  gelingt  es,  die  Spuren  der  optischen  Axen 
selbst  im  Gesichtsfelde  zu  erblicken  und  dabei  zu  beobachten,  wie  sich  alle 
Gurven  gleichen  Gangunterschiedes  lemniscatenartig  um  diese  Spuren  an- 
ordnen. 

Ein  vorzügliches  Beispiel  bieten  die  leicht  herzustellenden  Spaltungs- 
platten des  Anhydrit  nach  (010)  dar,  die  man  in  dem  Mikroskop  Fig.  245 
im  Na-Lichte  der  Reihe  nach  mit  Objectiven  von  wachsender  Apertur  be- 
trachtet. Wie  aus  der  Tabelle  auf  S.  449  hervorgeht,  ist  die  num.  Ap. 
1,  4618  erforderlich,  damit  die  Spuren  der  optischen  Axen  am  Sande  des 
Gesichtsfeldes  erscheinen. 

Die  Isogyren  sind  Hyperbeln  wie  an  Platten  senkrecht  zur  ersten 
Mittellinie. 

Platten  parallel  zur  Ebene  der  optischen  Axen. 

In  einem  kleinen  Bereich  um  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  können 
die  Gurven  gleichen  Gangunterschiedes  unabhängig  von  der  Grösse  des  Winkels 
der  optischen  Axen  als  zwei  Schaaren  gleichseitiger  Hyperhein  angesehen 
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werden,  deren  reelle  Axen  mit  -Xg,  resp.  X^  zusammenfallen  (Taf.  VI,  Fig.  2); 
denn  aus  (2),  S*  457  folgt  mit  derselben  Annäherung  wie  in  dem  vorigen  Falle: 

^1        ^  i-sin*F 

Jede  Isogyre  ist  eine  Hyperbel.  Da  aber  hier  die  Orientirung  der 
Polarisationsrichtungen  innerhidb  des  Gesiohtsfeldes  nur  sehr  geringe  Aende- 
rungen  erßhrt,  so  tritt  bei  gekreuzten  Nicols  die  vollkommen  dunkle  Isogjre 
viel  weniger  deutlich  hervor,  als  an  den  soeben  betrachteten  Platten. 

Platten  senkrecht  zu  einer  optischen  Axe. 

Sind  die  Fortpflanzungsrichtungen  nur  wenig  gegen  die  optische  Axe 
geneigt,  so  erhalten  wir  nach  S.  460  for  die  Curven  gleichen  Oangunter- 
schiedes  eine  Schaar  concentrischer  Kre^a^^  deren  Durchmesser  sich  wie  die 
Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  verhalten  (Taf.  YI,  Fig.  1). 

Um  die  G^talt  der  Isogyren  zu  ermitteln  transformiren  wir  die  Gleichung 
der  Isogyrenfläche  auf  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  X^  F,  Z,  in 
welchem  Z  die  Bichtung  einer  optischen  Axe  besitzt,  während  X  in  die 
Ebene  der  optischen  Axen  fallt.  Bezeichnet  man  noch  den  Winkel  der 
Geraden  'p  gegen  X  mit  ^,  so  lautet  jetzt  die  Gleichung  der  Isogyren  in 
der  Austrittsfläche  der  Platte  («  »  Q, 

(xsin»?  —  ycos^)*y  —  2icot2  F(xsini7  —  y  cos  ly)  («  cos  17  +  ysin  17) 
—  Z*  («sin  217  — y  cos  2  37)  =  0. 

In  einem  hinreichend  kleinen  Bereich  um  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes 
können  die  höheren  Potenzen  von  o;,  y  g^en  diese  Grössen  selbst  vernach- 
lässigt werden;  dann  erhalten  wir  eine  einzige  gerade  Linie: 

X  sin  2  7;  —  y  cos  2 »;  =  0, 

welche  durch  die  Spur  der  optischen  Axe  hindurchgeht  und  g^n  X  unter 
dem  Winkel  2  7;  geneigt  ist.  Hieraus  folgt,  dass  die  zwischen  gekreuzten 
Nicols  auftretende,  vollkommen  dunkle  Isogyre  (Taf.  VI,  Fig.  1)  in  erster 
Annäherung  als  geradlinig  angesehen  werden  kann.  Die  Winkel  zwischen 
diesen  Geraden  und  der  Spur  X  der  Ebene  der  optischen  Axen  werden  in 
jeder  Stellung  der  Platte  halbirt  durch  die  Polarisationsebenen  $  und  9, 
da  {^X)^v,  {XV)=90^''V'  Daher  wird  bei  einer  Drehung  der  Platte  in 
ihrer  Ebene  die  Isogyre  sich  gleichschnell  in  entgegengesetzter  Bichtung  drehen. 
Vergleicht  man  dieses  Ergebniss  mit  dem  auf  S.  480—481  gewonnenen, 
so  ersieht  man,  dass  die  eben  beschriebenen  Erscheinungen  schon  an  Platten 
senkrecht  zur  ersten  Mittellinie  verfolgt  werden  können,  faUs  der  Winkel  der 
optischen  Axen  hinreichend  klein  ist. 

86.    Optiseh  einaxige  Krystalle. 

Bildet    die   Plattennormale    mit   der   optischen   Axe   einen    Winkel 
jti  <  arc  tan  y2  oder  fj,  <  54^  44',   so  sind  die  Curven  gleichen  Gangunter- 
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schiedes,  welche  stets  symmetrisch  zum  Hauptschnitt  der  Platte  angeordnet 
sind,  concentrische  Eüipsen,  deren  Mittelpunkt  jenseits  der  Spur  der  optischen 
Axe  üegt  (Taf.  H,  Pig.  5,  6).  Pur  ju  =  54«  44'  erhält  man  Parabeln  (Taf.  m, 
Fig.  1).  Ist  II  >  54«  44',  so  bilden  jene  Curven  concentrische  Hyperbeln, 
deren  Mittelpimkt  jenseits  der  Spur  der  im  Hauptschnitt  der  Platte  ge- 
legenen Normale  der  optischen  Aie  liegt  (Taf.  IH,  Fig.  2,  3,  4). 

Um  diesen  Satz  nachzaweiBen,  beziehen  wir  die  OberflAchen  gleichen  Gangunter- 
schiedes (8.  457): 

cosr  ^ 

auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  X,  F,  Z,  dessen  Z-Aze  die  Plattennormale 
ist  und  dessen  X-Axe  in  den  Hauptschnitt  der  Platte  fällt  Die  Fortpflanzangsrichtung 
Q  bildet  mit  Z  den  Winkel  <p.  Das  Azimut  der  Ebene  QZ  in  Bezug  auf  den  Haupt- 
schnitt sd  bezeichnet  mit  &,    Dann  ist: 

cos  ^  B  cos  ju  cos  r  +  sin  ^  sin  r  cos  ^ 
folglich: 

sin*  qt  =  sin*  fi  +  cos*  fi  sin'  r  —  sin*  fi  sin*  r  cos*  ^  —  sin  2^  sin  r  cos  r  cos  &, 

Vemachlfissigen  wir,  indem  wir  uns  auf  den  centralen  Bereich  des  Gesichtsfeldes  be- 
schrftnken,  sin*r  gegen  8in*r,  so  können  wir  cos«*  durch  1  — |sin*r  und  1/cosr 
durch  1  +  i  Bin*r  ersetzen.    Alsdann  wird: 

^  «  sin*  fi  +  cos*  fi  sin*  r  —  sin*  fi  sin*  r  cos*  ^~sin2/iisin«'00S^  +  i  sin*  fi  sin*  r. 

Ftlr  die  Coordinaten  x,  y  der  Spur  von  Q  in  der  Austrittsfläche  (z  ss  l)  erhalten  wir, 
wenn  tanr  durch  sinr  ersetzt  wird: 

X  SS  IsmreoB&j      y  » /sinr  sin ^. 

Demnach  ergiebt  sich  folgende  Gleichung  der  Schniäcurven  der  Oberflächen  gleichen 
Gangunterschiedes  mit  der  Austriüsfläche: 

-^ ^  =  (cos* |i  —  i  sin*  fi) ar*  +  (cos* |i  +  i  sin*  ft)y*  ^  l sm2  fix. 

Die  beiden  Hanptisogyren  werden  för  hinreichend  kleine  Werthe  des 
Winkels  ju  gebildet  von  den  beiden  Paaren  von  Geraden,  welche  parallel  nnd 
senkrecht  zn  der  Polarisationsebene  $,  resp.  zn  der  Polarisationsebene  9[ 
liegen  und  durch  die  Spur  der  optischen  Axe  hindurchgehen.  Daher  erblickt 
man  zwischen  gekreuzten  Nicols  ein  dunkles  Kreuz,  dessen  Arme  mit  $ 
und  9  parallel  laufen  und  sich  im  Centrum  der  Gurren  gleichen  Gangunter- 
schiedes schneiden  (Taf.  11,  Fig.  5,  6). 

Transformirt  man  nämlich  die  Gleichung  der  Isogyrenfläche  (I,  S.  479)  auf  das 
Axensystem  Xy  T,  Z,  so  werden  in  der  Umgebung  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  die 
Isogyren  dargestellt  durch: 

I  x  —  ycotrf  +  l tan |4  =  0 

I  «  +  y  tani;  +  l  tan  ju  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  soeben  ausgesprochene  Satz. 

31* 
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Platten  senkrecht  zur  optischen  Axe  0*  =  0). 

Die  Curven  gleichen  Gangnnterschiedes  sind  concentrische  Kreise  (Taf.  II, 
Fig.  1-4): 

x^  +  y^' 


IT 


Die  Radien  der  Hauptkreise,  auf  denen  der  Grangunterschied  eine  ganze 
Anzahl  von  Wellenlängen  betragt  (r=  nk),  verhalten  sich  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe.  Für  verschiedene 
Wellenlängen  verhalten  sich  die  Badien  der  zu  derselben  Zahl  gehörigen 
Hauptkreise  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Wellenlängen;  daher  sind  im 
rothen  Lichte  die  Radien  grösser  als  im  blauen  Lichte.  An  verschieden 
dicken  Platten  desselben  ErjstaUs  verhalten  sich  die  Winkelhalbmesser 
correspondirender  Hauptkreise  wie  die  reciproken  Werthe  der  Quadratwurzeln 
aus  den  Dicken.  Bei  gleichdicken  Platten  verschiedener  Substanzen  sind  die 
Radien  correspondirender  Hauptkreise  umgekehrt  proportional  der  Grosse  VF; 
demnach  sind  die  Hauptkreise  um  so  enger,  je  stärker  die  Doppelbrechung  ist. 
Die  Hauptisogyren  bestehen  aus  den  beiden,  durch  den  Mittelpunkt 
des  Gesichtsfeldes  laufenden  Paaren  von  Geraden,  welche  parallel  und  senk- 
recht zu  der  Polarisationsebene  ^,  resp.  parallel  und  senkrecht  zu  der  Polari- 
sationsebene 8  liegen.  Dieser  Fall  wird  durch  Taf.  n,  Fig.  8  veranschau- 
licht, wo  (^  8)  =  45®  gewählt  ist.  Die  Hauptisogyren  fallen  zusammen  und 
bilden  ein  dunkles  resp.  ein  helles  Kreuz,  je  nachdem  (^  Ä)  =  90**  (Taf.  n, 

Fig.  1,  2)  oder  =  0  ist  (Taf.  H,  Rg.  4). 

Sind  Polarisator  und  Analysator  in  ge- 
kreuzter oder  in  paralleler  Stellung,  so  werden 
die  Curven  gleicher  Intensität  in  Polarcoordi- 
naten  dargestellt  durch: 

A;*  =  a*sin*2v/sin*i?, 

worin  R^nVjX  gesetzt  ist  und  *  eine  Con- 
stante  bedeutet.  Aus  der  Discussion  dieser 
Gleichung  ergeben  sich  folgende  Sätze.  ^  Für 
einen  gegebenen  Werth  von  k  besteht  die 
Gurve  aus  unendlich  vielen  geschlossenen 
Ovalen.  Fig.  263  veranschaulicht  die  ersten 
und  die  zweiten  Ovale  für  neun  Curven 
gleicher  Intensität;  vgl.  Taf.  n,  Fig.  1,  2  und  4.  Während  die  in  die  Nähe 
des  Mittelpunktes  des  Gesichtsfeldes  heranreichende  Curve  sich  einer  gleich- 

^  Diese  von  R.  T.  Glazbbsook  (Proc.  Oambridge  Phil.  Soc.  4,  299,  1883)  und 
C.  Spubgb  (ibid.  5,  74,  1885;  Trans.  Cambridge  Phil.  Soc.  14,  68,  PL  2,  1885)  ent- 
wickelten Theoreme  sind  zum  Theil  specielle  Fälle  der  von  E.  Lomhbl  (Pogg.  Ann. 
120,  69,  1863)  abgeleiteten  Sätze  über  die  analogen  Eigenschaften  der  Interferensbilder 
an  Platten  optisch  zweiaxiger  Erystalle,  die  zur  ersten  Mittellinie  senkrecht  stehen 
(vgl.  E.  LoMMEL,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  89,  258,  1890). 


Fig.  263. 
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seitigen  Hyperbel  nähert,  treten  in  der  Begrenzung  der  vom  Centnun  ent- 
fernten Ovale  nahezu  Stücke  von  concentrischen  Kreisbogen  auf.  Alle  Ovale 
gleicher  Intensität  berühren  zwei  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Geraden 
und  besitzen  denselben  Flächeninhalt. 

Platten  parallel  zur  optischen  Axe  [ßi  =  90^. 

Wie  bei  den  zur  Ebene  der  optischen  Axen  parallelen  Platten  optisch 
zweiaxiger  Erystalle  sind  auch  hier  die  Curven  gleichen  Gangunterschiedes 
in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  gleichseiäge  canoenirisehe  Hyperbeln,  deren 
Mittelpunkt  in  das  Bildcentrum  fallt  (Taf.  III,  Fig.  5). 

87.  Benutzt  man  zur  Beleuchtung  des  Polarisationsapparates  weisses 
Licht,  so  entstehen  farbige  Interferenzbilder. 

In  einem  optisch  einaxigen  Erystall  ist  die  Richtung  der  optischen  Axe 
von  der  Wellenlänge  unabhängig.  Daher  liegen  correspondirende  Oberflächen 
gleichen  Gangunterschiedes  ^  auf  denen  der  Gangunterschied  dasselbe  Viel- 
fache der  zugehörigen  Wellenlängen  ist,  vollständig  getrennt  Hierauf  be- 
ruht esy  dass  in  dem  Gesichtsfelde  alle  Punkte  einer  Curve  gleichen  Gang- 
unterschiedes auch  mit  gleichen  Interferenzfarben  erscheinen.  Durchschreiten 
wir,  von  der  Spur  der  optischen  Axe  ausgehend,  die  Beihe  der  isochroma- 
tischen Curven  im  Sinne  wachsender  Gangunterschiede,  so  durchlaufen  die 
Farben  derselben  die  Newton'sche  Scala.  Mit  dem  Auftreten  des  Weiss 
der  höheren  Ordnungen  verschwindet  die  Erscheinung  der  isochromatischen 
Curven.  Denmach  muss  eine  Platte,  die  zur  Beobachtung  dieser  Curven 
dienen  soll,  um  so  dünner  sein,  je  grösser  der  Winkel  fi  der  Plattennormale 
gegen  die  optische  Axe  ist. 

Die  isochromatischen  Curven  liegen  stets  symmetrisch  zum  Hauptschnitte 
^  der  Platte.  Damit  aber  das  ganze  Interferenzbild  üi  dieser  Weise  mono- 
symmetrisch  angeordnet  sei,  muss  die  Platte  in  ihrer  Ebene  so  gedreht  werden, 
dass  ^  einen  der  beiden  Winkel  zwischen  den  Polarisationsebenen  ^  und  Sl 
halbirt.  In  dem  besonderen  Falle  gekreuzter  Nicols,  ($?l)=90®,  erscheint  das 
InterferenzbUd  ausser  in  den  Diagonalstellungen  der  Platte,  ($$)=»  ($90 
s45^,  auch  noch  in  den  Normalstellungen,  wo  der  Hauptschnitt  parallel  zu  ^ 
oder  %[  läuft^  monosymmetrisch.  Das  Interferenzbild  einer  zur  optischen  Axe 
parallelen  Platte  ist  zwischen  gekreuzten  Nicols  in  den  Normalstellungen  und 
in  den  DiagonalsteUungen  disymmetrisoh  in  Bezug  auf  die  Spuren  des  Haupt- 
schnittes und  der  zur  optischen  Axe  senkrechten  Ebene.  Die  von  einer  zur 
optischen  Axe  senkrechten  Platte  hervorgerufene  Interferenzerscheinung  ist 
zwischen  gekreuzten  Nicols  tetrasymmetrisch  nach  den  Spuren  von  ^,  Sl  und 
den  Halbirungsgeraden  der  Winkel  zwischen  diesen  Spuren.  Hieraus  geht 
hervor,  dass  die  Interferenzbilder  einaxiger  Eiystalle  im  homogenen  und  im 
weissen  Lichte  übereinstimmende  Synunetrie  darbieten  (Taf.  II,  ni). 

An  Platten  xweioidger  EiystaUe  sind  von  hervorragendem  Interesse  die 
durch  die  Dispersion  der  optischen  Axen  und  der  optischen  Symmetrieaxen 
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heryorgerafenen  Eischeinnngen,  welohe  yortrefflich  geeignet  sind  rhombische, 
monokline  und  trikline  Eiystalle  von  einander  zu  unterscheiden. 

Rhombische  Erystalle.  Da  die  Richtungen  der  optischen  Sjmmetrie- 
axen  fax  alle  Lichtgattungen  mit  den  Richtungen  der  krystallographischoi 
Axen  zusanmienfallen  (S.  300),  so  können  sich  mit  der  Wellenlänge  nur  der 
Winkel  der  optischen  Axen  (S.  320)  und  die  Anordnung  der  Symmetrie- 
axen  (S.  358)  ändern.  In  der  überwiegenden  Mehrzahl  rhombischer  Sjystalle 
besitzt  nicht  nur  die  erste  Mittellinie,  sondern  auch  die  Ebene  der  optischen 
Axen  eine  von  der  Wellenlänge  unabhängige  kiystallographische  Lage. 

Das  Interferenzbild  einer  zur  ersten  Mittellinie  senlörechten  Phitte  ist 
stets  centrisch  synunetrisch  und  ausserdem  zwischen  gekreuzten  Nicols  in 
der  Normalstellung  der  Platte,  wo  die  Ebene  (£  der  optischen  Axen  mit  $ 
oder  %  zusanmienfallt,  und  in  der  Diagonalstellung,  wo  (S  den  Winkel  ($9) 
halbirt,  disymmetrisch  nach  den  Richtungen  der  beiden  zur  Platte  parallelen 
optischen  Symmetrieaxen.  Da  sich  die  Spuren  der  optischen  Axen  mit  der 
Wellenlänge  ändern,  so  können  correspondirende  Curven  gleichen  Gang- 
unterschiedes, welche  Terschiedenen  Wellenlängen  entsprechen,  zum  Durch- 
schnitt gelangen;  dieses  Verhalten  bedingt  in  der  Anordnung  der  Interferenz- 
farben eine  Abweichung  von  der  Newton'schen  Scala,^  die  um  so  mehr 
hervortreten  muss,  je  stärker  die  Dispersion  der  optischen  Axen  ist  (Taf.  IX, 
Fig.  5,  6). 

Mit  den  Spuren  der  optischen  Axen  ändert  sich  auch  die  Lage  der 
Hauptisogyren.  Im  weissen  Lichte  bildet  die  Schaar  dieser  Curven  in  allen 
Stellungen  der  Platte  mit  Ausnahme  der  Normalstellung  ein  Büschel  farbiger 
Hyperbeln  oder  wenigstens  eine  &rbig  umsäumte  dunkle  HyperbeL  Die 
Beobachtung  der  Yertheilung  dieser  Interferenzfarben  gestattet  einen  Schluss 
auf  die  Dispersion  der  optischen  Axen:  je  nachdem  in  der  Diagonalstellung 
der  Platte  auf  der  convexen,  dem  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  am  nächsten 
liegenden  Seite  der  Hyperbel  eine  rothe  oder  eine  blaue  Interferenz&rbe 
auftritt,  ist  der  Winkel  der  optischen  Axen  für  rothes  Licht  grösser  oder 
kleiner  als  der  für  blaues  Licht. 

Monokline  Erystalle.  Da  alle  Eiystalle  des  monoklinen  Systems  in 
ihrem  optischen  Verhalten  denselben  Grad  von  Symmetrie  besitzen,  so  können 
wir  in  der  folgenden  Erläuterung  an  holoedrische  Erystalle  anknüpfen.  Für 
jede  Wellenlänge  fällt  eine  optische  Synunetrieaxe  mit  der  geometrischen 
Symmetrieaxe  <r  und  eine  optische  Synunetrieebene  mit  der  geometrischen 
Symmetrieebene  @  zusammen.  Daraus  folgt,  wie  F.  E.  Neumann*  erkannt 
hat,  dass  mit  Bezug  auf  die  Orientirung  der  ersten  Mittellinie  und  der  Ebene 
der  optischen  Axen  drei  Falle  möglich  sind. 

A.  Fällt  die  Ebene  (E  der  optischen  Axen  für  alle  Lichtgattungen  in 
die  Symmetrieebene  @,   so  ändert  sich  mit  der  Wellenlänge  ausser  dem 


^  J.  Hbbschel,  Phil.  Trans.  E.  S.  London.  1S20,  45. 
"  F.  E.  Nbümakn,  Pogg.  Ann.  35,  381,  1885. 


Weisses  LiohL 


487 


Winkel  der  optischen  Axen  auch  die  Lage  der  ersten  und  der  zweiten  Mittel- 
linie. Das  Interferenzbüd  einer  Platte,  die  auf  irgend  einer  der  ersten 
Mittellinien  senkrecht  steht,  kann  im  weissen  Lichte  zwischen  gekreuzten 
Nicols  in  der  Normalstellung  oder  in  der  Diagonalstellnng  nur  noch  mono- 
symmetrisch  sein  nach  der  Spur  der  Ebene  (E.  Diese  geneigte  Dispersion  (dis- 
persion  inclin^  nach  Des  Cloizeaüx)  wurde  von  Nösbembebg  am  Gyps 
entdeckt.  ^  In  der  schematischen  Fig.  264  bedeuten  R,  V  die  ersten  Mittel- 
linien für  rothes  und  violettes  Licht,  rr  und  vv  die  optischen  Axen  für 
diese  Lichtsorten. 


Fig.  264. 


Fig.  265. 


Fig.  266. 


B^.  Steht  die  Ebene  der  optischen  Axen  für  alle  Lichtgattungen  auf  der 
Symmetrieebene  @  senkrecht  und  fallen  die  ersten  Mittellinien  in  diese 
Ebenen,  so  hangt  ausser  dem  Winkel  der  optischen  Axen  noch  die  Lage 
der  ersten  Mittellinie  iu  der  Ebene  ®  von  der  Wellenlänge  ab,  während  die 
zweite  MitteUinie  stets  die  Bichtung  der  Axe  a  behält  (Fig.  265).  Eine 
Platte,  die  auf  irgend  einer  der  ersten  Mittellinien  senkrecht  steht,  wird  ein 
Interferenzbild  erzeugen,  welcheö  unter  den  in  A.  angegebenen  Voraus- 
setzungen monosymmeirisch  ist  nach  der  auf  den  Ebenen  der  optischen  Axen 
senkrechten  Spur  der  Ebene  @.  Diese  Iiorixontale  Dispersion  (dispersion 
horizontale  nach  Des  Cloizbaux)  wurde  von  F.  E.  Neumaiin  am  Adular 
entdeckt.' 

B,.  Endlich  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  erste  MitteUinie  far  alle 
Lichtgattungen  mit  der  Symmetrieaxe  a  zusammenfallt  (Fig.  266).  Alsdann 
ändert  sich  mit  der  Wellenlange  ausser  dem  Winkel  der  optischen  Axen 
noch  die  Lage  der  zweiten  Mittellinie  in  der  Ebene  @.  Daher  liefert  eine 
zu  dieser  Ebene  parallele  Platte  ein  cenirisch  symmstrisohes  Interferenzbild. 
Diese  gekreuzte  Dispersion  (dispersion  crois^e  ou  tournante  nach  Des  Cloizbaux) 


1  F.  K  Nbumann,  Pogg.  Ann.  35,  81,  1885.  —  Später  hat  V.  von  Lang  (Sitzungs- 
berichte Wien.  Akad.  76  (2),  793,  1877)  nachgewiesen,  dass  die  geneigte  Dispersion 
der  optischen  Symmetrieazen  im  Gyps  anormal  ist,  und  dass  gleichzeitig  der  Winkel 
der  optischen  i^en  für  die  Fraunhofer*sche  Linie  D  ein  Maximum  erreicht. 

*  F.  E.  Nbumann,  Pogg.  Ann.  85,  205,  1835. 
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wurde  gleichzeitig  Ton  J.  Hebschel^  nnd  Ton  Nöbbembebg^  am  Borax  auf- 
gefunden. 

Trikline  Krystalle.  Die  Interferenzbilder  zeigen  bei  jeder  Orien- 
tirung  der  Platte  eine  völlig  unsymmetrische  Vertheilung  der  Farben. 

88,  Bestimmung  des  Winkels  der  optischen  Axen.  —  Soll  an  einer  znr 
ersten  Mittellinie  senkrechten  Platte  der  scheinbare  Winkel  der  optischen 
Aien  AB,  AB'  (Fig.  239,  S.  449)  mit  Hülfe  eines  Polarisationsapparates 
für  conyergentes  Licht  gemessen  werden,  so  bieten  sich  zwei  Wege  dar. 

Die  erste  Methode  erfordert  einen  hinreichend  grossen  Abstand  des 
Objectivs  von  dem  Condensor,  um  einen  zur  Aie  %  des  Apparates  senkrechten 
Eiystalltrager  i  einschalten  zu  können,  der  mit  einem  seitlich  angebrachten, 
zur  Axe  x  parallelen  Theilkreise  k  verbunden  ist.  Die  Richtung  %  sei  durch 
den  Mittelpunkt  eines  Fadenkreuzes  ff  in  der  Weise  bestimmt,  dass  der 
Faden  f  zur  Ebene  des  Theilkreises  parallel  läuft  Die  Polarisationsebenen 
$,  %  seien  unter  45®  gegen  /",  f  geneigt.  Bringt  man  jetzt  die  von  /  ge- 
haltene Platte  in  die  Lage,  dass  die  Ebene  ihrer  optischen  Axen  parallel  l 
ist,  so  werden  bei  der  Drehung  von  t  die  Spuren  dieser  Aien  im  Gesichts- 
felde sich  auf  dem  Faden  f  bewegen  und  nach  einander  auf  den  Mittelpunkt 


Fig.  267. 


Fig.  268. 


Fig.  269.  ^ 

des  Fadenkreuzes  eingestellt  werden  können  (Fig.  267).  Die  Differenz  der 
Ablesungen  an  dem  Theilkreise  in  diesen  beiden  Stellungen  giebt  den  ge- 
suchten Winkel  {AB,  ÄB\  Je  nachdem  sich  die  Platte  in  Luft  oder  in 
einer  Flüssigkeit  befindet  (Fig.  268, 269),  bezeichnet  man  nach  Dbs  Cloizeaüx 
diesen  Winkel  mit  2Ea  oder  2Ba>    Alsdann  ist: 

sin  F  =»  ~  sin  ^a  =  —  sin  JJ«, 

falls  n  den  Brechungsindex  der  Flüssigkeit  bedeutet. 

'  J.  Hbbsohel,  Corresp.  math.  et  phjs.  de  Tobs.  de  Brnzelles.  7,  77,  18S9;  Pogg. 
Ann.  26,  808,  1832. 

»  NöBBBMBEBo,  Pogg.  Ann.  26,  809,  1882;  85,  880, 1885.  —  F.  E.  Neümahk,  Pogg. 
Ann.  35,  84,  1885. 
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Steht  eine  hinreichend  grosse  Krjstallplatte  cor  Verfügung,  so  kann  man  zur 
Bestimmung  des  Winkels  2U^  mit  Vortheil  ein  fieflexionsgoniometer  (Fig.  198,  196) 
benutzen,  an  welchem  vor  dem  Collimator  und  hinter  dem  Ocular  NicoPsche  Prismen 
angebracht  sind.^ 

Kleinere  Platten  bringt  man  in  einen  Axenwinkelapparat,  Fig.  270  stellt  den 
einfacheren  der  beiden  von  R.  Fubss  construirten  Apparate  dar.  Die  optischen  Theile 
desselben  sind  dem  auf  S.  451  beschriebenen  Polarisationsapparate  (Fig.  241)  entlehnt 
Der  von  den  Säulen  /S,  8'  getragene  Theilkreis  K  fährt  in  einer  centralen  Durch- 
bohrung die  Axe  B,  welcl^  mit  Hülfe  des  Armes  D  gedreht  werden  kann.  An  einem 
zu  D  senkrecht  stehenden  Arme  sitzen  zwei  Nonien,  welche  Minuten  angeben.    In  B 


Fig.  270. 

befindet  sich  eine  zweite  Aze  E,  an  welche  der  Krystallträger  geschraubt  wird.  Der- 
selbe besteht  aus  der  Scheibe  F,  in  der  eine  Platte/  verschoben  werden  kann.  Die 
centrale  Durchbohrung  von  /  nimmt  den  vertical  verschiebbaren  Stab  Q  auf,  an 
welchem  der  Petzval'sche  Träger  H  mit  der  Pincette  P  sitzt ' 

Dem  zu  genaueren  Messungen  bestimmten  Azenwinkelapparate '  (Fig.  271)  sind 
zwei  Beleuchtungsvorrichtungen  beigegeben.  Die  eine  derselben  dient,  wie  die  ent- 
sprechende Vorrichtung  der  gewöhnlichen  Polarisationsapparate  zu  Beobachtungen  im 
Lichte  einfarbiger  Flammen  oder  im  weissen  Lichte.  Die  andere  enthält  ein  Spektro- 
skop, dessen  Combination  mit  dem  Azenwinkelapparate  die  Messung  des  scheinbaren 
Winkels  der  optischen  Axen  für  Licht  von  bestimmter  Wellenlänge  nach  der  von 
G.  KiBCHHOFF  angegebenen  Methode^  gestattet    In  Fig.  271  bedeuten  C  das  mit  einem 

1  F.  E.  Nbumahk,  Pogg.  Ann.  85,  85,  1835. 

*  A.  Dbs  Cloizbaxtz,  Ann.  des  mines  (6)  6,  572,  1864;  Pogg.  Ann.  126 ,  403, 
1865.  —  V.  VON  Lang,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  45  (2),  587,  1862;  55  (2),  545,  1867; 
Rep.  d.  Exp.-Phys.  8,  201, 1867.  -  P.  Groth,  Pogg.  Ann.  144,  49, 1871.  —  Th.  Libbisch, 
Ber.  flb.  d.  wiss.  Instr.  etc.  845. 

*  Th.  Libbisch,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1885,  1,  180. 

*  G.  KntCHHOFF,  Pogg.  Ann.  108,  567,  1859;  Gresammelte  Abb.  Leipzig  1882, 
577.  —  V.  VON  Lano,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  76  (2),  805,  1877.    Zeitschr.  f.  Kryst 
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geradlinigen  Spalt  yenehene  CoUimatorrohr,  e  die  8chraabe,  dnrch  welche  die  Spak- 
weite  regulirt  wird,  B  das  Prisma  und  D  das  Fenmte  des  Spektroekops.  Die  ganze 
Vorrichtong  kann  durch  den  Trieb  d  bewegt  werden.  Um  eine  bestimmte  Stelle  des 
Spektrums  mit  dem  yerticalen  Faden  des  Beobachtungsfemrohres  jP  zur  Deckung  n 
bringen,  wird  das  mit  dem  Collimator  C  fest  yerfoundene  Prisma  durch  die  Mikro- 
meterschraube T  gedreht  Da  die  Trommel  von  T  getheüt  ist,  so  kann  der  Apparat, 
nachdem  er  einmal  flbr  bestimmte  Linien  des  Spektrums  justirt  ist,  mit  beliebigen 


Fig.  271. 


Lichtquellen  beleuchtet  werden.  Das  Femrohr  2>  besitzt  zwei  Oculare,  um  mehr  oder 
minder  stark  convergentes  Licht  zu  erzeugen;  dementsprechend  sind  zwei  Beobachtungs- 
femrohre  F  beigegeben.  Das  auf  der  Säule  B  ruhende  GoUimatorrohr  JE  mit  einem 
Fadenkreuzsignal  dient  zur  Justu-ung  der  Krystallplatten  und  zur  Messung  der  Neigong 
der  Plattennormale   gegen   die   Richtung  einer  optischen  Axe.    In  den  CjUnder  S, 


2,  492,  1878. 
5,  564,  1886. 


H.  Dtjfet,  Bull.  soc.  fran9.  de  min.  9,  276,  1886;  Joura.  de  phys-  (2) 
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welcher  mit  Hülfe  der  Schraube  n  gehoben  oder  gesenkt  werden  kann,  wird  der  TrSger 
eines  Geftssee  rar  Aufnahme  einer  Flüssigkeit  oder  ein  Erhitrangsapparat  eingesetzt 
An  dem  Theilkreise  /  können  direct  halbe  Minuten  abgelesen  werden.  Der  Krjstall- 
träger  besteht,  wie  der  Centrir-  und  Justirkopf  der  Beflezionsgoniometer  (Fig.  198, 196), 
auB  swei  ebenen  Schlitten  und  zwei  Cjlinderschlitten.  Die  Einstellung  der  EiTstall- 
platte  wird  wesentlich  erleichtert  durch  eine  Pincette  a,  welche  eine  bequeme  Drehung 
der  Platte  in  ihrer  Ebene  gestattet 

Eine  zweite,  an  dem  Mikroskop  Fig.  245  durchzuführende  Messungsmethode  gründet 
sich  auf  das  von  E.  Abbb^  1878  angegebene  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Spur  p' 
einer  Welle  W  in  der  hinteren  Brennebene  des  ObjectivsTstems  8'  (Fig.  248).  Eine 
zur  ersten  Mittellinie  senkrechte  Platte  befinde  sich  aiüF  dem  Objecttuche  in  der  Stellung, 
dass  die  Bichtung  der  Mittellinie  mit  der  Aze  des  Bükroskops  zusammenfällt  Dann 
gelten  die  Belationen  (S.  477): 

.    „      1   O'p  .    ^      1   O'p 

Demnach  ist  zur  Berechnung  von  £  resp.  V  die  Kenntniss  der  Aequiyalentbrennweite 
f  des  Objectivsjstems,  des  Brechungsindez  n  resp.  a,  und  des  Abstandes  O'p  er- 
forderlich. /  kann  direct  gemessen'  oder  indirect  aus  bekannten  Werthsystemen 
JSj  n,  Cyp  resp.  F,  oj,  O'p  berechnet  werden.  Zur  Messung  von  O'p'  wird  das  Hülfs- 
mikroskop  mit  einem  Ocularschraubenmikrometer  versehen.' 

Soll  dieses  Verfahren  nicht  nur  angenäherte,  sondern  möglichst  genaue  Werthe 
ftir  J?  und  V  liefern,  so  ergiebt  sich  aus  der  ABBE*schen  Theorie  optischer  Instrumente, 
dass  vor  Allem  das  Objectivsystem  S'  in  Bezug  auf  zwei  seiner  Aze  angehörende 
Punkte  aplanatisch,  oder,  wenn  Messungen  für  verschiedene  Wellenlängen  auszuführen 
sind,  apochromatisch  sein  muss.  Femer  müssen  die  Strahlen,  welche  die  Spur  p  er- 
zeugen, vor  der  Brechung  in  8'  nahe  am  ersten  aplanatischen  Punkte  die  Aze  ge- 
schnitten haben;  um  dieser  Bedingung  zu  gentigen,  wird  in  der  hinteren  Brennebene 
des  Hülfsobjectivs  ein  geeignetes  Diaphragma  angebracht  Endlich  ist  darauf  zu  achten, 
dass  die  Messung  des  Abstandes  der  Spuren  der  optischen  Azen  genau  in  der  hinteren 
Brennebene  des  Objectivsjstems  8'  erfolge. 

89.  Die  Beobachtang  des  Austritts  der  optischen  Axen  auf  Flächen, 
welche  zur  Ebene  der  optischen  Axen  Äj  Ä  senkrecht  stehen,  kann  man 
benutzen  zur  ErmiMdung  des  wahren  Winkels  der  optischen  Axen  [Ä  ul')  =  2  F 
und  des  m/itüeren  Haupd)reohungsindex  a^' 

Es  seien  Nj  N'  die  Normalen  zweier  Flächen  ä,  ä'  aus  der  Zone  der 
optischen  Sjmmetrieaxe  X^,  deren  Winkel  gegen  die  Halbirungsgerade  X, 
des  Winkels  2  V  bekannt  sind: 

Auf  h  trete  die  Axe  A,  auf  V  die  Axe  A'  aus:  die  Richtungen  dieser  Axen 
nach  dem  Austritt  seien  bezeichnet  mit  B,  B\    Setzen  wir: 
(NA)^r,    {N'A')^r%    (NB)^i,   {N'B')^i'   (X,B)  ^  e,    {X,B')^e\ 


*  Vgl.  die  auf  S.  448  citirten  Abhandlungen. 

*  Die  Methoden  zur  Messung  von/  sind  ausführlich  beschrieben  in:  L.  Dippxl, 
Das  Mikroskop.    2.  Aufl.    Braunschweig.    1,  829—339,  1882. 

'  Ohne  die  AssB^sche  Theorie  optischer  Instrumente  und  die  darauf  beruhenden 
Messungsmethoden  zu  kennen  hat  £.  Mallabo  gefunden,  dass  der  Abstand  Op  dem 
Werthe  von  sin  £  proportional  ist  (Bull.  soc.  min.  de  France  5,  77,  1882). 
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80  bestehen  die  Belationen: 

.^.  sint        sint" 

(1)  CC^  =  -: =3  -; i 

(2)  (?  =  r+F«f  +  6,     (?'=r'+F«»'+e, 

falls  A  zwischen  JV^  und  X,,  Ä  zwischen  JV^'  nnd  X^  liegt.  Wir  haben  also 
sechs  Gleichungen  zwischen  zehn  Grössen,  Ton  denen  qj  q,  «,  i'  gemessen 
werden  können.  Eliminiren  wir  aus  (1)  und  (2)  die  Winkel  r,  r ,  e,  e  und 
den  Index  a^,  so  ergiebt  sich  eine  von  H.  de  Senabmont^  aufgestellte 
Gleichung  zur  Berechnung  von  V: 

w        "*"^    2  /  2     teaHiq-q-e+e)  2     tan  i  (»-»') 

Alsdann  folgen  aber  sofort  aus  (2)  die  Werthe  von  r,  r  und  aus  (1)  der 
Werth  von  a^. 

Liegt  N  zwischen  X^  und  Ä,  Ä  zwischen  X^  und  JT,  so  wird: 

g«— r+  F  =  --i  +  6,     ^'«/+  F=»"+e, 

Von  hervorragender  praktischer  Bedeutung  sind  die  folgenden  durch  Synimetrie- 
eigenschaften  ausgezeichneten  speciellen  Fälle. 

a.  Steht  h  auf  der  Symmetrieaze  X^  senkrecht,  so  ist  ^  ==  0,  also: 


tanf|:-F)--tan|:,*?^±fe4;i. 
V2  ]  2tan|(t+») 


Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  ein  KiystaU  des  rhombischen  Systems  in  seiner  Begrensong 
das  zur  ersten  Mittellinie  senkrechte  Flächenpaar  nnd  ausserdem  ein  auf  der  Ebene 
der  optischen  Aza  senkrecht  stehendes  Prisma  darbietet,  derart,  dass  die  optischen 
Azen  durch  jenes  Flächenpaar  unter  dem  Winkel  2  i  und  durch  die  beiden  Flächen- 
paare des  Prismas  unter  dem  Winkel  2  {q^  i')  austreten  können. 

b.  Steht  A  auf  der  ersten  Mittellinie  2!^  und  h'  auf  der  zweiten  MitteUinie  X^ 
senkrecht,  so  ist  q^O,  q'^  90^,  folglich: 

.      ^      sin  • 
tanF»  — — J7- 
sm» 

Unter  den  Methoden  zur  Bestimmung  der  Gonstanten  optisch  zweiaziger  Krystalle  ist 
keine  häufiger  angewendet  worden  als  dieses  von  Dbs  Cloizbauz*  vorgeschlagene  Vitr- 
fahren  zur  Ermittelung  von  2  F  und  a,  durch  Messung  der  scheinbaren  Winkel  der 
optischen  Axen  an  zwei  Flotten,  von  denen  die  eine  zur  ersten^  die  andere  zur  zweiten 
MitteUinie  senkrecht  steht. 

Liegt  Ä  zwischen  N  und  Xj,  X^  zwischen  Ä  und  i\r,  so  wird: 
5  «  r  +  F  =  i  +  e,     -  2'=  _  r'+  F  =  -  i'+  e', 


*  H.  DB  Skkabmokt,  Ann.  chim.  phys.  (3)  Sa,  412,  1851;  Pogg.  Ann.  86,  55, 1852, 

•  A.  Dbs  Cloizbaux,  Compt  rend.  52,  784,  1861. 
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In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  beiden  optischen  Azen  gleichnitig  aus  einer 
FIftche,  welche  der  Zone  der  Symmetrieaxe  ^  angehört,  austreten,  ist  q^q'y  folglich: 

.     TT-     .        tanK»"— 0 
tan  F=  tan  q  - — '  ;.,  .  ^  . 
*  tan  n*  +0 

90.  Wenn  der  Winkel  der  optischen  Axen  {^1-40  =  2  F  an  einer  Platte, 
welche  zur  Ebene  der  optischen  Axen  nicht  senkrecht  steht,  bestimmt 
werden  soll,  so  müssen  der  scheinbare  Winkel  der  optischen  Axen  (%[%[')= 2  (£ 
und  die  Neigungen  von  %[,  W  gegen  die  Plattennormale  N  gemessen 
werden,  und  ausserdem  muss  die  mittlere  Hauptlichtgeschwindigkeit  o,  be- 
kannt sein.^ 

Bezeichnet  man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  dem  äusseren 
Mittel  durch  t),  und  setzt  man  die  Winkel  (Fig.  272): 

{AN)=^n,    {ÄN)^n\     {%N)^Xi,    (VN)^Xi\ 
so  bestehen  folgende  Gleichungen: 

sinn: sinn  s  sinn  : sin n'=  a^'.ty 

cos2F=s  cosncosn'+  sin n sinn  cos (ulJVul') 

cos26  =  costtcostt'+  sin  tt  sinn' cos  (^iV^'). 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst: 

a,*C082(J  — ü*cos2F—  aa*C08ttC0Stt'=  —  ö*cosncosn. 
Quadrirt   man   diese    Relation,    so 
können  n,  n'  eliminirt  werden,  und 
man  erhält  eine  quadratische  Glei- 
chung für  2  F. 

Um  diese  Berechnung  und  die 
Beobachtung  der  Winkel  n,  n'  zu  ^^ 
yermeiden,  wird  man  eine  Platte  zu 
schleifen  suchen,  welche  möglichst  Fig.  272. 

genau  senkrecht  zur  ersten  Mittel- 
linie M  steht.    Alsdann  wird  der  aus  dem  gemessenen  Winkel  2(S  nach 
der  Relation: 

(a)  0,  sin  (S  =  t?  sin  U 

berechnete  Winkel  2  Z7  um  so  mehr  Ton  2  F  abweichen,  je  fehlerhafter  die 
Orientirung  der  Platte  war.  Es  erhebt  sich  nun  die  Frage,  welchen  Betrag 
der  Fehler  der  Orientirung  nicht  überschreiten  darf,  wenn  die  Differenz 
2  CT  —  2  F  unter  einer  gewissen  Grenze  bleiben  soll. 

Eine  nähere  Untersuchung'  zeigt,  dass  der  aus  <a)  gewonnene  Winkel 
2  U  grösser  oder  kleiner  als  2  F  ist,  je  nachdem  t)  >  oder  <  a^  gewählt 
wurde.  Femer  ergiebt  sich,  dass  2  U  nicht  nur  dann  mit  2  F  übereinstinunt, 
wenn  die  Plattennormale  N  mit  der  ersten  Mittellinie  M  zusammenfallt, 

^  G.  KntCHHOFF,  Pogg.  Ann.  108,  571,  1859. 
"  B.  Hbcht,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1887,  1,  250. 
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sondern  auch,  wenn  N  in  die  durch  M  gehende,  auf  der  Ebene  der  optisdien 
Axen  Äj  Ä  senh'&^te  Ebene  fälU. 

Diesen  letzteren  Satz  kann  man  in  folgender  Weise  ableiten.  Zonftchst  ist  enicbt- 
lich,  dass  die  Plattennormale  Ny  die  erste  Mittellinie  M  und  die  Halbirangagerade  Vt 
des  Winkels  (^^')  in  einer  Ebene  liegen.  Steht  nun  NM  auf  AA'  senkrecht,  ao  ist 
(NMA)  =  (^'a»  «)  =  90»,  also : 


folglich: 


sinF»  8innBin(^A"Jf),    sinC^  »  sinn  sin  (9(i\r3y{), 


sinF=  —  sin<g  =  sint7. 


Es  sei  t)  >  Oj.  Setzt  man  o^ :  t?  =»  sin  IF  und  beschreibt  um  die  optischen 
Axen  A,  Ä  Ereisk^el  mit  dem  Oefhnngswinkel  2  TT,  so  können  jene  beiden 
Axen  nur  aus  denjenigen  Platten  austreten,  deren  Normalen  N  gleichzeitig 
innerhalb  der  beiden  Ereiskegel  liegen.  Fällt  JV^  ausserhalb  des  um  A  be- 
schriebenen Ereiskegels,  so  wird  die  in  der  Richtung  A  sich  fortpflanzende 
Welle  an  der  Austrittsfläche  der  Platte  total  reflectirt.  Die  Normalen  aUer 
Platten  des  Erystalls,  an  denen  man  dieselben  Werthe  für  2  (E  und  2  {7  ge- 
winnt, gehören  einem  elliptischen  Kegel  an,  und  die  Gesammtheit  dieser 
Kegel  erfüllt  den  Baum,  der  jenen  Kreiskegeln  gemein  ist  Einem  gegebenen 
Werthe  der  Differenz  Z7— F  entspricht  ein  bestimmter  elliptisclier  Kegel. 
Jede  Gerade  desselben  ist  durch  ein  Werthepaar  (NM)=^&  und  {NMA)=^x 
definirt.  Insbesondere  erhalten  wir  für  ;^  =  0  und  x  =*  90^  je  eine  Schnitt- 
gerade des  Kegels  mit  der  Ebene  der  optischen  Axen  und  der  zu  ihr  senk- 
rechten, durch  if  hindurchgehenden  Symmetriebene;  die  zugehörigen  Werthe 
Yon  &  seien  bezeichnet  mit  &q  und  &^q.  Um  nun  eine  Vorstellung  von 
dem  Einflüsse  der  durch  ein  Werthepaar  &,  /  bestimmten  Orientirung  der 
Platte  auf  den  Werth  von  U  zu  vermitteln,  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
für  eine  Beihe  von  Substanzen  die  Winkel  &q  und  &^  angegeben,  wekhe 
einer  Differenz  U—  V  =  0,1^  entsprechen.  Die  letzte  Reihe  enthalt  die  Werfte 
von  U^—Vy  worin  U^  das  aus  der  Relation: 

sin*  U^=  sin  Fsin  IFcos  {W  —  V) 

zu  berechnende  Maximum  des  Winkels  U  bedeutet. 


«« 

F 

1/Ö=«1 

1/D  =  1,6 

W 

^0 

^.0 

Ti^-v 

W 

^0 

^.0 

o.-r 

Ceruuit  .    . 

2,0763 

4,120 

28,79  0 

6,70  0 

28,50  0 

6,090 

50,41 0 

14,580  50,27« 

7,160 

Artigonit .    . 

1,6816 

8,92 

36,49 

6,02 

35,50 

7,69 

72,08 

24,21 

71,80 

6,04 

Sehwenpath 

1,6374 

18,89 

37,64 

3,84 

33,37 

6,86 

77,72 

23,67 

76,90 

4,97 

Topas.    .    . 

1,6150 

32,61 

38,26 

1,62 

21,04 

2,58 

82,19 

23,87 

80,32      8,43 

Anglesit  .    . 

1,8830 

33,42 

32,08 

— 

— 

— 

58,18 

5,06 

50,69  1    7,26 

Sehioefel  .    . 

2,0883 

36,17 

29,38 

— 

— 

— 

51,72 

3,28 

39,78 

5,75 

Olvoin .    .    . 

1,678 

43,87 

36,58 

— 

— 

72,46 

7,86 

65,04 

5,75 
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Hieraus  geht  hervor,  dass  es  für  die  Bestimmimg  des  Winkels  der  optischen 
Axen  am  günstigen  ist,  tvenn  die  Platte  in  eine  Flüssigkeit  getaucht  wirdy 
deren  Breehungsmdex  1/t)  möglichst  nahe  an  dem  mittleren  Hauptbrechungs- 
index  des  Krystaüs  liegt.  Im  Allgemeinen  wird  hierzu  1/t)  =  1,6  ausreichen. 
Nur  bei  Substanzen,  die  einen  grossen  Winkel  2  V  und  gleichzeitig  eine 
starke  Lichtbrechung  besitzen  (wie  Anglesit  und  Schwefel),  würde  dann  in 
dem  für  jene  Bestimmung  ungünstigsten  Falle,  wo  die  Plattennormale  N  in 
die  Ebene  der  optischen  Axen  ffiUt  0^  =»  0,  d*  =  i^-^),  eine  Abweichung  dieser 
Normale  von  der  ersten  Mittellinie  im  Betrage  von  ca.  8®  einen  Fehler  von 
ca.  0,1®  in  V  hervorrufen. 

91.  Bestimmung  des  Charakters  der  Doppelbrechung.  —  Eine  äusserst 
bequeme  Methode  zur  Bestimmung  des  Charakters  der  Doppelbrechung  einer 
Erystallplatte  in  einem  Polarisationsapparate  für  convergentes  Licht  ist  von 
H.  W.  DovB  angegeben  worden.  ^  Sie  beruht  auf  der  Combination  der  zu  unter- 
suchenden Platte  H  mit  einer  zweiten  Erystallplatte  5",  deren  Dicke  so  ge- 
wählt ist,  dass  die  beiden  in  ff  in  der  Richtung  der  Plattennormale  sich 
fortpflanzenden  Wellen  TT/,  TT,'  einen  Grangunterschied  von  V4  oder  von  '/^ 
Wellenlängen  über  eine  beliebige  Anzahl  von  ganzen  Wellenlängen  erreichen. 
Schaltet  man  ff  zwischen  den  Polarisator  und  die  Platte  H  derart  ein,  dass 
die  Polarisationsebene  $  der  aus  dem  Polarisator  tretenden  Welle  den  Winkel 
der  Polarisationsebenen  ^/,  §2'  von  TTj',  W^  halbirt,  so  ist  die  aus  der 
Interferenz  von  W^  und  W2  hervorgehende  Welle  circularpolarisirt.  Die 
DovE'sche  Methode  besteht  also  darin,  die  Erystallplatte  H  im  oiroularpolari- 
Strien  convergenten  Lichte  zu  untersuchen.  Dieselben  Erscheinungen  treten 
auf,  wenn  ff  unter  dem  Analysator  in  der  Stellung  angebracht  wird, 
dass  ^'  und  $,'  unter  45^  gegen  die  Polarisationsebene  S  der  aus  dem 
Analysator  tretenden  Welle  geneigt  sind. 

Der  Erläutenmg  dieser  Methode  schicken  wir  folgende  Bemerkungen  voraus. 

Im  Allgemeinen  beschreibt  ein  Aethertheilchen,  welches  gleichzeitig  von  den  Be- 
wegungen zweier  aus  einer  doppeltbrechenden  Krystallplatte  austretenden,  senkrecht 
gegen  einander  polaiisirten  und  in  derselben  Richtung  sich  fortpflanzenden  Lichtwellen 
TF,',  TFg'  ergriffen  wird,  eine  elliptische  Bahn,  deren  Mittelpunkt  in  die  Buhelage  des 
llieilchens  ftllt  Eine  elliptisch  polarisirte  Welle  heisst  eine  lifike  oder  eine  rechte, 
Je  nachdem  der  in  der  Schwingungsellipse  eines  Theilchens  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung desselben  liegende  und  nach  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  hinsehende  Be- 
obachter die  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle  mit  der  ausgestreckten  linken  oder  der 
ausgestreckten  rechten  Hand  bezeichnet. 

Ist  der  Gangunterschied  T'  von  W^'  und  W^'  gleich  einer  ganzen  Anzahl  von 
Wellenlftngen  vermehrt  um  eine  Grösse,  die  kleiner  als  eine  halbe  Wellenlflnge  ist,  so 
erhfilt  man  den  Bewegungssinn  der  elliptischen  Schwingung,  indem  man  von  der 
Polarisationsebene  $  der  einfallenden  Welle,  aus  deren  Brechung  W^'  und  TT,'  hervor- 
gehen, zur  Polarisationsebene  ^2'  ^^  langsameren  Welle  TT,'  in  der  Weise  Übergeht, 
dass  man  den  spitzen  Winkel  ($  ^s')  beschreibt 


*  H.  W.  DovB,  Pogg.  Ann.  40,  457,  482,  1887.  —  A.  Bbbtin,  Ann.  chim.  phys. 
(4)  13,  240,  1868. 
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Besitzen  W^'  und  W^'  insbesondere  einen  Ganguntenchied  von  V4  oder  */4 Wellen- 
längen Über  eine  beliebige  Anzahl  von  ganzen  Wellenlängen,  r'~  (4^  +  l)i/4  oder 
s  (4^—  1)  X/4,  so  liegen  die  Hauptaxen  der  Schwingungsellipee  parallel  zu  den  Polari- 
sationsebenen ^\  ^,'  der  interferirenden  Wellen.  Soll  die  Bahn  ein  JEm«  werden, 
so  muss  ausserdem  noch  die  Bedingung  ($^|')  ==±45^  erfüllt  sein.  Der  Bewegungs- 
sinn  ergiebt  sich  dann  aus  folgendem  Schema: 


(*&')« +450        (»^,') 45« 


(4^  +  1)- 
(4^-1)- 


^X 


Dabei  ist  ($$/)  positiv  gerechnet  im  Sinne  der  Bewegung  des  Uhrzeigers. 

Zur  Herstellung  einer  Krystallplatte,  welche  einen  Ghuigunterschied  von  (4^-Hl)i  4 
für  mittleres  gelbes  Licht  hervorruft,  bedient  man  sich  nach  einem  Vorschlage  von 
O.  B.  AiBT^  des  Olimmers  (Muscovit).  Durch  fortgesetzte  Spaltung  kann  man  ein 
Blftttchen  herstellen,  welches  der  Bedingung  r  =:  Z/4  genügt.  Dieses  „Viertelundnlatioos- 
glimmerblftttchen'^  muss  im  senkrecht  einfallenden  weissen  Lichte  zwischen  gekreuzten 
Nicols  Graublau  erster  Ordnung  zeigen  und  in  Verbindung  mit  einer  zur  optischen  Axe 
senkrechten  Platte  eines  einaxigen  Krystalls  von  bekanntem  Charakter  der  Doppel- 
brechung in  einem  Polarisationsapparate  für  convergentes  Licht  eines  der  in  Fig.  273, 2T4 
dargestellten  Interferenzbilder  liefern.  Um  die  Lage  der  Polarisationsebenen  ^  ,  ^' 
zu  bestimmen,  beachten  wir,  dass  im  Muscovit  die  erste  Wttellinie  sehr  nahe  senkrecht 
zur  Spaltfläche  steht,  und  der  Charakter  der  Doppelbrechung  negativ  ist  Daher  li^en 
^'  und  $,'  parallel  und  senkrecht  zur  Spur  der  Ebene  der  optischen  Azen. 


Fig.  278. 


Fig.  274. 


Optisch  einaxige  Krystalle. 

Wir  betrachten  im  homogenen  convergenten  polarisirten  Lichte  zwischen 
gekreuzten  Nicols  die  C!ombination  einer  zur  optischen  Axe  senkrechten  Platte 
H  eines  gewöhnlichen  einaxigen  KrystaUs  und  eines  A/4-Glimmerblättch6ns 
H\  welches  über  oder  unter  H  so  eingeschaltet  ist,  dass  die  Spur  $/  der 
Ebene  der  optischen  Axen  den  positiven  Quadranten  $Ä  halbirt(Pig.  273,274; 

»  G.  B.  AiRY,  Cambr.  PhU.  Trans.  4,  313,  1832.    Pogg.  Ann.  26,  140,  1832. 
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Taf.  III,  Fig.  6).  Alsdann  erscheinen ,  je  nachdem  der  Charakter  der  Doppel- 
brechung  in  H  negativ  oder  positiv  ist,  die  Curven  gleichen  Oanguntersohiedes 
in  den  beiden  Quadranten,  welche  durch  die  Spur  ^^  hdünrt  werden,  erweitert 
oder  verengert.  Das  entgegengesetzte  Verhalten  zeigen  die  beiden  anderen 
Quadranten.  In  Folge  hiervon  treten  nahe  dem  Mittelpunkte  des  Interferenz- 
bildes in  den  Quadranten,  wo  die  Erweiterung  der  Ringe  stattfindet,  zwei 
schwarze  Flecken  auf,  deren  Verbindungsgerade  mit  der  Spur  §/,  dem  Charakter 
der  Doppelbrechung  in  H  entsprechend,  das  Zeichen  —  oder  +  bildet. 

Das  Interferenzbild  verändert  sich  nicht,  wenn  der  unter  der  Platte  H 
liegende  Glimmer  mit  dem  Polarisator,  oder  der  über  H  liegende  Glimmer 
mit  dem  Analysator  zusammen  gedreht  wird,  so  dass  bestandig  ($^/)  oder 
(©i'O  =  +  45^  bleibt.  Charakteristisch  ist  also  in  der  ersten  resp,  zweiten 
Anordnung  die  Lage  der  schwarzen  Flecke  gegen  den  feststehenden  Analysator 
resp.  Polarisator. 

Wir  setzen  voraus,  der  Glimmer  liege  unter  der  Platte  H,  so  dass  ($  ß,')  =  +  45^ 
ist  Dann  ftllt  eine  /tMÄ^tf-circularpolarisirte  WeUe  auf  S,  Der  Schwingungszostand  an 
der  Eintrittsfläche  von  H  sei  zur  Zeit  t  dargestellt  durch: 

^i  =  :j^8in27r5^  '' *' ' 

(*     •    f^     t        n\  a  ^      t  Uff 

Wie  der  soeben  beschriebene  Versuch  lehrt,  können  wir  die  Polarisationsebenen  ^/,  ^,' 
um  die  Einfallsrichtung  beliebig  drehen.  Wir  können  sie  also  auch  zusammenfsdlen 
lassen  mit  den  Polarisationsebenen  ^n  $3  zweier  Wellen  von  gemeinsamer  Fort- 
pflanzungsrichtung in  R,  Dann  ist  die  Lichtbewegung  an  der  Austrittsfläcbe  von  H 
darzustellen  durch: 


^,=      ^sm2n(^-i^) 11«^, 

,.=-^eos2„(4-^) ,.^ 


Setzen  wir  den  im  Sinne  des  Uhrzeigers  gerechneten  Winkel  (%  ^J  »  « ,  so  sind  die 
Componenten  von  q^,  ^,  nach  ^et  feststehenden  Polarisationsebene  91: 

^1  ^  Q\  ^^  ^ »      ^i  ^  Q%  ^hi  oc I  9(, 

und  der  Schwingungsiustand  in  der  austretenden  Welle  ist  gegeben  durch  tr^  +0*2. 
Denmach  erhalten  wir  für  das  Quadrat  der  Amplitude  dieser  Welle: 


oder: 


A*  =  -5-  cos'a  +  sin*  a  +  2  cos  o  sin  «  cos  1 2«  -y-  +  -^  J 

(1)  A«=  y   l-sin2asin27iy    . 

Die  Intensität  des  Lichtes,  mit  welcher  die  Spur  dieser  Welle  im  Gesichtsfelde  auftritt, 
hängt  also  auch  von  dem  Vorzeichen  des  Gangunterschiedes  T  »  0,  —  0|  ab.  Voll- 
kommene Dunkelheit  herrscht  dort,  wo  gleichzeitig: 

LmuoH,  Phfi.  Krjitellogr.  32 


498                                       Interferenxerscheinungm, 

o    r      .  4«  +  l 

,  4n-l 
+        2       " 

4n  +  1 
2       " 

4ji  -  1 
2        " 

TT 

8n 

4 

8n 

4 

n 

4 

ist.  Beachten  wir  jetzt,  dass  r  positive  oder  negative  Werthe  annimmt,  je  nachdem 
der  Charakter  der  Doppelbrechung  der  Platte  H  positiv  oder  negaüv  ist.  Dann  ist 
ersichtlich,  dass  in  dem  ersten  Ffdle  die  vollkommen  dunklen  Stellen  auf  den  Schnitt- 
punkten der  Kreise  T  ^  (4  n  +  1)  il  /  4  mit  der  Geraden  a  »  ^  /  4  und  der  Kreise 
Tb  (4 n  —  1) Z/ 4  mit  der  Geraden  a  «  871/4  liegen.  Hierdurch  erklftrt  sich  die  Lage 
der  erweiterten  und  der  verengerten  Ringe  gegen  die  Polarisationsebene  9(  in  Fig.  274. 
Ist  r  negativ,  so  erhalten  wir  die  in  Fig.  278  dargestellte  Anordnung  der  Ringe. 

Optiseh  zweiaxige  Erystalle. 

Wir  schalten  jetzt,  nachdem  die  Nicols  wieder  in  gekreuzte  Stellung 
gebracht  sind,  eine  zur  ersten  Mittellinie  senkrechte  Platte  H  eines  optisch 
zweiaxigen  Krystalls  derart  ein,  dass  die  Spur  der  Ebene  der  optischen  Aien 
Ä,  Ä  in  die  Polarisationsebene  Ä  fallt.  Dabei  möge  die  Spur  ^^'  der  Ebene 
der  optischen  Axen  des  Glimmers  wieder  den  positiven  Quadranten  $9 
halbiren.  Alsdann  erscheinen,  je  nachdem  der  Charakter  der  Doppelbrechung 
in  H  negaMv  oder  positiv  ist,  die  Curven  gleichen  Gangunterschiedes  in  den 
beiden  Quadranten,  welche  durch  die  Spur  ^/  halbirt  werden,  enveH&i  oder 
verengert  Gleichzeitig  treten  in  der  Nähe  der  Spuren  von  -4,  Ä  zwei 
schwarze  Flecken  auf,  welche  im  ersten  Falle  §/  zugewendet,  im  zweiten 
Falle  von  $/  abgewendet  liegen,  so  dass  sie,  wenn  der  Winkel  {ÄÄ)  bis  Xnll 
abnehmen  könnte,  die  in  Fig.  278, 274  angegebenen  Lagen  einnehmen  würden. 

Sind  die  Curven  gleichen  Ghmgunterschiedes  um  die  Spuren  der  optischen  Axen 
Ä,  A  herum  sehr  eng,  so  ist  diese  Erweiterung  oder  Verengerung  dersdben  in 
der  Normalstellung  nicht  deutlich  wahrzunehmen.  In  diesem  FaUe  drehe  man  die 
Platte  K  in  die  Diagpnalstellung ,  so  dass  die  Ebene  AA  den  Winkel  ($90  halbirt. 
Alsdann  beobachtet  man,  am  besten  im  Ka-Lichte,  dafls  durch  die  Einschaltung  des 
Glimmers  die  Curven  gleichen  Gangunterschiedes  in  den  beiden  durch  ^  \  AA 
halbirten  Quadranten  eine  Verschiebung  vom  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  fort  oder 
nach  diesem  Punkte  hin  erfahren,  je  nachdem  der  Charakter  der  Doppelbrechung  in 
K  negativ  oder  positiv  ist 

92.  Kennt  man  an  einer  zur  ersten  Mittellinie  senkrechten  Platte  die 
Lage  der  Ebene  der  optischen  Axen,  so  kann  man  den  Charakter  der  Doppel- 
brechung in  einem  Polarisationsapparate  for  senkrecht  einfallendes  Licht 
durch  Combination  mit  einem  Keü  oder  einem  Oypsbläüehen  nach  dem  auf 
S.  473,  474  beschriebenen  Verfahren  bestimmen,  indem  man  beachtet,  dass 
jener  Charakter  negativ  oder  positiv  ist,  je  nachdem  die  schnellere  der  beiden 
in  der  Richtung  der  Plattennormale  sich  fortpflanzenden  Wellen  parallel 
oder  senkrecht  zur  Ebene  der  optischen  Axen  polarisirt  ist.  Die  Umkehnmg 
dieser  Regel  gilt  für  Platten,  die  zur  zweiten  Mittellinie  senkrecht  stehen. 
Wird  eine  zur  Ebene  der  optischen  Axen  parallele  Platte,  in  welcher  die 
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Bichtang  der  ersten  Mittellinie  bekannt  ist,  nach  demselben  Verfahren  ge- 
prüft, so  ergiebt  sich  ein  negativer  oder  ein  positiver  Charakter  der  Doppel- 
brechnng,  je  nachdem  die  Polarisationsebene  der  schnelleren  Welle  zur  ersten 
Mittellinie  senkrecht  oder  parallel  liegt 

Hieraus  ist  sofort  ersichtlich,  wie  die  entsprechenden  Begeln  für  Platten 
optisch  einaxiger  ErystaUe  lauten,  an  denen  man  im  convergenten  polari- 
sirten  Lichte  die  Richtung  des  Hauptschnittes  bestimmt  hat. 

93.  Krystallzwillinge.  —  Unter  den  Interferenzerscheinungen,  welche  von 
Combinationen  planparalleler  Krystallplatten  hervorgerufen  werden,  interessiren 
uns  vor  allem  die  für  Krystallzwillinge  charakteristischen  Phänomene. 

Optlseh  elnaxigre  firystalle. 

Wir  stellen  eine  Zwillingsplatte  her,  indem  wir  zwei  gleich  dicke  Platten 
eines  einaxigen  Krystalls  von  übereinstimmender  Orientirung  so  über  einander 
legen,  dass  ihre  Hauptschnitte  zusammenfallen  und  die  Richtungen  ihrer 
optischen  Axen  Ä^,  Ä^  symmetrisch  zur  Plattennormale  N  liegen.  Betrachtet 
man  diese  Combination  im  homogenen  convergenten  Lichte  zwischen  ge- 
kreuzten Nicols  in  den  beiden  Lagen,  wo  die  Ebene  Ä^  Ä^  wii  $  zu- 
sammenfallt (Normalstellung)  oder  den  Winkel  ($  S()  halbirt  (Diagonal- 
stellung), so  erhält  man  je  nach  der  Neigung  der  Platten  gegen  die  optischen 
Axen  die  auf  Taf.  VH,  Fig.  3,  6  und  Taf.  VIH,  Fig.  1—6  dargestellten 
Literferenzbilder.  ^ 

Bezeichnet  man  mit  Jq  die  Intensität  des  in  den  Polarisator  eintretenden 
Lichtes,  mit  ^fß^^  xp^  die  Winkel,  unter  welchen  die  Verbindungsebenen  der 
Fortpflanzungsrichtung  Q  mit  den  optischen  Axen  Ä^  und  A^  gegen  die 
Ebene  ^  A^  geneigt  sind,  femer  mit  fj  und  r2  die  Gangunterschiede,  welche 
die  in  der  Richtung  Q  in  der  ersten  und  der  zweiten  Platte  sich  fort- 
pflanzenden Wellenpaare  erreichen,  endlich  mit  /  die  Intensität  des  Lichtes 
an  derjenigen  Stelle  des  Gesichtsfeldes,  wo  die  Spur  dieser  Wellen  auftritt, 
so  ist  (vgl.  S.  472,  1): 

Hierin  bedeuten  die  Coefflcienten  o^,  aj,  b^,  b^  in.  der 

Nomidlsteüung  DiagoncUsteüung 

aj  sss     sin  2  y^  cos  2  ^,  mn  2  (^j  —  V«)  ^  =      ®^^  2  V'i  sin  2  y,  sin  2  {ip^  —  ^j) 

o,  SS     coB  2  v^i  sin  2  t(/s  ain  2  (^,  —  ^ J  o,  =     sin  2  V'i  cos  2  ^,  sin  2  (^i  —  ^,) 

Äj  SS      Bin  2  t(/i  sin  2  ^2  coß*  (y,  —  y^i)  6i  =      cos  2  ^^  cos  2  ^,  cos'  (y,  •—  y/^) 

5,  »  —  sin  2  ^1  sin  2  y,  sin'  (y,  —  ^j)  6,  =  —  cos  2  ip^  cos  2  v«  sin*  (y,  —  ^j). 


^  Unvollständige  Beschreibungen  und  Erklärungsversuche  gaben  Ghb.  Lanobsbo 
(Pogg.  Ann.  £rg.-Bd.  1,  529,  1842),  G.  S.  Ohm  (Abh.  München.  Akad.  MatL-phys.  GL 
Ij  41,  265,  1855;  Pogg.  Ann.  90,  827,  |1853;  vgl.  C.  Nbumann,  Fortschr.  d.  Phys. 
»,  224;  11,  287),  vah  dsb  Williobh  (Arch.  mus6e  Teyler.  8,  241,  1878;  Pogg.  Ann. 
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Der  Ausdruck  für  J  enihäü  die  Erklärung  der  auf  Taf.  VII,  Fig.  3—6 
und  Taf.  VIII,  Fig.  1—6  dargeatdUen  Interferenxbüder.  Es  handelt  sich  um 
die  Aufsuchung  der  absolut  oder  relativ  dunklen  Stellen  des  Gesichtsfeldes. 
In  dieser  Hinsicht  müssen  wir  beachten,  dass  /  aus  vier  Gliedern  zusammen- 
gesetzt ist,  deren  GoSfficienten  zu  je  dreien  einen  Factor  gemein  haben. 
Daraus  folgt,  dass  in  dem  Gesichtsfelde  Gebiete  vorhanden  sein  werden,  wo 
nur  einer  jener  Coöfficienten  von  Null  verschieden  ist.  In  den  hierdurch 
ausgezeichneten  Gebieten  sind  daher  die  dunklen  Stellen  dadurch  bestinmit, 
dass  eine  der  Bedingungen: 

sin«7r^  =  0,    sin»«^«0,    sin««-»-±^  =  0,    sin»;r^^i^«0 

erfüllt  ist.  Die  beiden  ersten  Belationen  definiren  die  primären  Systeme  von 
Curven  gleichen  Ocmgunterschiedes,  fj  =  n  A  und  fj  =  n  A,  welche  die  Platten 
einzeln  genommen  darbieten  würden;  je  nach  der  Schnittrichtung  der  Platten 
erhalten  wir  Ellipsen,  Parabeln  oder  Hyperbeln  (S.  483).  Dazu  treten  die 
durch  die  beiden  letzten  Relationen  definirten  seeundären  Systeme  von  Ourven 
gleichen  Oanguntersckiedes  fj  +  fj  =  n  A  und  fj  —  fj  =  n  A.  Das  erste  System 
besteht  aus  concentrischen  Kegelschnitten,  deren  Centrum  mit  dem  Mittel- 
punkte des  Gesichtsfeldes  zusammenfallt.  .  Bezeichnen  wir  die  Winkel 
NÄ^  =  NA^  mit  fi,  so  ergeben  sich  für  die  Werthe  von  ju,  welche  kleiner  als 
54«/^«  sind,  EUipsen  (Taf.  VH,  Fig.  3-6),  f ür  m  «  54^U^  gerade  Linien, 
welche  TMr  Ebene  der  optischen  Axen  A^,  A^  parallel  laufen  (annähernd  er- 
reicht in  Taf.  VIII,  Fig.  1,  2),  und  für  grössere  Winkel  fi  Hyperhein  (Taf.  Vm, 
Fig.  3 — 6).  Das  zweite  System  wird  von  geraden  Linien  gebildet,  welche  xwr 
Ebene  A^  A^  senkrecht  stehen  (sehr  deutlich  auf  Taf.  VII,  Fig.  3,  4,  aber  auch 
noch  in  Fig.  5,  6  erkennbar);  da  auf  der  mittleren  (Jeraden  der  Gangunter- 
schied  Null  ist,  so  wird  man  im  weissen  Lichte  eine  Anzahl  dieser  Geraden 
als  farbige^  zur  Ebene  A^A^  senkrechte  Streifen  wahrnehmen. 

Durch  specielle  Werthe  der  Winkel  tp^,  t^,  sind  in  dem  Gesichtsfelde 
ausgezeichnet:  die  Spur  der  Ebene  A^A^,  die  Geraden,  welche  in  den 
primären  Interferenzbildem  dunkel  erscheinen  würden,  der  Kreis  St  mit  dem 
Durchmesser  A^  A^.  Hiervon  ausgehend,  betrachten  wir  nach  einander  die 
beiden  Stellungen  der  Zwillingsplatte. 

Normalstellung.  Auf  der  Spur  der  Ebene  A^A^  {to^  und  V's"*^ 
oder  180<>)  herrscht  die  Intensität  Null  (Taf.VH,  Fig.  3,  5;  Taf.  Vm,  Fig.  1, 3). 
Auf  der  zu  A^  A^  senkrechten  Geraden  der  primären  dunklen  Kreuze  (V'i  oder 
t/'2  =  ±  ÖO^)  sind  lediglich  die  primären  Curven  sichtbar  und  zwar  auf  dem 
durch  A^  resp.  A^  gehenden  Querbalken  das  zu  A^  resp.  A^  gehörige  Ring- 


Jub.-Bd.  491,  1874)  und  A.  Bsbtin  (Ann.  chim.  phys.  6  (2),  4S5,  1884).  —  Naehdem 
ich  die  auf  Taf.  VII  und  VIII  im  Lichtdruck  reproducirten  photographischen  Aufnahmen 
im  Natrium-Licht  aufigeführt  hatte  (1888),  gelang  es  Fb.  Pockxls  alle  Einzelheiten 
dieser  Interferen£bilder  zu  erklären  (Nachr.  Gks.  d.  Wiss.  Göttingen  1890). 
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System  (sehr  deutlich  auf  Taf.  VII,  Fig.  3).  Auf  dem  Kreise  ft  {w^  —  rp^ 
=  ±  90^)  und  zu  beiden  Seiten  desselben  auf  beträchtliche  Entfernungen 
hin  erblickt  man  nur  das  secundäre  Gurvensystem  zweiter  Art,  nämlich  die 
Schaar  der  zu  Äy  Ä^  senkrechten  (Geraden  (am  deutlichsten  auf  Taf.  VII, 
Fig.  3,  in  Fig.  5  noch  mit  Hülfe  einer  Lupe). 

In  der  Nähe  des  schwarzen  Balkens  Ä^Ä^  treten  continuirliche  relativ 
dunkle  Curven  des  secundären  Systems  erster  Art  auf  (Taf.  Vn,  Fig.  3,  5; 
Taf.  Vin,  Fig.  1,  8).  Dazwischen  liegen  abwechselnd  helle  und  dunkle 
Flecken  in  schachbrettartiger  Anordnung,  die  am  deutlichsten  auf  Taf.  VIII, 
Fig.  1,  3  hervortritt,  weil  sich  diese  Erscheinung  für  grosse  Winkel  ju  über 
das  ganze  Gesichtsfeld  erstreckt  Auf  den  durch  die  Spuren  von  A^  und  A^ 
unter  45^  gegen  die  Azenebene  A^  A^  gelegten  Geraden  treten  in  der  Nähe 
von  Ay  und  A^  die  primären  Curvensysteme  stark  hervor  (Taf.  VII,  Fig.  3,  6). 

Diagonalstellung.  In  der  Nähe  der  Ebene  der  optischen  Axen  A^  A^ 
(t/fj  =s  0,  t//,  =  ±  180®,  oder  t/'i  =  i/^,  =  0  resp.  180®)  sieht  man  continuir- 
liche Stücke  des  secundären  Curvensystems  erster  Art  (am  besten  Taf.  VII, 
Fig.  6  und  Taf.  VIII,  Fig.  4).  Wie  in  der  Normalstellung  ist  auf  den  Ge- 
raden, welche  die  dunklen  Kreuze  in  den  primären  Interferenzfiguren  bilden 
würden  (t^^  oder  1/^2  =±  ^^^  ^®sp.  ±  135®),  nur  je  ein  primäres  Curven- 
system  zu  erkennen;  die  Schnittpunkte  jener  Geraden  und  ihre  nächste  Um- 
gebung erscheinen  als  absolut  dunkle  Jlecke  (Taf.  VH,  Fig.  4,  6).  Auf  dem 
Kreise  ft  (t^»  —  t/Zj  =±  90®)  erblickt  man  wieder  die  Geraden,  welche  das 
secundäre  Curvensystem  zweiter  Art  bilden  (namentlich  auf  Taf.  VII,  Fig.  4, 
aber  auch  noch  mit  Hülfe  einer  Lupe  in  dem  unteren  Axenpunkte  der 
Fig.  6). 

In  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  zu  beiden  Seiten  von  ^1^42  wird  das 
secundäre  System  erster  Art  unterbrochen  durch  das  secundäre  System 
zweiter  Art  (Taf.  VII,  Fig.  4,  6,  besonders  deutlich  auf  Taf.VHI,  Fig.  2,  4). 
Continuirliche  relativ  dunkle  Curven  sind  in  der  Diagonalstellung  nicht 
vorhanden. 

Ist  der  Winkel  ju  nur  wenig  von  90®  verschieden,  liegen  die  Platten 
also  nahezu  parallel  zu  den  optischen  Axen,  so  erblickt  man  lediglich  die 
Hyperbeln  des  secundären  Curvensystems  erster  Art  (Taf.  VIII,  Fig.  5,  6), 
welche  sich  von  den  durch  eine  einfache  Platte  hervorgerufenen  Hyperbeln 
gleichen  Gangunterschiedes  (Taf.  III,  Fig.  3,  4)  sofort  durch  ihre  centrische 
Lage  unterscheiden. 

Optiseh  zweiaxlflre  Krystalle. 

Analoge  Erscheinungen  beobachtet  man  au  Zunüingen  von  Diopsid 
nach  100.  Wie  zuerst  von  J.W.  Ewald ^  erkannt  wurde,  tritt  durch  (100) 
je  eine  optische  Axe  der  zum  Zwilling  verbundenen  Individuen  aus.    Sind 


^  J.  G.  Ewald,  De  crystallis  duorum  axium  opticorum.    Berolini  1887.  Pogg.  Adh. 
56,  174,  1842. 
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die  beiden  iHdividuen  in  der  Richtung  der  Normale  von  (100)  gleich  dick, 
so  erhalt  man  im  weissen  Lichte  in  der  Normalstellnng  das  auf  Taf.  YL 
Fig.  4  dargestellte  Interferenzbild,  in  welchem  namentlich  die  zur  Ebene  der 
optischen  Axen  senkrechten  farbigen  (Geraden,  das  secundäre  CurvensTstem 
zweiter  Art  (S.  500),  deutlich  wahrzunehmen  sind.  Dasselbe  Präparat  zeigt 
im  Na-Licht  die  Interferenzfigur  Taf.  VI,  Fig.  5  mit  den  continuirlichen 
elliptischen  Curven  des  secundären  Systems  erster  Art  und  den  dazwischen 
liegenden  schachbrettartig  angeordneten  hellen  und  dunklen  Flecken  (S.  501). 
Ungleich  dicke  Individuen  liefern  im  Na-Lichte  das  auf  Taf.  VI,  Fig.  6 
reproducirte  InterferenzbUd. 

Eine  erschöpfende  Darstelliing  der  Interferenzerscheinungen  an  KryBtallzwillhigai 
liegt  ausserhalb  des  Bahmens  dieser  Schrift  Es  möge  indessen  noch  hingewiesen 
werden  auf  das  Interferenibild,  welches  eine  nur  optischen  Axe  senkrechte  Platte  von 
Kalkspath  darbietet,  wenn  sie  von  einer  ZwillingslameUe  nach  einer  Gleitflftche  durch- 
setzt  wird  (Taf.  VII,  Fig.  1,  2;  vgl.  S.  104),  und  auf  die  Interferenzfigur  einer  zur  eretea 
Büttellinie  c  senkrechten  Platte  aus  einem  Zwilling  von  Aragonii  nach  110  (Tbf.VI, 
Fig.  3). 


Krystalle  mit  optischem  Drehungsvermögen. 

94.  Im  Jahre  1811  entdeckte  F.  Abago/  dass  Quarx  in  der  BichtuDg 
der  Axe  der  Isotropie  ein  optisches  Drehungsvermögen  besitzt  Betrachtet 
man  eine  Quarzplatte,  deren  Flächen  auf  jener  Axe  senkrecht  stehen,  im 
senkrecht  einfallenden  homogenen  Lichte  zwischen  gekreuzten  Nicols,  so 
erscheint  sie  im  Allgemeinen  nicht  dunkel  wie  die  entsprechenden  Platten 
gewöhnlicher  optisch  einaxiger  Ery  stalle.  Die  Intensität  des  austretenden 
Lichtes  ändert  sich  auch  nicht,  wenn  man  die  Platte  in  ihrer  Ebene  dreht 
Man  muss  den  Analysator  um  einen  gewissen  Winkel  to  drehen,  damit  die 
Platte  dunkel  werde,  wobei  der  von  der  Platt«  nicht  eingenommene  Theil 
des  Gesichtsfeldes  aufgehellt  wird.  Das  aus  der  Platte  austretende  Licht 
ist  also  linear  polaHsirt,  wie  daseinfallende;  seine  Polarisationsebene  ist  aber 
gegen  die  Polarisationsebene  des  eintretenden  Lichtes  um  einen  Winkel 
(a  +x.  180^  abgelenkt  Um  den  Sinn  und  die  Grösse  des  Ablenkungswinkels 
unzweideutig  zu  bestimmen,  muss  man  eine  Reihe  von  Platten  mit  wachsen- 
der Dicke  prüfen. 

95.  Eingehendere  experimentelle  Untersuchungen  wurden  alsbald  von 
J.  B.  BioT*  angestellt.  Zunächst  ergab  sich,  dass  die  Drehung  der  Polari- 
sationsebene proportional  der  Dicke  der  Quarzplatte  ist.    Bei  gleich  dicken 


^  F.  Araqo  in  der  auf  S.  444  citirten  Abhandlung. 

'  J.  B.  BioT,  M^m.  de  la  Cl.  des  bc.  math.  et  phys.  de  Tinst  imp.  de  Fraoee. 
Ann^e  1812.  18,  218,  1814.  M^m.  de  Tacad.  roy.  des  sc.  de  Tinst  de  France.  Annee 
1817.  2,  41,  1819. 
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Platten  aus  verschiedenen  Quarzkiystallen  stimmt  die  Drehung  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  zwar  sehr  nahe  überein,  ihrem  Sinne  nach  kann  sie  aber  ver- 
schieden sein,  indem  sie  bei  einem  Theile  der  Krystalle  nach  rechts  (für  den 
Beobachter  im  Sinne  der  Bewegung  des  Uhrzeigers),  bei  den  übrigen  Kry- 
stallen  dagegen  nach  links  stattfindet 

Der  Zusammenhang  dieses  Verhaltens  mit  der  Flächenausbildung  der 
Krystalle  wurde  von  J.  Hebschel^  aufgedeckt  (Fig.  275,  276).    Je  nachdem 

das  optische  Drehungsvermögen  ein 
linkes  oder  ein  rechtes  ist,  liegen 
die  Flächen  der  trigonalen  Pyra- 
mide «  =  (1121)  und  der  directen 
trigonalen  Trapexoeder  x  --(5161), 
2/ =  (4151),  M  =  (3141)  u.  s.  w. 
links  oben  oder  rechts  oben  an 
den  abwechselnden  Flächen  des 
heocagonalen  Prismas  a  =  (1010) 
und  gleichceiHg  links  unten  oder 
rechts  unten  an  den  Flächen  des 
Qrundrhornbo'eders  jp  =  (1011). 


PX'-y 

r\ 

FM 

\\ 
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^  1 
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Fig.  275. 


Fig.  276. 


96.  Durch  die  Versuche  von  Biot  wurde  femer  festgestellt,  dass  die 
durch  eine  planparallele  Quarzplatte  hervorgerufene  Drehung  der  Polarisations- 
ebene  des  senkrecht  einfallenden  linear  polarisirten  Lichtes  wächst,  wenn 
man  successive  homogenes  rothes,  gelbes  . . .  violettes  Licht  eintreten  lasst. 
Diese  Abhängigkeit  der  Drehung  von  der  Wellenlänge  bedingt,  dass  bei  der 
Beleuchtung  der  Platte  mit  weissem  Lichte  eine  besondere  Art  von  Dispersion 
eintritt,  indem  die  Polarisationsebene  jeder  in  dem  einfallenden  Lichte  ent- 
haltenen Lichtgattung  um  einen  anderen  Winkel  gedreht  wird.  In  Folge 
hiervon  erscheint  die  Platte  in  einer  von  ihrer  Dicke  und  der  Stellung  des  Analy- 
sators gegen  den  Polarisator  abhängigen  Interferenxfarbe. 

Wir  bezeichnen  hinfort  mit  a  den  Drehungswinkei  für  eine  Platte  von  1  mm 
Dicke  und  eine  Lichtgattung  von  der  Wellenlänge  X  m  Luft.  Femer  sei  x  der 
Winkel  zwiBchen  den  Polarisationsebenen  $  und  ^  der  aus  dem  Polarisator  und  dem 
Analysator  tretenden  Wellen.  Alsdann  bildet  die  Polarisationsebene  ^  der  aus  einer 
Platte  von  der  Dicke  l  austretenden  Welle  mit  %  den  Winkel: 

(^a)  «/  +  ^o  oder  (©Sl)  =;f-  i«, 

je  nachdem  die  Platte  ein  linkes  oder  ein  rechtes  Drehungsvermögen  besitzt.    Dem- 
nach ist  die  Intensität  der  aus  dem  Analysator  tretenden  Welle  proportional: 

(1)  a«cos»(;^±^ß), 


<  J.  Hebschel,  Trans.  Cambr.  Phil.  Soc.  1,  43,  1S21.  Edinb.  Phil.  Joum.  4,871. 
1821;  6,  879,  1822.  Pogg.  Ann.  21,  288,  1881.  -  H.  W.  Dove,  Pogg.  Ann.  40,  607, 
1837.  Farbenlehre  1853,  247.  —  G.  Rosb,  Monatsber.  Berlin.  Akad.  1844,  144.  Ab- 
handl.  Berlin.  Akad.  1846. 
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worin  a  die  Amplitude  der  in  die  Platte  eintretenden  Welle  bedeutet  Der  Ausdruck  (1\ 
in  welchem  sich  a  und  a  mit  der  Wellenlänge  X  ändern,  ist  also  in  der  That  abhängt 
von  der  Dicke  l  und  dem  Winkel  ($81)  =*  j^ . 

Aus  (1)  ist  ersichtlich,  dass  die  Intensitäten  verschiedener  Lichtgattungen  des  ein- 
fallenden  weisen  Lichtes  in  ungleichem  Masse  geschwächt  werden.  Das  aus  dem 
Polarisationsapparate  austretende  Licht  zeigt  daher  eine  bestimmte  Interferensfarbe 
oder,  wenn  die  Plattendicke  hinreichend  gross  gewählt  wird,  das  Weiss  höherer  Ordnung. 

Die  Abhängigkeit  der  Interferenzfarbe  von  der  Stellung  des  Analysators 
gestattet  in  einfacher  Weise  Platten  aus  linken  und  aus  rechten  Krystallen 
von  einander  zu  unterscheiden;  dreht  man  den  Analysator  nach  links  resp. 
nach  rechts,  so  folgen  bei  Linksquarz  resp.  Rechtsquarz  auf  einander:  Roth, 
Gelb  . .  .  Violett. 

Um  die  Aenderung  der  Färbung  mit  der  Plattendicke  bequem  zu  über- 
blicken, kann  man  einen  mit  einem  Glaskeil  zu  einer  planparallelen  Platte 
verbundenen  Qiiarxkeü  benutzen,  der  mit  einer  seiner  Begrenzungsflächen 
zur  Axe  der  Isotropie  senkrecht  steht. 

Zwischen  gekreuzten  Nicols  erblickt  man  weit  ausgebreitete  Interferens£urben, 
in  denen  man,  wie  bei  den  Newton'schen  Farben  (S.  465),  mehrere  Ordnungen  unter- 
scheiden kann.  An  der  Stelle,  wo  die  Dicke  des  Keils  7,50  mm  beträgt,  ersdieint 
Violett  Hier  fehlen,  wie  die  spektrale  Zerlegung  ergiebt,  in  dem  austretenden  Lichte 
die  hellsten  gelben  Strahlen  des  einfallenden  weissen  Lichtes,  weil  för  diese,  deren 
Wellenlänge  X  =  0,00055  mm  beträgt,  die  Drehung  der  PoUrisationsebene  180^  eir^cht. 
(Fig.  277  veranschaulicht  die  Grösse  der  Drehungswinkel  f%lr  eine  Quarzplatte  toq 
7,50  mm  Dicke  und  fOr  die  Lichtgattungen,  welche  den  Fraunhofer*8chen  Linien  Bj,,,G 
entsprechen.) 


Fig.  277. 


Fig.  278. 


Legt  man  nun  nach  einem  Vorschlage  von  Soleil  zwei  Quarzplatten  von  7,50  mm 
Dicke,  von  denen  die  eine  aus  einem  rechtsdrehenden,  die  andere  aus  einem  links- 
drehenden Erystall  hergestellt  ist,  neben  einander,  so  erscheint  Sie  Doppdplatte  gleich- 
massig  violett  gefärbt,  falls  die  beiden  Nicols  genau  gekreuzt  sind.  Eine  geringe 
Drehung  eines  der  beiden  Nicols  bewirkt  sofort  eine  auffallende  Veränderung  der 
Färbung  in  Roth  der  ersten  Ordnung  oder  in  Blau  der  zweiten  Ordnung,  je  nach  dem 
Drehungssinne  in  der  einzelnen  Platte.  Daher  kann  man  diese  Doppelplatte  benatzen, 
um  mit  Hülfe  jener  empfindlichen  violetten  Färbung  (teinte  sensible  ou  t^te  de  passage) 
zwei  geradlinig  polarisirende  Vorrichtungen  in  die  gekreuzte  Lage  einzustellen.  —  In 
analoger  Weise  kann  eine  Doppelplatte  von  3,75  mm  Dicke  (Fig.  278)  dazu  dienen,  jene 
Vorrichtungen  in  parallele  Stellung  zu  bringen. 
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97.  Die  ungleichen  Intensitatsändemngen,  welche  verschiedene  Antheile 
des  einfallenden  weissen  Lichtes  erleiden,  lassen  sich  nachweisen  mit  Hülfe 
der  spektralen  Zerlegung  des  austretenden  Lichtes^  (S.  468).  Befinden  sich 
anfönglich  Polarisator  und  Analysator  in  paralleler  Stellung  {x  —  0),  so  fehlen 
in  dem  Spektrum  alle  Lichtgattungen ,  deren  Polarisationsebenen  um  90®, 
270®,  . . .,  allgemein  um: 

(2)  Za  =  (2n  +  1) 90®  (n  =  0,  l,  2  . . .) 

gedreht  sind.  Das  Spektrum  zeigt  also  dunkle  Streifen,  deren  Anzahl  N  mit 
der  Plattendicke  l  zunimmt.  Um  N  aus  (2)  für  das  zwischen  den  Fraun- 
hofefschen  Linien  B  und  H  gelegene  Gebiet  zu  bestimmen,  beachten  wir, 
dass  die  Drehungswinkel  für  diese  Grenzen  15®  und  51®  betragen.  Daher 
ist  N  gegeben  durch  die  Anzahl  der  ungeraden  Zahlen,  welche  zwischen  l/ß 
und  /.  17/30  fallen.  Eine  Quarzplatte  von  weniger  als  30/17  mm  Dicke 
kann  also  bei  paralleler  Stellung  der  Nicols  keinen  dunklen  Streifen  in 
jenem  Bereich  des  Spektrums  hervorrufen.  Dagegen  liefert  z.  B.  eine  Platte 
von  10  mm  Dicke  zwei  dunkle  Streifen. 

Dreht  man  den  Analysator  um  den  Winkel  x  ^  ^^^  Sinne,  welcher 
dem  Drehungsvermögen  der  Platte  entspricht,  so  wandern  die  Streifen  gegen 
das  violette  Ende  des  Spektrums  hin,  denn  es  werden  diejenigen  Lichtgattungen 
ausgelöscht,  welche  der  Bedingung: 

(8)  /a=(2w+l)90®  +  ;^ 

genügen.  Die  Anzahl  der  Streifen  kann  hierdurch  höchstens  um  eine  Ein- 
heit geändert  werden. 

98.  Auf  dieser  spektralen  Zerlegung  des  aus  dem  Analysator  tretenden 
Lichtes  beruht  die  genaueste,  zuerst  von  Bbooh*  durchgeführte  Methode  xur 
Ermittelung  der  Dr^mngswmkel  für  verschiedene  Wellenlängen:  man  bestimmt 
die  Winkel  Xj  ^di  welche  der  Analysator  gedreht  werden  muss,  damit  ein 
dunkler  Streifen  der  Reihe  nach  mit  den  Fraunhofer'schen  Linien  zusammen- 
fallt, und  berechnet  daraus  die  Werthe  von  a.  Es  könnte  scheinen,  als  seien 
hierzu  relativ  dünne  Platten  am  geeignetsten,  da  bei  ihnen  geringe  Dreh- 
ungen des  Analysators  grosse  Verschiebungen  der  Streifen  bewirken.    Aus 

(3)  folgt  nämlich: 

da       i_ 

dx^  r 

Der  Quotient  da/dx,  welcher  als  Mass  für  die  Geschwindigkeit  der  Wan- 
derung der  Streifen  gelten  kann,  ist  also  umgekehrt  proportional  der  Platten- 
dicke. Allein  die  Einstellung  eines  Streifens  auf  eine  Linie  des  Spektrums 
hängt  auch  von  der  Breite  des  Streifens  ab,  und  in  dieser  Hinsicht  sind 
dicke  Platten,  welche  schmale  und  scharfe  Streifen  erzeugen,  vortheilhafter. 


>  J.  Stefan,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  50  (2),  88, 1864;  Pogg.  Ann.  122,  631, 1864. 
*  Bbocb,  Dovb's  Bep.  d.  Phys.  7,  91, 118, 1846.  Ann.  chim.  phys.  (8)  34, 119, 1852. 
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Die  Messungen  von  J.  Stefan  wurden  an  Quarzplatten  angestellt,  deren 
Gesanuntdicke  70,08  mm  betrug. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  eine  Ilebersicht  der  DrehungswmkeL  a  für 
eine  Quarxplatte  von  1  mm  Dicke  nach  den  Messungen  von  Bboch,  J.  Stefan 
und  V.  VON  Lano:^ 


Fraunhofer'- 
sche  Linie 


Bboch 


Stefan 


B 

15,30  <> 

15,55  • 

C 

17,24 

17,22 

D 

21,67 

21,67 

E 

27,46 

27,46 

F 

32,50 

32,69 

G 

42,20 

42,37 

K 

— 

50,98 

V.  VON  Lang 

(2l0C.) 


17,299 
21,727 

82,722 


L.  Boltzmann'  hat  nachgewiesen,  dass  die  von  ihm  auf  theoretischem 
Wege  abgeleitete  Dispersionsformel: 

worin  k  die  Wellenlänge  in  Luft  bedeutet,  die  Beobachtungen  von  Stefan 
mit  grosser  Genauigkeit  darstellt.  Mit  Hülfe  der  von  Ditsckeineb  ennittelten 
Werthe  der  Wellenlängen  ergab  sich: 


(1) 


_  7,07018        0,14988 

^""  lon»  ■*"  io»n* 


Die  hiemach  berechneten  Winkel  a  weichen  nur  um  Hundertstel  Grade  von 
den  beobachteten  Werthen  ab. 

Sehr  sorgfaltige  Messungen  von  J.  L.  Sobet  und  Eb.  Sabasin'  nach 
wesenüich  verbesserten  Methoden  erstrecken  sich  auf  das  ganze  Gebiet  des 
sichtbaren  und  des  tUtraviokiten  Spektrums  zwischen  der  Fraunhofer'schen 
Linie  A  und  der  Linie  Cd  26  des  Gadmiumspektrums  bei  20^  C.  Den 
Grenzen  dieses  Bereiches  entsprechen  die  Wellenlängen  760,4. 10-® mm  und 
214,31 .  10-«  mm  in  Luft  und  die  Drehungswinkel  12,666<>  und  235,972". 
Nach  diesen  Beobachtungen  wird  die  Abhängigkeit  des  Drehungswinkels  a 
von  der  Wellenlänge  l  in  Luft  innerhalb  der  Grenzen  des  Sonnenspektrums 
zwischen  den  Linien  Ä  und  i?  (A  =  317,98 .10-^  mit  hinreichender  Genauig- 
keit dargestellt  durch: 

,^.  7,106  565    ,   0,1^69333 

(2)  ^=    10«  ;i»   +     10"  X*    • 


*  V.  VON  Lanq,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  74  (2),  209,  1876. 
■  L.  BoLTZMANN,  Pogg.  Ann.  Jub.-Bd.  128,  1874. 

*  J.  L.  SoRBT  et  Ed.  Sabasin,  Arch.  sc.  phys.  et  nat  (2)  54,  258,  1875;  (8)  8,  5, 
97,  201,  1882. 


Quarz.  ^*>*^J07 


X     .1 


Werden  auch  noch  die  äussersten  Linien  des  Cadmiumspektroms  berück- 
sichtigt, so  ergiebt  sich: 

7,060  741   0,168  585  2  _  0,002  589  487   0^000  130  708  8 

""*    10«  X»    ■*"     10»«  ;i*  lo'n«      ■*■      iö»n« 

Ueber  die  Drehung  der  Polarisationsebenen  tdtraroth»r  Wärmesirahlen  vgl. 
P.  Desadts,  Pogg.  Ann.  128,  487,  1866;  Compt  rend.  84,  1056,  1877. 

99.  A.  Fbesnel^  gab  die  Erklärung  des  optischen  Drehungsvermögens 
des  Quarzes,  indem  er  zeigte,  dass  sich  in  der  Richtung  der  Axe  der  Isotropie 
zwei  Wellen  foripflanxen,  die  in  entgegengesetitem  Sinne  droularpolarisirt  sind 
und  ungleiche  Foripflanxungsgeschwindigkeiten  besitien.  Je  nachdem  das  Dreh- 
ungsvermögen des  Kjystalls  ein  rechtes  oder  ein  linkes  ist,  pflanzt  sich  die 
rechts-  oder  die  linkscircularpolarisirte  Welle  mit  der  grösseren  Geschwindig- 
keit fort. 

Die  Existenz  der  beiden  Wellen  wurde  von  Fbbsnel  experimentell  fest- 
gestellt an  einer  sinnreichen  Combination  dreier  Prismen.  Sie  lässt  sich 
indessen,  wie  V.  von  Lang*  und  A.  Cobnu*  gefunden  haben,  schon  an 
einem  einfachen  Prisma,  dessen  innerer  Winkel  durch  die  zur  optischen 
Axe  senkrechte  Ebene  halbirt  wird,  nachweisen.  Bringt  man  das  Prisma 
auf  ein  Spektrometer,  dessen  Spalt  mit  einfarbigem  Lichte  beleuchtet  wird, 
so  beobachtet  man  beim  Minimum  der  Ablenkung  zwei  in  entgegengesetztem 
Sinne  circularpolarisirte  Bilder,  deren  Abstand  im  Na -Lichte  für  einen 
Prismenwinkel  von  60°  etwa  27"  betragt.  Je  nachdem  das  Prisma  einem 
Krystall  mit  rechtem  oder  linkem  Drehungsvermögen  entnommen  ist,  findet 
man  das  weniger  abgelenkte  BUd  rechts  oder  links  circularpolarisirt  Lässt 
man  circularpolarisirtes  Licht  einfallen,  so  verschwindet  das  in  dem  ent- 
gegengesetzen  Sinne  circularpolarisirte  Bild.* 

Die  FBESNEL'sche  Prismencombination  zeigt  in  einem  Polarisationsapparat  für 
senkrecht  einfallendes  Liebt  eine  Schaar  farbiger  Interferenzstreifen,  welche  den  Prismen- 
kanten parallel  laufen.  Dass  diese  Streifen  auch  an  dem  einfiEushen  Prisma  von  der 
soeben  beschriebenen  Orientirung  wahrzunehmen  sind,  ist  vor  Kurzem  von  E.  Lommbl 
nachgewiesen  worden  (Ann.  d.  Phys.  N.  F.  S6,  731,  1889). 

100.  Der  Zusammenhang  ztvischen  den  For^flanxungsgeschwindigkeiten  o',  o" 
der  beiden  cvrcularpolarisirten  Wellen^  der  Wellenlänge  X  des  angewandten  homo- 
genen Lichtes  in  Luft  und  dem  Drehungsrvinkel  u  ergiebt  sich  aus  folgender 
Ueberlegung. 


^  A.  FsESNEL,  Ann.  chim.  pbjs.  (2)  28,  147,  1822.  Pogg.  Ann.  21»  276,  1831. 
Oeuvr.  compl.  1,  781. 

•  V.  VON  Lang,  Sitzungber.  Wien.  Akad.  60  (2),  767,  1869.  Pogg.  Ann.  140, 
460,  1870. 

3  A.  GoBNU,  Compt.  rend.  92,  1865,  1881. 

*  Auch  durch  Interferenzversuche  kann  der  Nachweis  der  Existenz  jener  beiden 
Wellen  geführt  werden.  Vgl.  Babinet,  Compt.  rend.  4,  900,  1887.  Pogg.  Ann.  42, 
30,  1837.  —  J.  Stefan,  Sitaungsber.  Wien.  Akad.  50  (2),  380,  1864.  Pogg.  Ann.  124, 
623,  1865.  —  A.  Cobnxt,  Compt.  rend.  92,  1369,  1881. 
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Geradlinig  polarisiites  Licht  falle  auf  eine  zur  Axe  der  Isotropie  senk- 
rechte planparallele  Platte.  Durch  den  Einfallspunkt  O  sei  ein  rechtwinklige^ 
Coordinatensystem  gelegt.  Die  Z-Aze  falle  in  die  Fortpflanzungsrichtung; 
die  +  -X^-Axe  sei  nach  vom,  die  +  F-Axe  nach  rechts  gerichtet  Der 
Schwingungszustand  in  0  zur  Zeit  t  sei  dargestellt  durch: 

worin  a  die  Amplitude,  T  die  Schwingungsdauer  bedeuten.  Jede  geradlinige 
Schwingung  kann  in  zwei  circulare  Schwingungen  Ton  entgegengesetztem 
Bewegungssinne  zerlegt  werden;  setzen  wir: 


x='x  +  y  +  x  +y  , 


gsmr 


;C08;ir, 


X   — 


i»i^X 


'-fco8;ir, 


so  stellen  (x',  y)  eine  rechte,  (x",  y")  eine  linke  circulare  Schvingong  dar. 
Beim  Austritt  aus  der  Platte,  deren  Dicke  mit  /  bezeichnet  sei,  wird  der 
Bewegungszustand  dargestellt  durch: 


x'-fsin(;f-^ 
y'  =  fco8Cf-a'), 


x"=     fsinCf-r) 
y"  =  -fcos(;f-r), 


worm: 


d'=2n 


rr' 


r'^2n- 


Hieraus  folgt: 

»•  +  .".,««5,'(i-')«n2.[4-j^(l+')] 

,-+/..»ng(|-l)™2.[/-,4(l  +  i)]. 

Diese  beiden  geradlinigen,  auf  einander  senkrecht  stehenden  Schwingungen 
haben  dieselbe  Phase,  nnterscheiden  sich  aber  durch  ihre  Amplituden.  Ans 
ihrer  Zusammensetzung  resultirt  eine  geradlinige  Schwingung  mit  der  Ampli- 
tude a  nach  einer  Richtung,  welche  gegen  die  X-Axe  unter  dem  durch: 


gegebenen  Winkel  la  geneigt  ist. 
die  Relation: 

(1)  a 


a?'+  x" 
Demnach  gilt  für  den  Drehungswinkel  a 


n[t>        t)\ 


worin  t>  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  Luft  bedeutet.  Je  nachdem  o 
kleiner  oder  grösser  als  o"  ist,  wird  a  positiv  oder  negativ.  Die  Drehung 
der  Polarisationsebene  erfolgt  also  nach  links  oder  nach  rechts  y  je  nachdem  die 
links-  oder  die  rechtsoircularpolarisirte   Welle  die  schnellere  ist. 


Qiiarx. 
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Nach  (1)  kann  man  aus  dem  Drehungswinkel  a  und  der  Wellenlänge 
X  in  Luft  die  Differmx  der  Breehfmgsindioes: 


f        ff      t>        t> 

CO  —  (0    =  — ; 77 

0  0 


der  beiden  in  der  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  sich  fortpflanzenden 
circularpolarisirt^n  Wellen  berechnen.  Legen  wir  die  von  J.  Stefan  er- 
mittelten Drehungs Winkel  cc  zu  Grunde,  so  ergiebt  sich: 


X 

a 

ö'— ö" 

B 

0,000  687  mm 

15,55  <> 

0,000  059 

C 

656 

17,22 

063 

D 

589 

21,67 

071 

H 

527 

27,46 

080 

F 

486 

82,69 

088 

G 

431 

42,37 

101 

H 

397 

50,98 

111 

101.  Von  den  früher  (S.  301—816)  betrachteten  Krystallen  mit  einer 
Axe  der  Isotropie  unterscheidet  sich  der  Quarz  in  seinem  optischen  Ver- 
halten dadurch,  dass  in  der  Bichtung  und  in  der  Nähe  jener  Axe  die  Strahlen' 
fiäohe  und  der  PolarisaHonsxAAstcmd  einer  Lichtbewegung  nicht  mehr  dem 
auf  S.  304  ausgesprochenen  Gesetze  der  Fortpflanzung  und  der  Polarisation 
des  Lichtes  unterworfen  sind. 

Unter  den  experimentellen  Methoden  zur  Bestimmung  der  Licht- 
geschwindigkeiten bieten  sich  in  erster  Linie  wieder  die  Prismenbeobach- 
tungen (S.  295,  376)  dar,  welche  die  Gestalt  einer  ebenen  Schnittcurve  der 
Normalenfläche  liefern.  Zunächst  ergeben  sich  an  einem  Prisma,  dessen 
Kante  die  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  besitzt,  die  Werthe  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten 0,  e  in  einer  auf  dieser  Axe  senkrechten  Richtung. 
Hierüber  liegen  umfassende  Messungsreihen  von  F.  Rüdbesg,^  £.  Esselbaoh,^ 
Mascaet/  vah  beb  Willigen,*  Ed.  Sabasin,*  Mouton®  und  J.  MacS  de 
L£pmAY  ^  vor^  aus  denen  u.  A.  die  hohe  Durchlässigkeit  des  Quarz  für  ultra- 
violette und  ultrarothe  Strahlen  hervorgeht 


^  F.  BuDBBBG,  Pogg.  Ann.  14,  45,  1828. 

'  E.  EsBELBACH,  Pogg.  Ann.  98,  541,  1856. 

'  Mascabt,  Compt  rend.  57,  789,  1868;  58,  1111,  1864.  Ann.  de  T^c.  norm.  (1) 
1,  238,  1864. 

^  VAK  DER  WiLLioBN,  Arch.  muB^B  TejicT  8,  84,  1870. 

'  Ed.  Sabasdy,  Compt  rend.  85,  1280,  1877.  Arch.  sc.  phys.  et  nat  (2)  61, 
109,  1878. 

•  MouTON,  Ck)mpt  rend.  88,  1087,  1189,  1879. 

^  J.  Mao£  de  LipiNAY,  Compt.  rend.  101,  874,  1885.  Joum.  de  phys.  (2)  4, 159, 
261,  1885;  6,  190,  1887. 
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Vor  allem  interessiren  uns  aber  hier  die  sorgfaltigen  Messungen,  welche 
y.  VON  Lakg^  an  einem  Quarzprisma  ausgeführt  hat,  dessen  Kante  auf  der 
Axe  der  Isotropie  senkrecht  stand  und  dessen  Flächen  gegen  diese  Axe 
nahezu  gleich  geneigt  waren.  Denn  aus  diesen  Beobachtungen  folgt,  dass 
im  Quarx^  der  einen  positiven  Charakter  der  Doppetbreckung  besitU,  in  der  Nähe 
der  Axe  der  Isotropie  die  Geschwindigkeit  der  schnelleren  Welle  nicht  constani 
istj  während  gleichxeiiig  die  Oeschunndigkeit  der  langsameren  Welle  ein  anderes 
Gesetz  befolgt,  als  die  ausserordenüiche  Welle  in  den  gewöhnlichen  posüivai 
optisch  einaxigen  Krystaüen.  Bezeichnet  man  die  Neigung  der  Wellennormale 
gegen  die  Axe  der  Isotropie  mit  u,  die  GFeschwindigkeiten  der  schnelleren 
und  der  langsameren  Welle  mit  q^  und  q^j  ^^  ergaben  sich  folgende  Werthe 
für  Na-Licht: 


u 

1/qi 

l/q* 

0<>  27,0' 

1,544188  7 

1,544  260  5 

1   Ö4,7 

192  5 

264  9 

2  4S,4 

194  2 

276  6 

4   40,4 

204  8 

800  9 

5     4,S 

208  8 

304  8 

Diese  Messungsresultate  werden  mit  hinreichender  Genauigkeit  dargestellt 
durch  die  von  V.  von  Lang*  auf  theoretischem  Wege  abgeleitete  Ol^dmng 
der  Normanen  fläche: 

(1)  (o*  —  q*)  [o*  cos*  w  +  c*  sin*  w  —  q*]  =  9*  cos*  t*. 

Hierin  treten  dreiConstanten  auf,  nämlich  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  i),e 
für  die  zur  Axe  der  Isotropie  senkrechten  Richtungen  {u  =  90^)  und  ausser- 
dem die  für  das  optische  Drehungsvermögen  charakteristische  Gonstante  g. 
In  der  That  erhalten  wir,  wenn  g  «  0  ist,  aus  (1)  die  Normalenflache  der 
gewöhnlichen  optisch  einaxigen  Erystalle  (S.  307).  Die  Auflösung  von  (1) 
ergiebt: 

(2)  q*  =  0«  -  i (0»  -  c«)8m««  ±  V^ (o« -  c V sin* «  +  g*  ooe* « , 

worin  das  obere  Zeichen  der  schnelleren,  das  untere  der  langsameren  Welle 
entspricht.  Um  nun  aus  (2)  die  Geschwindigkeiten  q^,  q,  für  die  in  der 
Tabelle  angegebenen  Winkel  u  berechnen  zu  können,  müssen  die  Constanten 
0,  e,  g  bekannt  sein.  Y.  von  Lang  erhielt  mit  Benutzung  der  Haupt- 
brechungsindices: 

i  =  1,5442248,    -»1,5483243 


^  y.  VON  Lakq,  SitKongsber.  Wien.  Akad.  60  (2),  767,  1869.  Pogg.  Ann.  140. 
460,  1870. 

>  y.  VON  Lang,  Pogg.  Ann.  119,  74, 1863.  Sitsungsber.  Wien.  Akad.  75  (2),  719, 
1877;  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  8,  622,  1878. 
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und  des  Ei^bnisses  der  ersten  Messung  («  =  0®27,5'),  welche  bei  weitem 
das  meiste  Vertrauen  verdiente,  aus  (2)  zunächst: 


226,495 


und  darauf  folgende  Brechungsindices: 


u 

1/qi 

Beob.-Bechn. 

1/q. 

Beob.-Bechn. 

10  54,7' 
2  48,4 

4  40,0 

5  4,8 

1,544  198  6 
197  7 
207  5 
209  4 

-0,0.11 

-  85 

-  82 

-  06 

1,544  265  6 
272  6 
800  7 
8100 

-0,0^07 

-  40 

-  02 

-  57 

Die  Uebereinstimmung  zwischen  Beobachtung  und  Berechnung  ist  daher 
ziemlich  befriedigend. 

Yei^leicht  man  jetzt  die  aus  der  Gleichung  der  Normalenfläche  für 
wachsende  Winkel  u  berechneten  Brechungsindices  l/q^  und  1/q,  mit  den 
entsprechenden  Werthen  1/^^  und  1/^,,  welche  sich  aus  denselben  Haupt- 
brechungsindices  I/o,  1/e  ergeben  würden,  wenn  die  Constante  g=sO  wäre: 


u 

1/qi 

1/^  =  1/0 

1/q« 

1/h 

0« 

1,544188  4 

1,544  224  8 

1,544  2602 

1,544  224  8 

5 

209  8 

» 

4  8081 

4  292  9 

10 

220  0 

» 

4  5009 

4  496  5 

15 

222  5 

»> 

4  830  9 

4  829  0 

20 

228  4 

n 

5  2816 

5  280  6 

25 

224  2 

91 

5  888  2 

5  888  0 

SO  ist  ersichtlich,  dass  in  Fortpflatwungsrichiungen,  die  unter  25^  gegen  die 
Axe  der  Isotropie  geneigt  sind,  eine  Abweichung  von  dem  Huyghens^ sehen  Qesetxe 
der  Fortpflanzung  sich  nicht  mehr  nachweisen  lässt. 

Die  Differenz  der  Brechungsindices  der  beiden  in  der  Sichtung  der 
Axe  der  Isotropie  sich  fortpflanzenden  circular  polarisirten  Wellen  beträgt 
nach  den  Prismenbeobachtungen  von  V.  von  Lang  für  Na-Licht  I/o"—  I/o' 
=s  1,544  260  2  -  1,544 188  4  =  0,000  071 8.  Dieser  Werth  stimmt  befriedigend 
überein  mit  dem  aus  Stefan's  Messung  des  Drehungswinkels  a  für  die 
Praunhofer'sche  Linie  D  berechneten  Betrage  0,0000718  (S.  506).  Jene 
Differenz  ist  also  kleiner  als  ^/joooo  ^^^  Werthes  eines  der  beiden  Brechungs- 
indices. 

Um  nun  von  der  OestaU  der  Strahlenfläche  im  Quarz  (Rg.  279)  eine 
Vorstellung  zu  gewinnen,  können  wir  uns  eine  Deformation  einer  Huyghens'- 
schen  Strahlenfläche  für  einen  Krystall  von  positivem  Charakter  der  Doppel- 
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brechüng  in  dem  Sinne  ausgeführt  denken,  dass  dadurch  in  der  Xähe  der 
Axe  der  Isotropie  das  Ellipsoid  ein  wenig  abgeplattet,  die  Kugel  dagegen 
etwas  erweitert  wird. 

AuB  den  Gleichnngeii  der  Normalenflächen  für  Qaars  und  für  einen  gewöhnlicfaen 
optisch  einaxigen  Krystall  mit  denselben  Hauptlicht^peschwindigkeiten  o,  e  (S.  307) 

ergiebt  sich: 

ifti^  +  O^n^'  +  ^Jf*). 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  Diffe- 
renzen q,  —  pi  und  p,  —  q,  merklich  gleich 
sind,  so  folgt,  dass  auch: 

k  (qi  +  q>)  =  i  (Pi  +  Pj) 

ist;  d.  h.  fär  iigend  eine  Fortpflanzongs* 
richtung  im  Quarz  ist  das  arithmetiBche 
Mittel  der  beiden  Geschwindigkeiten  qj,  q, 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  jener 
Geschwindigkeiten  p^,  p,,  welche  derselben 
Fortpflanzungsrichtung  in  einem  KijstaO 
ohne  optisches  DrehungsvermCgen  aber 
mit  denselben  Hauptlichtgeschwindigkeiten 
0,  e  entsprechen  würden.* 


Fig.  279. 


102.  In  dem  Interferenzbilde,  welches  von  einer  zur  Axe  senkrechten 
Quarzplatte  im  homogenen  convergentm  polarisirten  Lichte  zwischen  gekreuzten 
Nicols  erzeugt  wird,  bilden  die  Gurren  gleichen  Gangunterschiedes  eine 
Schaar  concentrischer  Kreise.  Die  zu  den  PolarLsationsebenen  %  %  parallelen 
Balken  des  schwarzen  Kreuzes  reichen,  wenn  die  Plattendicke  1  mm  über- 
steigt, nicht  wie  bei  den  basischen  Platten  gewöhnlicher  optisch  einaxiger 
Krystalle  bis  zum  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes.  Das  centrale  Feld  er- 
scheint im  Allgemeinen  hell;  nur  wenn  die  Dicke  der  Platte  so  gewählt 
wird,  dass  die  Drehung  der  Polarisationsebene  för  die  angewandte  Licht- 
gattung ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  180^  betragt,  ist  das  Gesichtsfeld 
in  der  Nähe  des  Mittelpunktes  vollkommen  dunkel. 

Dreht  man  den  Analysator,  so  zerfallt  jeder  dunkle  Hauptkreis  in  Tier 
Bogenstücke,  die  sich  erweitem  und  verengern,  je  nachdem  jene  Drehnng 
im  Sinne  des  Drehungsvermögens  der  Platte  oder  in  dem  entgegengesetzten 
Sinne  erfolgt.  In  dem  ersteren  Falle  tritt,  falls  die  Plattendicke  5  mm  nicht 
überschreitet  und  nicht  unter  1  mm  herabsinkt,  im  centralen  Felde  ein 
kurzarmiges  dunkles  Kreuz  auf,  welches  bei  fortgesetzter  Drehung  des 
Analysators  in  vier  Ringsegmente  zerfallt,  die  sich  alsbald  zu  dem  ersten 
dunklen  Kreise  erweitem.  Die  entgegengesetzte  Drehung  des  Analysators 
bedingt  den  umgekehrten  Vorgang. 


*  A.  CoBNü,  Compt  rend.  92,  136Ö,  1881;  Jöum.  de  phys.  (2)  1,  157,  1882.  - 
K.  ExNBE,  Siteungsber.  Wien.  Akad.  91  (2),  218,  1885.  Ann.  d.  Phys.  N.  P-  25, 
141,  1885. 
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Im  weissen  Lichte  erscheint  das  centrale  Feld  mit  der  Färbung,  welche 
die  ganze  Platte  in  einem  Polarisationsapparate  für  senkrecht  einfallendes 
Licht  darbietet.  Die  Erweiterung  oder  Verengerung  der  isochromatischen 
Ringe  beim  Drehen  des  Analysators  kann  in  derselben  Weise  wie  die  ent- 
sprechenden Veränderungen  der  Hauptcurven  gleichen  Gangunterschiedes 
zur  Unterscheidung  von  linken  und  rechten  Krystallen  dienen. 

Legt  man  zwei  gleich  dicke  Platten  aus  entgegengesetzt  drehenden 
Krystallen  über  einander,  so  erblickt  man  im  homogenen  convergenten 
polarisirten  Lichte  zwischen  gekreuzten  Nicols  die  zuerst  von  Airy  beobach- 
teten dunklen  Spiralen.  Vom  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  gehen  vier 
Spiralen  aus,  deren  Drehungssinn  jedesmal  dem  Drehungsvermögen  der 
unteren  Quarzplatte  entspricht.  Demnach  erhält  man  die  beiden  durch 
Taf.  IV,  Fig.  3,  4  veranschaulichten  Interferenzbilder,  je  nachdem  die  untere 
Platte  einem  linken  oder  einem  rechten  Krystall  entnommen  ist.  Gegen 
die  Peripherie  des  Gesichtsfeldes  hin  treten  die  dunklen  zu  ?ß  und  31  parallelen 
Balken  auf.  Im  weissen  Lichte  erscheinen  die  Spiralen  an  der  concaven 
Seite  roth,  an  der  convexen  blau  gefärbt. 

Man  kann  die  AntY'schen  Spiralen  schon  an  einer  einzigen  Quarzplatte  beobachten, 
wenn  man  sich  eines  von  Nöbbembbbo  angegebenen  Polarisationsapparates  bedient. 
Dieses  Instrument  trfigt  auf  seinem  Fusse  einen  horizontalen  Spiegel  s.  Darüber  folgen 
eine  Sammellinse  l  im  Abstände  ihrer  Brennweite,  eine  geneigte  Glasplatte  g  und  ein 
Nicorsches  Prisma  7i,  Durch  Reflexion  an  g  wird  das  von  der  Seite  her  einfallende 
Licht  polarisirt  und  gelangt  dann  durch  die  Linse  in  eine  auf  s  gelegte  Quarzplatte, 
um  dieselbe  zuerst  von  oben  nach  unten,  darauf  nach  der  Reflexion  an  «  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  zu  durchschreiten.  Das  aus  dem  Analysator  n  austretende  Licht 
verhält  sich  demnach  so,  als  wäre  es  durch  zwei  Quarzplatten  von  gleicher  Dicke  aber 
entgegengesetztem  Drehungsvermögen  gegangen.  —  Nach  dieser  Methode  kann  man 
pi-tifen,  ob  eine  Quarzplatte  genau  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  geschnitten  ist,  da 
eine  geringe  Abweichung  von  dieser  Orientirung  sofort  die  symmetrische  Veii;heilung 
der  Farben  der  AiBY^schen  Spiralen  stört. 

Ueber  die  optischen  Eigenschaften  der  Ergänzungszwillinge  des  Quarz  aus  einem 
rechtsdrehenden  und  einem  linksdrehenden  Krystall  (S.  259)  und  tiber  die  Structur  des 
Ameihyst  vgl.  D.  Bbewsteb,  Trans.  R.  Soc.  Edinburgh  9,  139,  1821.  —  H.  W.  Dove, 
Pogg.  Ann.  40,  607,  1837;  122,  457,  1864.  Farbenlehre  1853,247.  —  W.  Haidinoeb, 
Sitzungsber.  Wien.  Akad.  12,  401,  1854.  —  A.  Des  Cloizeaxtz,  Ann.  chim.  phys.  (3) 
45,  129,  1855;  M^m.  pr^s.  par  div.  sav.  k  Tacad.  des  sc.  15,  404,  1858.  —  P.  Gboth, 
Zeitschr.  f.  Kryst.  1,  297,  1877.  —  H.  Böklen,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1883,  1,  62. 

Wir  lassen  jetzt  bei  gekreuzten  Nicols  drcularpolarisirtes  Licht  einfallen, 
indem  wir  über  dem  Polarisator  ein  Viertelundulationsglimmerblättchen  in 
der  Stellung  anbringen,  dass  die  Spur  §/  der  Ebene  der  optischen  Axen 
unter  45"  gegen  die  Polarisationsebene  ^  geneigt  ist  (S.  495).  Alsdann 
erzeugt  eine  Quarzplatte  ein  Paar  in  einander  gewundene  Spiralen,^  welche 
in  der  Nähe  des  Mittelpunktes  des  Interferenzbildes  beginnen.  Je  nachdem 
das  Drehungsvermögen  der  Platte  ein  rechtes  oder  ein  linkes  ist,  wird  der 

»  G.  B.  Airy,  Cambr.  Phil.  Trans.  4,  79,  198,  1831.    Pogg.  Ann.  23,  204,  1831. 
'  G.  B.  Airy,  a.a.O. 
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Drehun^ssinn  der  Spiralen  ein  linker  oder  ein  rechter,  gleichviel  ob  links- 
oder  rechtscircularpolarisirtes  Licht  einfallt,  also  der  Winkel  ($$i')  =  +45' 
oder  =—45^  gewählt  wurde;  nur  die  Anfangspunkte  der  Spiralen  ändern 
mit  der  Richtung  §/  ihre  Lage.  Die  Fig.  280,  281  stellen  diese  Er- 
scheinung im  rechtscircularpolarisirten  Lichte  an  Platten  aus  Eechtsquan, 
resp.  Linksquarz  dar.  —  Bringt  man  den  Glimmer  unter  dem  Analysator 
an,  so  liefert  ein  rechter  Krystall  rechte  Spiralen  (Fig.  281),  ein  linker 
Krystall  linke  Spiralen  (Fig.  280). 


Fig.  280. 


Fig.  281. 


103.  Die  Erklärung  der  soeben  beschriebenen  Interferenzerscheinungen 
gelang  G.  B.  Aiey  mit  Hülfe  der  folgenden  Annahmen.  In  den  Kichtungen, 
welche  der  Axe  der  Isotropie  zunächst  liegen,  pflanzen  sich  jedesmal  xwei 
entgegengesetzt  elliptisch  polarisirte  Wellen  fort.  Die  grössere  Ellipsenaxe 
liegt  bei  der  schnelleren  Welle  im  Hauptschnitte,  bei  der  langsameren  Welle 
senkrecht  zum  Hauptschnitte  der  Fortpflanzungsrichtung.  Das  Verhältni>s 
der  Halbaxen  ist  für  beide  Ellipsen  dasselbe.  Wächst  die  Neigung  der  Fort- 
pflanzungsrichtung gegen  die  Axe  der  Isotropie,  so  werden  die  Schwingungs- 
ellipsen sehr  bald  so  gestreckt,  dass  sie  als  geradlinig  betrachtet  werden 
können.  Der  Gangunterschied  zweier  Wellen  von  gemeinsamer  Fortpflanzungs- 
richtung ist  gleich  dem  für  die  gewöhnlichen  einaxigen  Krystalle  geltenden 
Werthe,  vermehrt  um  einen  von  der  Fortpflanzungsrichtung  unabhängigen 
und  angenähert  dem  Quadrate  der  Wellenlänge  proportionalen  Betrag.^  Die 
letzte  Annahme  gilt  indessen  nur  für  grössere  Neigungen  der  Fortpflanzungs- 
richtungen gegen  die  Axe  der  Isotropie. 

104.  Eine  Bestimmung  des  Axenyerhftltnisses  der  SchwingungsellipBen  zweier 
Wellen  von  gemeinsamer  Wellennormale  führte  zuerst  J.  Jamin'  aus.  Dabei  wurde 
eine  zur  Axe  der  Isotropie  senkrechte  Platte  im  schief  einfallenden  geradlinig  polarisirten 

*  G.  B.  AiBY,  a.  a.  0.  —  Eine  ausführliche  Darstellung  der  AiBY'scben  Ent- 
Wickelungen  ist  enthalten  in  F.  Neümann,  Vorlesungen  über  theoretische  Optik.  Herauf^, 
von  E.  DoBK.    Leipzig  1885,  251—266. 

'  J.  Jamin,  Ann.  chim.  phys.  (3)  30,  55,  1850. 
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Lichte  untersucht.  Indessen  ist  es,  wie  B.  Hecht  ^  gezeigt  hat,  zweckmässiger,  Quarz- 
platten, deren  Normalen  mit  jener  Axe  kleine  Winkel  ^  einschliessen,  im  senkrecht 
einfallenden  Lichte  zu  beobachten.  Alsdann  liefert  jede  Platte  nur  das  Jxenverhältniss 
h  der  Schwingungsellipsen  und  den  Gang  unterschied  d  des  Wellenpaares,  welches  sich 
in  der  Richtung  der  Plattennormale  fortpflanzt.  Die  elliptisch  polarisirten  gebrochenen 
Wellen,  welche  aus  einer  nach  $  geradlinig  polarisirten  einfallenden  Welle  hervor- 
gehen, setzen  sich  beim  Austritt  aus  der  Platte  zu  einer  elliptisch  polarisirten  Welle 
W  zusammen.  Bezeichnet  man  das  Axenverhältniss  der  Schwingimgsellipse  in  W  mit  e 
und  den  Winkel  einer  Halbaxe  der  Ellipse  gegen  $  mit  ^y  so  lassen  sich  aus  den 
gemessenen  Grössen  e  und  y  die  gesuchten  Grössen  h  und  d  (für  eine  Plattendicke 
von  1  mm)  berechnen.    B.  Hecht  fand  an  drei  Platten  für  Na-Licht: 


^ 

d 

Je 

2,37« 

0,1235 

0,809 

7,18 

0,2665 

0,230 

14,89 

1,060 

0,084. 

Andererseits  lassen  sich  nach  den  von  A.  Gauchy,  V.  von  Lang,  E.  Loiimel, 
W.  Voigt,  E.  Ketteleb  entwickelten  Theorieen  über  die  Fortpflanzung  und  die  Polari- 
sation des  Lichtes  im  Quarz  die  Grössen  d  und  h  berechnen  aus  den  Hauptbrechungs- 
indices  w  =»  1,54423,  e  =  1,55338  (nach  Mascaet),  der  Wellenlänge  A  =  0,000  589,  dem 
Gangunterschiede  der  beiden  in  der  Richtung  der  Axe  der  Isotropie  sich  fortpflanzenden 
circularpolarisirten  Wellen  d^  =  0,1207  und  dem  Winkel  ^.    Es  ist  nach  jenen  Theorieen: 


i»=j?«sin*^ 


1  +  A* 


Ä:  =  Vl-f  A»-Ä, 


worin  p  und  h  folgende  Werthe  besitzen: 


A.  Caüchy* 
V.  VON  Lang^ 

E.  LOHHEL^ 


10)  e  — ( 
7     T 


8«-l       2(0  l 


15,44 


=  15,27 


S  2 

E.  Kettelee«     ^^^  =  15,58 


2g)Z 


V.  VON  Lang® 
W.  Voigt 


r'l    ^'^       =15,40 


l-tan«^ 


^  tan  ^  sin  ^ 


^  sin«  ^ 


* 


Die  Abweichungen  der  hiemach  berechneten  Werthe  der  Grössen  d  und  k  von  den 
aus  e  und  f  abgeleiteten  Werthen  liegen  stets  innerhalb  der  Grenzen  der  Be- 
obachtungsfehler. 


»  B.  Hecht,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  20,  426,  1883;  30,  274,  1887. 

'  In:  J.  Jamin,  a.  a.  0.  p.  68. 

»  V.  VON  Lang,  Pogg.  Ann.  119,  85,  1863. 

*  E.  LoMMEL,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  15,  389,  1881. 

*  E.  Kbtteleb,  Theoretische  Optik.    Braunschweig  1885,  419—421. 

*  V.  VON  Lang,  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  8,  622,  1878. 
'  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  19,  899,  1883. 
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Messungen  des  Gangunterschiedes  d  hat  J.  C.  Mc  Connel  *  durch  Beobachtung 
der  Hauptcurven  gleichen  Gangunterschiedes  im  convergenten  polarisirten  Na-Licht 
unternommen.    Er  findet,  dass  nur  der  von  Sarraü'  abgeleitete  Ausdruck: 


rf«  =^«  sin*  ^  +  rfo*  cos*  &, 


wonn : 


i>  = 


21 


ist,  die  Messungsresultate  innerhalb  der  Fehlergrenzen  darzustellen  geeignet  seL 


105.  Glimmercombinationen.  —  E.  Reusch'  hat  nachgewiesen,  dass  man  die  Er- 
scheinungen, welche  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  stehende  Quarzplatten  im  senk- 
recht einfallenden  und  im  convergenten  polarisirten  Lichte  darbieten,  auch  an  Ofm- 
hinationen  von  GlimmerspcdtungshläUchen  wahrnehmen  kann.  Schichtet  man  eine  grössere 
Anzahl  (12  bis  36)  Muscovitblättchen  von  möglichst  gleicher,  sehr  geringer  Dicke  so 
auf  einander,  dass  die  Ebene  der  optischen  Azen  jedes  weiter  hinzugefugten  Blättchens 
gegen  die  des  darunter  liegenden  um  120^  im  Sinne  der  Bewegung  des  Uhrzeigers 
gedreht  ist  (Fig.  283),  und  Iftsst  man  auf  diese  Combination  nach  %  geradlinig  pokri- 
sirtes  Licht  senkrecht  auffallen,  so   tritt  eine  nahezu  geradlinig  polarisirte  Welle  aus, 

deren  Polarisationsebene  gegen 
$  ebenfalls  im  Uhrzeigersinne 
abgelenkt  ist;  diese  Combination 
verhält  sich  also  wie  eine  Platte 
aus  einem  rechtsdrehenden  Quarz. 
Erfolgt  die  Aufschichtung  in  dem 
entgegengesetzten  Sinne  (Fig. 
282),  so  ist  die  Gomhination 
UnJcsdrehend.  Im  convergenten 
Lichte  beobachtet  man  die  for 
Qnarzplatten  charakteristischen 
luterferenzfiguren  (Tafel  IV, 
Fig.  2);  insbesondere  liefern  zwei  entgegengesetzt  drehende  Glimmercombinationen 
übereinander  gelegt  die  AiRY'schen  Spiralen  (Taf.  IV,  Fig.  3,  4).  Nur  insofern  weicht 
das  Verhalten  dieser  Combinationen  von  dem  des  Quarz  ab,  als  sich  bei  der  Drehung  der- 
selben in  ihrer  Ebene  kleine  Aenderungen  der  Fai-benerscheinungen  zeigen.  In  dieser 
Hinsicht  vermuthete  E.  Reusch,  dass  sich  die  Eigenschaften  der  Glimmercombinationen 
um  so  mehr  jenen  des  Quarz  nähern  würden,  je  dünner  die  Lamellen  und  je  grösser 
die  Zahl  der  Umgänge  gewählt  werden. 

Diese  Vermuthung  wurde  von  L.  Sohncke*  für  senkrecht  einfallendes  Licht  auf 
experimentellem  und  theoretischem  Wege  bestätigt.  Je  dünner  die  Blättchen  einer 
Glimmertriade  gewählt  werden,  um  so  mehr  gestreckt  ist  die  Schwingungsellipse  der 
austretenden  Welle,  wie  auch  die  Polarisationsebene  $  der  einfallenden  Welle  orientirt 
sein   mag.    Schon   wenn   die  Dicke  l  eines  einzelnen  Blättchens  eine  solche  ist,  dass 


Fig.  282. 


Fig.  283. 


*  J.  C.  Mc  GoNNEL,  Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  5,  53,  1883.  Proc.  London  ß.  Soc. 
39,  409,  1885.    Trans.  Phil.  Soc.  for  1886.  177,  299,^1887. 

*  Sabhau,  Joum.  de  math.  (2)  13,  101,  1869. 

«  E.  Reusch,  Monatsber.  Berlin.  Akad.   1869,  530.    Pogg.  Ann.  138,  628,  1869. 

*  L.  SoHNCKE,  Math.  Ann.  9,  504,  1876.  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  8,  16,  1878.  Ent- 
Wickelung  einer  Theorie  der  Krystallstruktur.  Leipzig  1879,  241.  Zeitschr.  f.  Kiysf. 
13,  229,  1SS8. 
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die  dritte  Potenz  der  Grösse  *'  =  8in'7ir/A  gegen  1  vernachlässigt  werden  kann,  unter- 
scheidet sich  die  austretende  Welle  nicht  mehr  merklich  von  einer  geradlinig  polari- 
sirten.  Dasselbe  gilt  von  einer  durch  Aufschichtung  beliebig  vieler  Triaden  gebildeten 
Combination.  —  Je  dünner  die  Blättchen  einer  Triade  sind,  um  so  weniger  ist  die 
Drehung  der  Polarisationsebene  der  austretenden  Welle  von  der  Orientirung  der  Ebene 
%  abhängig.  Ist  l  so  klein,  dass  s*  gegen  1  vernachlässigt  werden  kann,  so  bleibt  die 
Drehung  unabhängig  von  jener  Orientirung.  In  diesem  Falle  ist  die  durch  parallele 
Aufschichtung  von  n  congruenten  Triaden  bewirkte  Drehung  »-mal  so  gross  als  jene 
der  einzelnen  Triade,  also  proportional  mit  der  Dicke  des  Präparates.  —  Die  Drehung 
in  Combinationen  von  3  oder  mehr  Blättchen  ist  abhängig  von  der  Wellenlänge  A.  Diese 
Abhängigkeit  lässt  sich  mit  grosser  Annäherung  durch  die  von  L.  Boltzhann  auf- 
gestellte Dispersionsformel  für  Quarz  (S.  506)  ausdrücken  (natürlich  mit  anderen  Zahlen- 
werthen  der  Co^fficienten),  und  zwar  um  so  genauer,  je  dünner  die  Blättchen  gewählt 
sind.  —  Je  mehr  die  Richtung  der  Fortpflanzungsrichtung  von  der  Normale  der 
Blättchen  abweicht,  um  so  mehr  verliert  sich  die  Erscheinung  der  Drehung. 

Aus  diesen  Thatsachen  folgt,  dass  man  bei  fortgesetzter  Verminderung  der 
Blättchendicke  zu  Combinationen  gelangen  muss,  d^ren  Dreh  Wirkung  mit  derjenigen 
des  Quarzes  qualitativ  übereinstimmt.  L.  Sohncke  zieht  daher  den  Schluss,  dass  die 
Sfnicfur  des  Quarzes  dem  Bau  jener  Glimmercombinationen  analog  sei.  * 

106.  Stellen  wir  uns  vor,  dass  auf  der  Strahlenfläche  des  Quarzes  in 
den  Endpunkten  der  Radien  der  zugehörige  Polarisationszustand  markirt 
werde,  so  erkennen  wir,  dass  jene  Fläche  weder  ein  Centrum  der  Symmetrie 
noch  Symmetrieebenen  besitzt  (S.  299),  während  jede  zur  Axe  der  Isotropie 
senkrechte  Gerade  eine  zweizählige  Symmetrieaxe  ist. 

Zur  Erläuterung   des   charakteristischen  Unterschiedes   zwischen   dem   optischen 
Drehungsvermögen  im  Quarz  und  in  magnetisch  aciiven  Substanzen  mögen  die  Fig.  285, 
284  dienen.  Der  Quarzkry stall  sei  linksdrehend.  Deuten 
wir  auf  zwei  zur  optischen  Axe  pp  senkrechten  Kreisen  a  4 

den  Drehungssinn    für  die   Fortpflanzungsrichtung  p     /  iv/'i^         ^''H^^  (-4-) 
resp.  p   durch  einen  Pfeil  n  an,  so  ist  für  die  so  ent-  ^^.^i-^         v*-,^*^ 

stehende  Fig.  285  jede  auf  pp   senkrechte  Gerade  o- 
eine  zweizählige  Symmetrieaxe.    Bezeichnen  wir  noch  r«'  ^ 

die  Lage  von  n  gegen  p  als  positiv  resp.  negativ,  je 

nachdem  ein  in  n  liegender  und  nach  dem  Mittelpunkte  ^  ..^.^^         /-"i""^ 

des  Kreises  hinsehender  Beobachter  die  Fortpflanzungs-      ("")t^    ^         \^    Jf  ^"^^ 
richtung  mit  der  ausgestreckten  linken  resp.  rechten  ♦ 

Hand  markirt,  so  erhalten  die  einander  entgegengesetzten  ^ 

Richtungen  p  und  p    dasselbe  Symbol  +  n.    Bilden  Fig.  284.        Fig.  285. 

wir  nun  die   analoge  Fig.  284  fiir  magnetisch  active 

Substanzen,  so  besitzt  dieselbe  ein  Centrum  der  Symmetiie  und  die  beiden  Richtungen 
p  und  p   erhalten  die  Symbole  +  n  und  —  rr. 

107.  Ausser  Quarz  besitzen  folgende  Krystalle  mit  einer  Axe  der  Isotropie 
ein  optisches  Drehungsvermögen. 


*  Eine  verwandte  Theorie  des  optischen  Drehungsvermögens  in  Krystallen  hat 
E.  Mallabd  entwickelt  (Ann.  des  mines  (7j  19,  256,  1881.  Compt.  rend.  92,  1155, 
1881.    Joum.  de  phys.  (1)  10,  479,  1881.    Trait^  de  crist.  2,  262,  305,  1884). 
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Uexagronal,  trapezo^driseh-tetartoMriseh. 

Zinnober^  RgS «  =  325^     (roth) 

Unterschwefelsaures  Kalium^  K^SgOg       ....       8,4  (D) 

„  Calcium^  CaS20e.4H20    .     .       2,1  (grün) 

Strontium^  SrS.Oe .  4HaO      .       1,8  ^  .,     ^  ^^^ 
Dlei^  PbS,0«.4H,0     ...       6,3  J  ^       ' 

Be7nü*  CjiHioOa 24,8  (Na) 

Matico-Stearopien^  G^^^fi 2      (Na) 

Hexagronal)  ogrdoSdrisch. 

Ueherjodsa%ircs  Natrium^  ^dJO^.^Kfi       .     .     .     23,3  (Na) 

Tetragronal,  trapezo^Sdriseh-hemiSdrlseh. 

^Schwefelsaures  Strychnin''  {C2^R,^^fi^)S^0s  .  ISU^O  a  =  9— 10^  (rotb) 
„  Aethylmdmniin^  \C2H.^,lL^'Si)I[ßO^  15,5 (Na) 

Kohlensaures  Quanidin^  (CH6Ng)2H2C03  ....  14,3  (Xa) 

Diacetylphenolphtalem^^  (C2oHi204)(C2H30)2   .     .     .  19,7  (Na) 

108.  H.  Marbaoh^^  entdeckte  1854,  dass  auch  die  in  der  teiartoedrischen 
Gruppe  des  regulären  Systems  krj^stallisirenden  Substanzen:  chlorsaures  Natrium, 
brmnsaures  Natrium,  essigsaures  Uranylnatrium  ein  optisches  Drehungsver- 
mögen besitzen.  Da  reguläre  Krystalle  optisch  isotrop  sind,  so  ist  auch  das 
DrehungsTermögen  nach  allen  Richtungen  dasselbe.  Die  Strahlenfläche  be- 
steht also  aus  zwei  concentrischen  Kugeln.  Marlrirt  man  an  den  End- 
punkten der  ßadien  den  Polarisationszustand,  so  erkennt  man,   dass  ein 

'  A.  Des  Cloizeaüx,  Compt.  rend.  JL4,  876,  909,  1857.  Ann.  des  mines  (5)  11. 
339,  1857.  Ann-  chim.  phys.  (3)  51,  361,  1857.  Pogg.  Ann.  102,  471,  1857.  - 
G.  TscHERMAK,  Min.  petr.  Mitth.  7,  361,  1886. 

«  C.  Pape,  Pogg.  Ann.  139,  224,  1870. 

'  G.  BoDLANDEB,  Ucb.  d.  opt  Drehungsvermögen  isomorpher  Mischungen  aus  deu 
Dithionaten  des  Bleis  und  des  Strontiums.  Inaug.-Dissert  Breslau  1882.  —  Pafs  und 
BoDLÄNDEB  bedienten  sich  zur  Bestimmung  des  Drehungsyermögens  der  von  B.  LCdtgc 
(Pogg.  Ann.  137,  271,  1869)  angegebenen  Methode. 

*  A.  Des  Cloizeaux,  Compt.  rend.  68,  308,  1869.  Pogg.  Ann,  187,  629,  1865*; 
141,  300,  1870.  —  J.  Martin,  N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil.-Bd.  7,  30,  1890. 

*  C.  HiNTZE,  Min.  Mitth.,  herausg.  von  Tscheruak  1874,  227. 

ö  P.  Groth,  Monatsber.  Berlin.  Akad.  1869,  140.    Pogg.  Ann.  137,  435,  1869. 

'  A.  Des  Cloizeaüz,  Compt  rend.  44,  909,  1857.  Ann.  des  mines  (5)  11,  340. 
1857.  Ann.  chim.  phys.  (3)  51,  864,  1857.  Pogg.  Ann.  102,  474,  1857.  —  J.  Mabtix 
a.  a.  0.  41. 

8  V.  voxv  Lang,  Sitaungsber.  Wien.  Akad.  65  (2),  80,  1872.  Pogg.  Ann.  US 
496,  1873. 

®  C.  Bodewig,  Pogg.  Ann.  157,  122,  1876.  —  J.  Mabtin  a.  a.  0.  26. 

^0  C.  Bodewig,  Zeitschr.  f.  Kryst  1,  72,  1877. 

'^  H.  Marbach,  Pogg.  Ann.  91,  482,  1854;  94,  412,  1855;  99,  451,  1856.  Compt. 
rend.  40,  793,  1855. 
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Contrum  der  Sj^mmetrie  uud  Symmetrieebenen  fehlen,  während  jeder  Durch- 
messer eine  Axe  der  Isotropie  ist. 

Linksdrehende  und  rechtsdrehende  Krystalle  von  chlorsaurem  Natrium 
lassen  sich  schon  an  ihrer  Form  von  einander  unterscheiden,  wenn  neben 
dem  Hexaeder  ä  =  {100),  dem  Dodekaeder  d^[\\0)  und  dem  Tetraöder 
o'=  (111)  ein  Pentagondodekaeder  p  auftritt:  an  einem  linksdrehenden 
Krystall  erscheint  links  von  d=l\0  die  Fläche  p  =  210,  an  einem  rechts- 
drehenden dagegen  rechts  von  d  =  110  die  Fläche  ^  =  120. 

Das  Drehungsvermögen  des  Chlorsäuren  Natrium  ist  für  verschiedene  Wellen- 
längen von  L.  SoHNCKE  ^  und  Ch.  E.  Güte  '  bestimmt  worden.  Nach  Güte  entsprechen 
der  Fraunhofer'schen  Linie  a  und  der  Linie  Cd  18  des  Cadmiumspektrums  die  Drehungs- 
winkel «  =  2,070«  und  14,727^ 

Nach  Mabbach  ist  für  gelbes  Licht: 

NaBiOg «  =  6,3* 

NaU0,(C,H30,)s    ....        =4. 

109.  Erfahruyigsgemäss  sind  die  Formen  der  Körper,  die  im  krystaUisirteu 
Zustande  ein  optisches  Drehungsvermögen  besitzen,  „gewendet^^,  (S.  19);  sie  be- 
sitzen keine  Deckoperationen  zweiter  Art,  welche  im  Allgemeinen  aus  der 
Verbindung  von  Drehungen  mit  Spiegelungen  hervorgehen  (S.  5).  Da  es 
aber  Krystalle  giebt,  welche  gewendete  Formen  und  doch  kein  Drehungs- 
vermögen zeigen,^  so  ist  die  Ursache  der  Bildung  einer  gewendeten  Form 
zwar  eine  nothwendige,  aber  keineswegs  die  einzige  Bedingung  für  das  Vor- 
handensein des  optischen  Drehungsvermögens. 


Absorption  des  Lichtes  in  Erystallen. 

HO.  Krystalle,  in  welchen  die  Absorption  so  gering  ist,  dass  sie  noch 
im  durchgehenden  Lichte  betrachtet  werden  können,  zeigen,  wie  aus  den 
Beobachtungen  an  planparallelen  Platten  im  senkrecht  einfallenden  und  im 
convergenten  polarisirten  Lichte  hervorgeht,  keine  merklichen  Abweichungen 
von  den  Gesetzen  über  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  den  Polari- 
sationszustand ebener  Wellen,  welche  für  vollkommen  durchsichtige  Krystalle 
gelten. 

In  Bezug  auf  die  Abhängigkeit  der  Absorption  von  der  Fortpflanzungs- 
richtung und  von  der  Orientirung  der  Polarisationsebene  ist  durch  quali- 
tative  Prüfungen    im    senkrecht  einfallenden  Lichte   von   D,   Beew^stee,* 


»  L.  SoHNCKE,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  3,  516,  1878. 

«  Ch.  E.  Guyb,  Compt  rend.  108,  848,  1889.    Arch.  sc.  nat.  (3),  22,  130,  1889. 

'  Z.  B.  Salmiak  und  Sylvin  (regulär,  plagiädrisch-hemi^drisch),  die  isomorphen 
Nitrate  von  Blei,  Barium  und  Strontium  (regulär,  tetarto^drisch),  die  in  der  hemi^drischen 
Gruppe  des  rhombischen  Systems  und  der  bemimorphen  Gruppe  des  monoklineu 
Systems  krystallisirenden  Körper. 

*  D.  Bbewsteb,  Edinb.  Phil.  Journ.  4,  348,  1817.    Phil.  Trans.  1819,  11. 
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W.  Haidinger  ^  (mit  Hülfe  der  dichroskopischen  Lupe^  u.  A.  festgestellt 
worden,  dass  si^  die  Absorption  einer  ebenen  Welle  in  einem  pleockroitiscfun 
KrystaU  nicht  ändert,  wenn  die  Polarisationsebene  ungeändert  bleibt.  Dieses 
Ergebniss  wird  bestätigt  durch  qualitative  und  quantitative  Bestimmungen 
vonH.  Begqueeel^  an  Krystallen,  deren  Absorptionsspektren  charakteristische 
Streifen  darbieten. 

Die  Fortpflanzungsrichtungen ;,  in  denen  Maxima  oder  Minima  der  Ab- 
sorption für  homogenes  Licht  stattfinden,  sind  in  optisch  einaxigen  Krystallen 
gegeben  durch  die  Axe  der  Isotropie  und  die  zu  ihr  senkrechten  Symmetrie- 
axen,  in  rhombischen  Krystallen  di^rch  die  mit  den  krystallographischen 
Axen  zusammenfallenden  optischen  Symmetrieaxen  X^,  X^,  Xj.  In  mono- 
klinen  Krystallen  besteht  eine  solche  Beziehung  nur  noch  für  die  auf  (010) 
senkrecht  stehende  optische  Sj^mmetrieaxe;  die  beiden  in  (010)  gel^nen 
Fortpflanzungsrichtungen  grösster  und  kleinster  Absorption  für  Wellen 
homogenen  Lichtes,  deren  Polarisationsebenen  auf  (010)  senkrecht  stehen, 
fallen  im  Allgemeinen  nicht  mit  den  Symmetrieaxen  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten zusammen  und  stehen  im  Allgemeinen  auch  nicht  auf 
einander  senkrecht.* 

111.  Zu  photometrischen  UntersuchuDgen  über  die  Abhängigkeit  der  Absorption 
ebener  Wellen  homogenen  Lichtes  von  der  Fortpflanzungsrichtung  und  der  Orientirung 
der  Polarisationsebene  ist  namentlich  das  SpekU^phot&meter  von  P.  Glan*  geeignet 
Die  Fig.  286—288  erläutern  eine  von  R.  Füess  in  Berlin  ausgeführte  Constraction 
dieses  Apparates,  der  sich  von  einem  gewöhnlichen  Spektrometer  durch  die  im  Be- 
obachtungsfemrohr F  und  im  Collimatorrohr  C  augebrachten  Attribute  unterscheidet 
Das  Fernrohr  enthält  einen  horizontal  verschiebbaren  ViBRORDT'schen  Ocnlarspalt  s 
(Fig.  28 6,  287),  so  dass  man  das  Spektrum  bis  auf  die  Region,  deren  Intensität  geprüft 
werden  soll,  abblenden  kann.  Der  verticale,  durch  zwei  symmetrisch  verschiebbare 
Platten  ss  gebildete  Spalt  S  des  Collimatorrohres  wird  durch  einen  schmalen  Metall- 
streifen t  (Fig.  288)  unterbrochen.  Das  von  einer  constanten  Petroleumflamme  aus- 
gehende Licht  gelangt  durch  den  Spalt  in  das  Rochon'sche  Prisma  R,  dessen  Haupt- 
schnitt  9fl  zum  Spalt  parallel  liegt,  und  darauf  in  das  drehbare,  mit  einem  Theilkreise 
T  versehene  Nicorsche  Prisma  y  (Fig.  287).  Das  durch  eine  Hälfte  des  Spaltes  ein- 
geti-etene  Licht  wird  durch  das  Prisma  R  in  zwei,  senkrecht  zu  einander  polarisirte 
und   nach   der   Längsrichtung   des  Spaltes    verschobene   Strahlenbündei  zerlegt.    Die 

*  Unter  den  zahlreichen  Abhandlungen  von  W.  Haidinoer  über  Pleochroismus  der 
Krystalle  in  Pogg.  Ann.  und  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  kommen  hier  namentlich  in 
Betracht:  Pogg.  Ann.  65,  1,  1845;  86,  131,  1852;  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  13,3, 
306,  1854. 

*  W.  Haidingeb,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  1,  70,  1848.  V.  von  Laxo,  Sitzungsber. 
Wien.  Akad.  82  (2),  174,  1880. 

*  H.  Becqüerel,  Ann.  chim.  phys.  (6)  14,  170,  257,  1888. 

*  Dies  ergiebt  sich  aus  den  Beobachtungen  von  H.  Laspeyrss  am  Piemontit  von 
Saint-Marcel  bei  Ivrea  (Zeitschr.  f.  Kryst.  4,  454,  1880)  und  von  W.  Ramsay  am  Epidot 
von  der  Knappenwand  im  Untersulzbachthal  (ibid.  13,  97,  1888). 

»  P.  Glan,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  1,  351,  1877.  —  E.  Ketteler  und  C.  PuLraiCH, 
ibid.  15,  837,  1882. 
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Verschiebung  der  Bündel  erfolgt  für  die  beiden  Spalthälften  in  entgegengesetstem 
Sinne,  so  dass  in  der  Aze  des  Collimatorrohres  ein  Bündel  der  oberen  Spalthälfte  an 
eines  der  unteren  angrenzt  Diese  beiden  dem  Centrum  zunächst  liegenden  Bündel 
werden  nun  nach  dem  Durchgänge  durch  das  NicoVsche  Prisma  spektral  zerlegt  durch 
das  Prisma  P  (Fig.  286).  Man  erblickt  daher  im  Beobachtungsfernrohre  zwei  an- 
einander grenzende  Spektren,  deren  Helligkeitsyerhältniss  von  dem  Winkel  a  abhängt, 
welchen  die  Polarisationsebene  9?  des  Nicorschen  Prismas  mit  dem  Hauptschnitte  SH 
des  Bochon'schen  Prismas  einschliesst. 


Fig.  286. 


Es  seien  ij  und  i  die  Intensitäten  der  beiden  aus  dem  Rochon*scheu  Prisma  aus- 
tretenden, parallel  und  senkrecht  zu  tfi  polarisirten  Strahlenbünde].  Das  NicoFsche 
Prisma  werde  in  die  Anfangsstellung  gebracht,  wo  i  verschwindet,  also  (92  9?)  =  0  ist, 
und  darauf  um  den  Winkel  ß  gedreht,  bis  die  beiden  Bilder  im  Beobachtungsfemrohr 
gleich  hM  erscheinen.     Dann  ist  (S.  303): 


(1) 


»1  6i  cos*  ß  =:  ib  sin*  ß. 


Hierin  bedeuten  \j  h  zwei  durch  die  Brechungen  und  Absorptionen  des  Lichtes  im 
Apparate  selbst  bedingte  Schwächungscoöfficienten;  ß  ist  wenig  von  45^  verschieden. 
Jetzt  werde  die  Intensität  des  von  der  einen  Spalthälfte  ausgehenden  Lichtes 
dadurch  geändert,  dass  vor  derselben  eine  planparallele  Krystallplatte  angebracht  wird. 
Dabei  soll  die  Polarisationsebene  ^'  einer  der  beiden  in  der  Richtung  der  Platten- 
normale  sich  fortpflanzenden  Wellen  mit  der  Spaltrichtung,  also  auch  mit  W,  zusammen- 
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fallen.    Um    wieder   zwei  gleich  helh  Bilder  «u  erhalten,  muss  man  dem  Nicorschtu 
Prisma  eine  andere  Stellung,  ()l'  91)  =  ^,  geben.     Dann  wird: 

(2)  t, '  J,  C08* ß'^ib ein*  ß' ; 

folglich  ist  das  Verhältniss: 

^  =  tan«/?' cot V. 

^[an  drehe  nun  die  Kry stallplatte  um  % . 
&o  dass  die  Polarisationsebene  f)"  die  Ridi- 
tung  von  9?  annimmt.  Dann  erhült  man  il 
analoger  Weise  das  Verhältniss: 

*!    =tan»^"cot«f^. 


Fig.  2S7. 


Fig.  288. 


Endlich  lässt  sich  das  Verhältniss  t , ' :  t, "  direc: 
S  dadurch  ermitteln,  dass  man  beide  Spalthälftec 

durch  die  Krystallplatte  in  der  Stellung  be- 
deckt, wo  ^'  parallel  91  liegt. 

112.  Hat  mau  die  Winkel  ß,  ß\  ß"  und 
die  Plattendicke  L  gemessen,  so  kann  man 
die BuüSEy' sehen Extinctionscoe[ficienfen *  o. o 
der  beiden  in  der  Richtung  der  Flattennormah 
sich  fortpflanzenden  Wellen  berechnen  nach 
den  Relationen: 


III. 


^  =  10 


,-«'L 


V  =  10—' 


,-a"X. 


H.  BuNSEN  und  H.  Roscoe,  Pogg.  Ann.  101,  285,  1857. 
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Hierin  bedeuten  Ija   und  1/«"  die  Plattendicken,  bei  welchen  die  Intensität  des  ein- 
fallenden Lichtes  auf  Vio  ihres  ursprünglichen  Betrages  herabgemindert  wii'd. 

Die  Gleichungen  III  folgen  aus  dem  Satze,  dass  die  Intensität  des  austretenden 
Lichtes  derjenigen  des  einfallenden  proportional  ist: 

di,' 

folglich: 

lognat^-  =-i>Z,      ^  =  e-^^  =  lO-^^•«•f^ 
und  demnach: 

a'«^logc  =  -j}o^jr' 

Ist  insbesondere  a'Z  =  1,  so  ergiebt  sich  hieraus  »\  =  lO.»/. 

113.  Im  Folgenden  wird  als  Mass  für  die  Absorption  der  von  A.  Cauchy  ein- 
geführte Ahsorptionsco'efßcient  benutzt  werden,  dessen  Definition  sich  aus  folgender 
Ueberlegung  ergiebt.  Eine  senkrecht  auf  die  Krystallplatte  einfallende  Welle  pflanzt 
sich  in  der  Platte  so  fort,  dass  die  Elongationen  zur  Zeit  t  gegeben  sind  durch: 


*<'8in 


H'-f)- 


Hierin  bedeuten  q  den  von  der  Eintrittsfläche  an  zurückgelegten  Weg,  a  die  beim 
Eintritt  stattfindende  Amplitude,  q  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welle  in  der 
Platte,  X  den  Absorptionsindex ,  von  welchem  die  Geschwindigkeit  der  Intensitäts- 
verminderung abhängt.  Femer  ist  2nT  gleich  der  Schwingungsdauer  1,  Der  Quotient 
X  q  besitzt  eine  einfache  Bedeutung;  bezeichnet  man  nämlich  die  Amplitude  der  aus 
einer  Platte  von  der  Dicke  Eins  austretenden  Welle  mit  a,  so  ist: 

X 

a^ae    '  Q 
folglich: 

X         ,  .  a 

—  =  T  log  nat  —  . 

Es  bedeute  nun  l^  die  Wellenlänge  im  Inneren  der  Platte,  n  den  auf  das  äussere 
Mittel  bezogenen  Brechungsindez,  so  ist: 

X    ^  2nx       2nxn 
T  q         Xi  XiU 

Das  Product  aus  dem  Absorptionsindex  x  und  dem  Brechungsindez  n  ist  der  Ahsorptions- 
co'ejyicient y  xn  =  s.  Um  die  Beziehung  desselben  zu  dem  Extinctionscoöfficienten  o  zu 
bestimmen,  bezeichnen  wir  die  Intensitäten  der  einfallenden  und  der  aus  einer  Platte 
von  der  Dicke  Eins  austretenden  W^elle  mit  i  und  i'.    Alsdann  ist: 

2» 


folglich: 


•  •^q  =  ie    ^, 


a     _  2x  _  471  * 
^  ^  löge  ""  Tq  ""  X^n  * 


114.   Nach  der  von  W.  Voigt  ^  entwickelten  Theorie  der  Absorption 
des  Lichtes  in  Krystallen  gelten  folgende  Qesetxs  über  die  Abhängigkeit  des 

*  W.  Voigt,  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen  1884,  337.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  23, 
577,  1884.    N.  Jahrb.  f.  Min.  1885,  1,  119- 
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Absorptionsindex  von  den  Richtungen  der  Fortpflanzung  und  Polarisation  in 
schwach  absorbirenden  Kry stallen. 

In  gewöhnlichen  einaodgen  Kiystallen  sind  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten zweier  Wellen,  deren  Normale  Q  mit  der  optischen  Axe  den  Winkel 
u  einschliesst,  nach  S.  307  gegeben  durch: 

flo==  ^»    fl«^  =  ^*  ^^s*  w  +  c*  sin'  u. 

Die  zugehörigen  Absorptionsindices  sind  bestimmt  durch: 

rt  G^        c\  ^«  cos'  u-^  0,  Bin'  u 

«0*  «0*  coß*  M  +  c*  sin'  u 

Aendert  sich  q^  nur  wenig  mit  dem  Winkel  w,  wie  bei  der  überlegenden 
Mehrzahl  der  einaxigen  Krystalle,  so  kann  man  an  Stelle  von  o  und  c  eine 
constant«  mittlere  Geschwindigkeit  m  einfuhren,  so  dass  in  dieser  An- 
näherung das  Gesetz  der  Absorption  dargestellt  wird  durch: 


2tx,  =  ^ 


ST*' 


c  c 

2  T  x^  =  — J  cos*  U  +  -I  sin*  w. 

nrnt.innsiTidpY  x  dpr  ordftTitlichp 


Je  nachdem  der  constante  Absorptionsindex  x^  der  ordentlichen  Wellen  kleiner 
oder  grösser  ist  als  der  Hauptabsorptionsindex  Cj 2t  m^  der  ausserordentlichen 
Wellen  (für  u  =  90^),  wird  \  mit  wachsenden  Werthen  von  u  wachsen  oder 
abnehmen.  Die  Quadratwurzeln  x^  werden  stets  dargestellt  durch  die  Radien 
eines  Ovals  mit  den  Halbaxen  mV^tJC^  und  ml/2r/(7^  in  den  Richtungen 
parallel  und  senkrecht  zur  optischen  Axe.^ 

Wird  in  einem  zweiaxigen  Krystall  eine  Wellennormale  Q  bestimmt, 
einmal  durch  ihre  ßichtungscosinus  q^,  q^,  q^  in  Bezug  auf  die  Symmetrie- 
axen  X^,  X^  Xg,  andererseits  durch  ihre  Neigungen  w,  v  gegen  die  optischen 
Axen  A,  A\  so  sind  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  q^,  q,  der  zuge- 
hörigen Wellenebenen  nach  S.  322  und  334  gegeben  durch: 

oder  durch: 

q,'  =  a,*  +  (a3*-a,*)sin*^ 

q2^  =  a,2  +  {a3^-a,«)sin2^^ 

Analog  können  die  Absorptionsindices  der  beiden  Wellen  in  zwei  Formen 
dargestellt  werden.  AVir  betrachten  zunächst  rhombische  Krystalle,  in  denen 
die  Sjmmetrieaxen  der  Absorption  Sj,  S2,  S3  mit  X^,  X^^  X^  zusammenfallen. 
Dann  hängen  die  Absorptionsindices  für  jede  Wellenlänge  von  den  Hanpt- 


^  Die  photometrischen  Beobachtungen  von  P.  Schwebbl  an  verschieden  orientirten 
Platten  von  Turmalin  sind  zur  Prüfung  der  Theorie  nicht  geeignet,  da  das  benutete 
Material  nicht  hinreichend  homogen  war  und  die  Werthe  der  Brechungsindices  nicht 
ermittelt  wurden  (Zeitschr.  f.  Kryst.  7,  153,  1882). 
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lichtgeschwindigkeiten  Qj,  a,,  a,  und  drei  Comtanim  C„  Cg,  Cg  in  folgender 
"Weise  ab.    Setzt  man: 

und  bildet  man  die  analogen,  durch  cyclisehe  Vertauschung  der  Zeiger  i,  2, 3 
entstehenden  Ausdrücke,  so  sind  die  Absorptionsindices  x-^,  Xj  der  beiden  in 
der  Bichtung  Q  sich  fortpflanzenden  Wellen  gegeben  durch: 

^^*i  -  ?,««„  +  ft'X,  +  g.'8l.. '    ^*»  ~  g.'a«  +  ?,'««  +  ?.'«« ■ 
Insbesondere  erhalten  wir  für  die  Richtungen  derSymmetrieaxen  (vgl.S.  318): 


(1) 


^1 


X, 


gl  g»  g» 


100 
010 
001 


qi 

2t  X, 

q. 

2 IX, 

02 

Ol 
Ol 

eis 

Oj 

Ferner  ist  ersichtlich,  däss  eine  Wellenebene  von  constanter  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, deren  Polarisationsebene  unveränderlich  ist  (S.  328),  auch 
ihren  Absorptionsindex  nicht  ändert.  Es  ergiebt  sich  z.  B.  für  eine  in  der 
Sjmmetrieebene  X^X^  fe  =  0)  gelegene  Wellennormale: 


(2) 


2tx  = 


C, 


~2> 


2rx  = 


je  nachdem  die  Polarisationsebene  parallel  oder  senkrecht  zu  X^  X^  liegt. 
Bezeichnet  man  jetzt  den  Ausdruck: 

(o,«-a.')8m'-2    «'"'-ä-LsTir-af*''"''    2  '  +  5?::^? ""«  "H 

+  Ci  cos'  — — -  sin'  — 2 Cg  sin«  — ^  -  cos*  — g— 

mit  M^  resp.  Mg,  je  nachdem  die  oberen  oder  die  unteren  Vorzeichen  gelten, 
und  den  Ausdruck: 

Qs»  sm»  -^  +  a,»  cos«     J    J  |^cos*  -^ cos*  -g— J 

mit  Ni  resp.  Ng,  so  nehmen  die  Werthe  der  Absorptionsindices  Xj,  Xg  folgende 
Gestalt  an: 


IL 


Wie  aus  2.  und  II.  hervorgeht,  pflanzt  sich  in  einem  schwach  absorbireu- 
den  Krystall  in  der  Richtung  einer  optischen  Axe  allerdings  nur  eine  einzige 
WeUe  mit  der  Geschwindigkeit  Og  fort,   wie  in  einem  vollkommen  durch- 
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sichtigen  Krystall;  allein  der  Absorptionsindex  x  dieser  Welle  ändert  sich 
mit  der  Polarisationsrichtiing,  die  eine  ganz  beliebige  sein  kann  (S.  342, 
Fig.  166).  Hierdurch  werden  die  im  convergenten  Lichte  in  der  TJmgebuiij 
dieser  Axe  auftretenden  charakteristischen  Erscheinungen  bedingt. 

Betrachten  wir  eine  Wellennormale  Q,  welche  mit  der  optischen  Aie  J 
den  gegen  {AA')  =  2V  kleinen  Winkel  {QA):=u  einschliesst.  Setzt  man 
den  Winkel  (X^AQ)  =  ip,  so  ist: 

(0^')  =  V  =  2  F  -  wcos  v, 
und  aus  II.  folgt  unter  Vernachlässigung  der  Quadrate  von  u; 

C,  cos'  r  +  C,  sin*  F       s  V   .    ^i    •  •  V 
^^^  ^  Ci  cos«  F  +  Ca  sin«  F   .  ,y       C,       ^tp 

Demnach  sind  die  Absorptionsindices  in  jener  Richtung  Q  nur  abhängig  tou 
xpf  d.  h.  von  der  Orientirung  der  Verbindungsebene  QA,  nicht  aber  von  der 
Neigung  {QA).  Beschreibt  die  Wellennormale  Q  einen  engen  Kreiskegel 
um  die  optische  Axe  A  in  einem  bestimmten  Bewegungssinne  von  der 
Ebene  X^  X^  aus  bis  in  diese  Ebene  zurück,  so  ändert  sich  x,  in  derselben 
Weise  wie  x^  bei  dem  entgegengesetzten  Drehungssinne. 

Für  die  optische  Axe  selbst  werden  die  Ausdrücke  (3)  unbestimmt,  weil 
tfj  seine  Bedeutung  verliert;  aber  aus  (2)  folgt: 

(4)  2Tx  =  ;^*i,    2rx  =  ;^,cos2F+ -%sin«F=K, 

u^  Uj  Ci^ 

je  nachdem  die  Polarisationsebene  parallel  oder  senkrecht  zu  X^X^  liegt 

Vor  allem  interessiren  uns  die  besonderen  Fälle,  wo  in  (3)  das  erste 
oder  das  zweite  Glied  so  bedeutend  an  Grosse  überwiegt,  dass  entweder 
C3  =  0  oder  C\  =  C3  =  0  gesetzt  werden  kann. 

a.  Erföhrt  die  in  der  Ebene  der  optischen  Axen  sich  fortpflanzende 
und  parallel  zu  dieser  Ebene  polarisirte  Welle  (q  =  Qg)  nur  eine  unmerkliche 
Absorption  (Cg  =  0),  so  ist: 

2rXi  =  Kcos«|,     2rx,  =  Ksin»^. 

In  diesem  Falle  erhalten  wir  für  die  Richtung  einer  optischen  Axe: 

x  =  0,     2tx=:K, 
je  nachdem  die  Polarisationsebene  parallel  oder  senkrecht  zu  X^  X^  liegt. 

b.  Wird  dagegen  die  in  der  Ebene  der  optischen  Axen  sich  fort- 
pflanzende und  senkrecht  zu  dieser  Ebene  polarisirte  Welle  (q*==ai*^3*+a3*?i^ 
nur  unmerklich  absorbirt,  so  ist: 

2rxi  =  Ksin2^,     2rx2  =  Kcos2|, 
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und  insbesondere  in  der  Richtung  einer  optischen  Axe: 

2tx  =  K,     x  =  0, 
je  nachdem  die  Polarisationsebene  parallel  oder  senkrecht  zu  X^X^  liegt.* 

Stellt  man  die  Wei-the  der  Absorptionsco^fficienten  p^j/q^  und  x^/c^^ 
geometrisch  durch  Strecken  dar,  die  von  einem  gemeinsamen  Anfangspunkte 
aus  wie  die  zugehörigen  Wellennormalen  gerichtet  sind,  so  erfüllen  die 
Endpunkte  eioe  zweischalige,  der  Normalenfläche  (S.  326)  analog  gestaltete 
Oberfläche  der  Absorptionscoefficienten,  deren  Schalen  indessen,  wie  P.  Drude  ^ 
gezeigt  hat,  nicht  nur  in  einzelnen  Punkten,  sondern  längs  gewisser  Curren- 
stücke  zusammenhängen.  Es  giebt  also  in  schwach  absorbirenden  Kiystallen 
nur  zwei  Axen  gleicher  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  (optische  Axen),  aber 
eine  continuirliche  Reihe  von  Axen  gleicher  Absorption^  welche  in  rhombischen 
Krystallen  symmetrisch  zu  einer  der  drei  optischen  Symmetrieebenen  an- 
geordnet sind;  diese  Ebene  fallt  im  Allgemeinen  nicht  mit  der  Ebene  der 
optischen  Axen  zusammen. 

P.  Dbudb  hat  ferner  nachgewiesen,  dass  in  einem  Krystall  des  mono- 
klinen  Systems  die  Oberfläche  der  Absorptionscoefficienten  für  homogenes 
Licht  nur  noch  eine  Symmetrieebene  parallel  (010)  und  eine  zweizählige 
Symmetrieaxe  in  der  Richtung  der  Normale  von  (010)  besitzt.  In  Folge 
hiervon  stehen  diejenigen  in  (010)  gelegenen  Fortpflanzungsrichtungen,  in 
denen  die  Absorption  der  senkrecht  zu  (010)  polarisirten  Wellen  ein  Maxi- 
mum resp.  ein  Minimum  erreicht,  im  Allgemeinen  nicht  mehr  auf  einander 
senkrecht.' 

In  einem  iriklinen  KQrstall  ist  die  Oberfläche  der  Absorptionscoefficienten 
nur  noch  centrisch  symmetrisch. 

115.  Zur  Beobachtung  der  Erscheinungen,  welche  planparallele  Platten 
schwach  absorbirender  Krystalle  im  convergenten  Lichte  darbieten,  eignet  sich 
unter  den  auf  S.  450 — 455  beschriebenen  Apparaten  vor  allem  das  Mikro- 
skop von  R.  FuEss,  an  welchem  man  leicht  Polarisator  und  Analysator 
während  der  Beobachtung  aus-  und  einschalten  kann. 

Optiseta  elnsxlge  Krystalle. 

Als  Repräsentanten  der  beiden  auf  S.  524  unterschiedenen  Typen  seien 
Magnesiumplatincyaniir^  und  iJinkeUQihigeT  Turmcdin^  gewählt  Wir  benutzen 


*  In  jedem  Falle  erhält  man  die  Werthe  x  für  die  Richtung  einer  optischen  Axe 
ans  den  allgemeinen  Ausdrücken  durch  die  Substitution  y^  =  n. 

«  F.  Dbude,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  82,  584,  1887;  40,  665,  1890. 

^  Dieses  Ergebnias  befindet  sich  in  Uebereinstimmung  mit  den  Beobachtungen 
von  W.  Bamsay  am  Epidot  (Zeitschr.  f.  Kryst.  13,  97,  1887).  Vgl.  F.  Drude,  ibid. 
13,  574,  1887. 

*  E.  Bebtrand,  Bull.  soc.  min.  de  France.  2,  67,  1879;  Joum.  de  phys.  8,  227, 
1879.  —  E.  LoMMEL,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  9,  108,  1980. 

*  Th.  LiBBiscH,  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen  1888,  202. 
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zunächst  dünne,  zur  optischen  Axe  senkrechte  Platten  und  setzen  voraus,  da-- 
Magnesiumplatincvanür  im  blauen  Lichte  betrachtet  werde. 

Fällt  natürliches  Licht  auf  die  Platte,  so  erblickt  man  nach  Au- 
Schaltung  des  Analysators  im  Centrum  des  Gesichtsfeldes  einen  kellen  rt>p. 
dunklen  Fleck.  Ist  das  einfallende  Licht  geradlinig  polarisirt  nach  ^.  >< 
tritt  ein  Absorptionsbüschelpaar  senkreckt  resp.  imraM  zur  Polarisationsebeut 
$  auf.  Schaltet  man  auch  noch  den  Analysator  ein,  so  erscheinen  zfh 
dunkle  Absorptionsbüschelpaare  senkrecht  resp.  parallel  zu  den  Polarisations- 
ebenen ?ß  und  8(,  während  in  der  Richtung  der  optischen  Axe  nach  wie 
vor  Helligkeit  resp.  Dunkelkeit  herrscht.  Nur  wenn  ^  und  81  gekreuzt  stehet, 
ist  auch  bei  Magnesiumplatincyanür  der  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes  toII- 
kommen  dunkel;  die  nächste  Umgebung  desselben  erscheint  aber  immer 
noch  bedeutend  heller  als  der  ganze  übrige  Theil  des  Gesichtsfeldes. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  eme  sehr  dünne  Platte  von  Magnesiumplatincffanür  bls'>e 
ausserordentliche  Strahlen  nicht  mehr  durchlftsst,  wenn  die  Einfallswinkel  derselben 
einen  gewissen  kleinen  Werth,  der  von  £.  Lommbl  zu  2°  bestimmt  vnirde,  überscfareitt  n: 
dagegen  werden  die  ordentlichen  blauen  Strahlen  durchgelassen.  —  Betrachtet  mac 
die  Platte  im  weissen  Lichte  sswischen  gekreuzten  Nicols,  so  erblickt  man  das  aut 
Taf.  IX,  Fig.  1,  2  dargestellte  Interferenzbild.  Dasselbe  erscheint  vorwiegend  in  der 
purpurrothen ,  dem  Krystall  eigenthümlichen  Färbung.  Im  Centrum  tritt  ein  blauem 
Feld  auf.  Dreht  man  den  Analysator  um  45^  oder  um  90^,  so  entspricht  das  Inter- 
ferenzbild  den  Figuren  3,  4  auf  Taf.  II  mit  der  Modification,  dass  die  hellen  Feldt-r 
auf  der  rechten  und  linken  Seite,  durch  welche  die  von  vom  nach  hinten  gerichtete 
Polarisationsebene  des  feststehenden  Polarisators  nicht  hindurchgeht,  eine  mehr  oraao^- 
rothe  Färbung  annehmen. 

Da  die  Absorptionsbüschel  an  basischen  Turmalinplatten  erst  im  stark  coa- 
vergenten  Licht  und  nur  an  der  Peripherie  des  Gesichtsfeldes  wahrgenommen  werden 
können,  liegt  es  nahe,  die  Erscheinung  an  Platten,  die  zur  optischen  Axe  geneigt  siud. 
weiter  zu  vei*folgen.  Schliffe  nach  einer  Flüche  des  Rhombo€ders  B  aus  einem  blau 
durchscheinenden  Krystall  bieten  im  natürlichen  Lichte  einen  auffallenden  Contrast 
der  Färbung  in  der  durch  den  Hauptschnitt  des  Schliffes  gegebenen  Richtung  dar. 
Derjenige  Theil  des  Gesichtsfeldes,  welcher  der  Spur  der  optischen  Axe  am  nächsten 
liegt,  wird  von  einem  blauen  oder  blaugrauen  Fleck  erfüllt,  der  am  Rande  des  Feldes 
am  dunkelsten  ist  und  allmählich  in  die  violettgraue  Färbung  der  gegenüberliegenden 
Seite  verläuft.  Lässt  man  polarisirtes  Licht  einfallen  und  dreht  man  die  Platte  in 
ihi*er  Ebene,  so  tritt,  wenn  der  Hauptschnitt  zur  Polarisationsebene  $  parallel  steht. 
in  dem  der  Spur  der  optischen  Axe  abgewendeten  Theile  des  Gesichtsfeldes  ein  sehr 
scharf  ausgeprägtes  Absorptionsbüschel  parallel  zur  Ebene  $  hervor,  welches  nadi 
dem  gegenüberliegenden  dunklen  Fleck  hin  breiter  und  schwächer  wird.  Das  Büschel 
folgt  einer  Drehung  der  Platte  aus  dieser  Stellung  und  tritt  erst  vollständig  aus  dem 
Gesichtsfeld  heraus,  wenn  der  Betrag  der  Drehung  ca.  45^  nach  der  einen  oder  der 
anderen  Seite  überschreitet.  Liegt  der  Hauptschnitt  senkrecht  zu  %  so  ist  die  Färban^ 
des  Gesichtsfeldes  dieselbe  wie  im  natürlichen  Lichte.  Wird  ein  drehbarer  Analy- 
sator eingeschaltet,  so  beobachtet  man  je  nach  den  Winkeln,  welche  der  Hauptsohnitt 
mit  $  imd  ^  bildet,  zwei  Büschel,  ein  Büschel  oder  ein  von  Büscheln  freies  Ge- 
sichtsfeld. Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn  $  und  91  senkrecht  zum  Hauptsohnitt 
stehen.  Zur  Beobachtung  dieser  Erscheinungen  empfiehlt  es  sich  etwas  dickere  Schlißt' 
zu  benutzen,  damit  die  Ringsysteme  auf  dem  um  die  Spur  der  optischen  Axe  aus- 
gebreiteten dunklen  Fleck  nicht  zum  Vorschein  kommen.  —  Platten,  deren  Begrenzungs- 
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ebenen  parallel  but  optischen  Axe  liegen,  zeigen  im  natOrlichen  Lichte  auf  dunkel- 
blauem Felde  einen  hellviolettgranen,  zur  Axe  senkrechten  Streifen.  Das  Gesichtsfeld 
erfuhrt  kerne  Veränderung,  wenn  polarisirtes  Licht  einigt,  und  die  Platte  in  die 
Stellung  gebracht  wird,  dass  die  Richtung  der  optischen  Axe  auf  der  Polarisationsebene 
$  senkrecht  steht  Dagegen  erscheint  die  ganze  Platte  dunkel,  wenn  der  Hauptschnitt 
derselben  zu  $  parallel  läuft,  da  alsdann  ein  Büschelpaar  auf  jenen  Streifen  föUt 
Dreht  man  nun  die  Platte  ein  wenig  aus  dieser  Lage,  so  bemerkt  man  sofort  die  aus 
einander  tretenden  Büschel  auf  dem  helleren  Streifen. 

Die  Absorptionsphänomene  an  Platten  senkrecht  zur  optischen  Axe  erklären  sich 
in  folgender  Weise.  ^  Es  seien  bezeichnet  die  Dicke  der  Platte  mit  L,  der  Haupt- 
schnitt einer  gegen  die  Plattennormale  wenig  geneigten  Wellennormale  Q  mit  ^,  die 
Winkel  ($C))  und  (tSt^)  mit  oc  und  ^,  die  Amplitude  der  einfallenden  Welle  mit  a. 
Dann  sind  die  Amplituden  der  austretenden,  parallel  und  senkrecht  zu  ^  polarisirten 
Wellen: 

worin  die  Absorptionsindices  x^,  x^  die  auf  S.  524  angegebenen  Werthe  haben  und 
^^a  X/to,  l^ss  Zljq^  gesetzt  ist  Demnach  ist  die  Intensität  des  Lichtes  an  der  Stelle 
des  Gesichtsfeldes,  wo  die  Spur  jener  Wellen  auftritt,  nach  S.  447,  477  in  erster  An- 
näherung proportional: 

(1)  A*  »  a>  [cos»  a  cos»  ß  c-^o*o  +  Bin»  a  mn^ß  e-  *"«*• 

+  2  sin  a  sin  ^  cos  a  cos  (i?  cos  2  71  -r-  ^^  ^****  +  »« W   . 

Ist  die  Platte  einem  Erystall  des  er%ten  T3rpus  {C^^  CJ  entnommen,  so  wächst 
der  Absorptionsindex  der  ausserordentlichen  WeUe  x«  mit  der  Neigung  %  der  Wellen- 
normale  Q  gegen  die  optische  Axe.  In  Folge  hiervon  werden,  auch  wenn  dieses  An- 
wachsen nicht  besonders  rasch  erfolgt,  lediglich  wegen  der  Natur  der  Exponential- 
factoren,  die  beiden  Ton  x.  abhängigen  Glieder  schon  für  kleine  Winkel  u  unmerklich, 
so  dass  alsdann; 

(2)  A»  »  a»  cos» a  cos» ße^^*^ *• 

ist  Hierin  tritt  r  nicht  mehr  auf;  demnach  fehlen  in  dem  IhterferCnzbilde  Cnrven 
gleichen  Gangnnterschiedes.  Die  Intensität  wird  NuH,  wenn  a  oder  ß  =s  90^  ist;  folg- 
lich treten  dunkle,  zu  den  Polarisationsebenen  $  und  91  senkrechte  Balken  auf.  Die 
Spur  der  optischen  Axe  erscheint  nwr  bei  gekreuzten  Nicols  dunkel,  da  für  x^^  x«  die 
beiden  letzten  Glieder  in  (1)  nickt  verschwinden. 

Wird  jetzt  der  Polarisator  ausgeschaltet,  so  ist  die  Intensität  proportional  dem 
Ausdruck,  welchen  man  aus  (2)  erhält,  indem  man,  emer  sehr  sdmellen  Botation  des 
Polaxisators  entsprechend,  den  Mittelwerth  für  alle  mögliclien  Winkel  a  bildet: 

(3)  A»=  ^cos»|9c-"**o'». 

Die  Intensität  ist  also  Null  für  ^  =s  90^;  hierdurch  erklärt  sich  das  zur  Polarisations- 
ebene %  senkrechte  Absorptionsbüschelpaar.  Die  Spur  der  optischen  Axe  erscheint 
ans  dem  soeben  angeführten  Grunde  hell. 

Entfernt  man  auch  noch  den  Analysator,  so  ist  in  (3)  für  alle  Winkel  ß  das 
Büttel  zu  nehmen: 

(4)  A»=j^-»»«*S 


»  W.  VoiOT,  a.  a.  0. 
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die  BQflchel  yenchwinden,  und  es  bleibt  nur  ein  hellerer  Fleck  um  die  iSpor  der 
optischen  Axe  hemm. 

Gehört  der  Kiystall  dem  zweiten  Typus  {C^>  C«)  an,  so  ist  x^  gross  und  «^  nimmt 
ab,  wenn  der  Winkel  u  wächst.  Demnach  herrscht  in  der  Spur  der  optuchoi  Axe 
stets  Dunkelheit  Erst  in  einiger,  möglicherweise  liemlich  bedeutender  Entfemuqg 
nimmt  das  zweite  Glied  in  (1): 

(2  ♦)  A"  =  a«  sm«  a  sin«  ß  «-  *»«'• 

merkliche  Werthe  an.    Hierdurch  ist  das  Auftreten  der  zu  $  und  %  parallelen  Bfischd- 
paare  («  =  0,  /?  =  0)  bedingt. 

Optisch  swelaxige  Krystalle. 

Das  Auftreten  von  Absorptionsbüscheln  an  optisch  zweiaxigen  Erjstallen 
wurde  von  D.  Bbewsteb  (1818)  entdeckt.^  Später  hat  W.  Haidingsb  die 
charakteristischen  Merkmale  der  beiden  auf  S.  526  unterschiedenen  Typen 
erkannt* 

Eine  Platte,  deren  Begrenzungsebenen  annähernd  senkreohi  im  emer 
opHsekm  Axe  stehen,  zeigt  im  natürlichen  Lichte  ohne  Analysator  ein  dunkles 
Büschelpaar  normal  zur  Ebene  der  optischen  Axen;  die  Spur  jener  Axe  selbst 
ist  hell.'  —  FäUt  geradlinig  polarisirtes  Licht  auf  eine  Plätte  aus  einem 
Kry stall  des  ersten  Typus,  so  erblickt  man,  wenn  die  Polarisationsebene  $ 
parallel  zur  Spur  S  der  Ebene  der  optischen  Axen  liegt,  dunkle  Büschel 
normal  zu  @  und  ein  helles,  jener  Ebene  paralleles  Feld  (Taf.  IX,  Fig.  3); 
steht  dagegen  die  Ebene  ^  senkrecht  zu  S,  so  erscheinen  dunkle  Büschel 
sowohl  normal  als  parallel  zur  Ebene  der  optischen  Axen,  die  Spur  der  Axe 
selbst  ist  dunkel.  Eine  Platte  aus  einem  lürystall  des  xweUm  Typus  yerhält 
sich,  falls  die  Ebene  der  optischen  Axen  parallel  resp.  senkrecht  zur  Polari- 
sationsebene des  Polarisators  liegt,  ebenso  wie  eine  Platte  des  ersten  TypoS; 
wenn  @  senkrecht  resp.  parallel  zur  Ebene  $  ist.  —  Schaltet  man  den 
Analysator  in  paralleler  Stellung  zum  Polarisator  ein,  so  ist  das  Bild  im 
Wesentlichen  identisch  mit  dem  soeben  beschriebenen.  —  Befinden  sich 
Polarisator  und  Analysator  in  gekreuzter  Stellung,  so  erscheint  neben  dem 
zu  S  normalen  Absorptionsbüschelpaar  ein  dunkler  Balken,  die  auf  S.  482 
beschriebene  Isogyre.  In  der  Normalstellung  der  Platte,  wo  die  Spur  S 
parallel  zu  $  oder  9t  ist,  liegen  die  Büschel  senkrecht  zu  diesem  Balken 
(Taf.  IX,  Fig.  4).  Dreht  man  dann  die  Platte  in  ihrer  Ebene,  so  schreitet 
der  in  entgegengesetzter  Richtung  sich  bewegende  dunkle  Balken  über  die 
in  jeder  Lage  der  Platte  zu  (£  normalen  Büschel  fort. 


^  D.  Bbewstbb,  PhU.  Trans.  1,  11,  1819.    Edinb.  Phil.  Joum.  2,  341,  1S20. 

'  W.  H^miNOEB,  SiüBongsber.  Wien.  Akad.  13 »  816,  1854.  —  A.  Bssnir,  Ann« 
chim.  phys.  (5)  15,  896, 1878.  BoU.  soc.  min.  de  France.  2,  54, 1879.  Joum.  dephys. 
8,  217,  1879.  Zeitschr.  f.  Kryst  8,  449,  1879.  —  Th.  Libbibch,  Nachr.  Ges.  d.WiM.' 
Göttingen  1888,  202. 

'  Diese  Erscheinnng  ist  schon  mit  blossem  Ange  beqnem  zn  beobachten  an 
Platten  von  Andalnsit  (Brasilien)  nnd  Spaltungsplatten  von  Epidot  (UntersulsbachtfasI) 
nach  ilfa(001),  wenn  man  durch  diese  Platten  nach  einer  hell  beleuchteten  Flftche  blickt 
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Um  an  einer  zw  ersten  MitteUime  senkrechten  Hatte  den  Verlanf  der  Ton  den 
optischen  Azen  ausgehenden  Abflorptionsb0schel  zu  verfolgen,  muss  man  so  stark  con- 
vergentes  Licht  anwenden,  dass  die  Spuren  der  optischen  Azen  möglichst  weit  inner- 
halb des  Gesichtsfeldes  liegen.  Ein  f&r  den  Nörremberg'schen  Polarisationsapparat 
geeignetes  Prftparat  bieten  Spaltungsplatten  Ton  Miucovit  (Monroe,  Orange  Co.,  New 
York;  Acworth,  New  Hampshire)  dar.  Steht  die  Spur  (S  der  Ebene  der  optischen 
Axen  senkrecht  zur  Polarisationsebene  $  des  einfallenden  Lichtes,  so  erblickt  man 
nach  Ausschaltung  des  Analysators  die  beiden  zu  d  normalen  Büschelpaare,  während 
die  Spuren  der  Azen  selbst  hell  erscheinen.  Demnach  gehört  Muscovit  dem  zweiten 
Typus  an. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  eine  Uebersicht  optisch  zweiaziger  Körper,  an  denen 
sich  leicht  Absorptionsbüschel  beobachten  lassen. 


1.  Typus. 

2.  Typus. 

Bhombisch 

Ändalusit  von  Brasilien. 

Cordierit 

Monoklin 

Änomit  von  Nertschinsk. 
Vivianit  [Spaltbl&ttchen  nach  (010)]. 
KobalibliUhe             desgl. 
Hornblende  aus  Basalttuff,  Böhmen. 
litanit  (braun)  Zillerthal. 

Muscovit 

Epidot 

Äugit 

Triklln 

Äxinit 

Wir  schreiten  nun  zur  Erhlärwig^  der  Absorpiionserseheinungen  an  einer  zur 
optischen  Axe  Ä  senkrechten  Platte  eines  rhombischen  KrystaUs  von  der  Dicke  Z. 
Die  Spur  (S  der  Ebene  der  optischen  Azen  bilde  mit  den  Polarisationsebenen  $  und  91 
die  Winkel  v;  und  ^.  Eine  Wellennormale  Q  sei  nach  S.  526  durch  die  Winkel  t»,  ^ 
bestimmt;  dann  schliessen  die  zugehörigen  Polarisationsebenen  ^j,  ^,  mit  @  die  Winkel 
tpl%  und  —  (n  — V')/2  ei»>  ßo  dass  (¥©i)  =  17  -  W^i  (^©1)  =  ?  — v/2.  Denmach 
ist  die  Intensität  des  Lichtes  an  der  SteUe  des  Gesichtsfeldes,  wo  die  Spur  von  Q 
auftritt,  in  erster  Annäherung  proportional: 


(5)      A« 


in  erster  Annäherung  proportional: 

..««[.in«(,-|)rin.(c-|),-»-.+  0OB'(,_f)co..(t-f).-^«.'. 
+  2rin(,-y)rin(t-|)co8(,-|)coB(f-|)c082„I-,-(-.  «.  +  "*«], 

worin  ^  »  Z/Tqi,  2,  »  Z/rq,  gesetzt  ist,  und  die  Absorptionsindices  x^,  x,  die  auf 
S.  526  (8)  angegebenen  Wertibe  haben.  Wählt  man  die  Platte  hinreichend  dick,  so 
wild  der  Ezponentialfactor  des  letzten  Gliedes  in  (5)  sehr  klein;  in  Folge  hiervon  sind 
Curven  gleichen  Gangunterschiedes  nicht  mehr  sichtbar.  Die  beiden  ersten  Glieder 
in  (5)  sind  jedenfalls  beizubehalten,  weil  die  in  ihnen  auftretenden  Ezponenten  für 
gewisse  Richtungen  Q  sehr  klein  werden  können. 

Wir  bringen  nun  Polarisator  und  Analysator  in  gekreuzte  Stellung  (17  —  f  =  90*); 
dann  ist: 

A««  ^sin«(2i7-.y)'[c-'«*^  +  e"*-'-] 


»  W.  Voigt,  a.  a.  0. 
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oder  in  der  soeben  eingefübrten  Annfihemng: 

(6)  A«  -  ^  sin«  (2  7  -y)  [e— ''«  +  e"*^^' 

Folglich  herrscht  die  Intensität  Nnll  in  der  durch  die  Spar  der  optischen  Axe  Ä 
gehenden  Ebene  ^  »  2i/,  also  auf  der  früher  (S.  482)  beschriebenen  Isogyre.  AÜem 
im  Allgemeinen  erscheint  dieser  dunkle  Balken  in  der  Spur  der  Aze  Ä  unteriroekai\ 
nur  in  der  Normalstellung  der  Platte  (i;  =  0  oder  90^)  setzt  er  sich  durch  die  Spur 
von  Ä  fort  In  der  That,  fElhrt  man  in  den  Ausdruck  (6)  den  Wertfa  ^  »  n  em 
(S.  527),  so  verschwindet  A'  nur  für  i;  =  0  oder  90^  Die»e  JErsckeinung  ist  bei  vida 
Krif stallen  zu  beobachten,  die  gu  sehwcteh  absorbiren,  um  auch  das  Folgende  zu  zeigen. 
Der  zweite  Factor  in  (6)  bedingt  nämlich,  wie  aus  d  [ö"""»*»  +  «""•'•] /<iy  mit  Bfickiidit 
auf  die  Werthe  von  X|,  14  hervorgeht,  stets  ein  Maximum  der  Intensttit  filr  ^  »  0 
und  Ttj  ein  Minimum  für  V'  *"  ^1^  ^^^  871/2.  Hierdurch  sind  die  zur  Ebene  der 
optischen  Axen  normalen  Absorptionsbüschel  gegeben. 

Befinden  sich  jetzt  Polarisator  und  Analysator  in  paralleler  SteUung  (7  »  {))  so 
folgt  aus  (5)  für  hinreichend  dicke  Platten: 


(7) 


•[sin*(,-  f)  .-««^^>  +  coß*(,-  1)  .-«-«'•]  . 


Andererseits  ergiebt  sich  aus  (5)  für  den  Fall,  wo  der  Analysator  ausgesekaUet  ist, 
durch  Bildung  des  Mittelwerthes  für  alle  möglidien  Winkel  (: 

(8)  A»  =.  ^[^*  (,-  1)  «-*•.«•  +  cos»  (,- 1)  e-««*] . 

Demnach  sind  in  diesen  beiden  Fällen  die  Erscheinungen  im  Wesentlichen  identisch. 
Indem  wir  nun  in  (8)  für  die  Absoiptionsindices  X|,  x«  die  besonderen  Wertiie 
einführen,  welche  für  die  auf  S.  526  unterschiedenen  T^pen  charakteristisch  sind, 
erkennen  wir  sofort,  dass  sich  Kiystalle  des  ersten  Typus  für  17  =s  0,  wo  $  parallel  d 
liegt,  ebenso  verhalten  müssen,  wie  Erystalle  des  zweiten  Typus  fSr  ^  »  90^,  wo  f 
auf  Q^  senkrecht  steht.  Um  die  Einzelheiten  der  Erscheinung  selbst  abzuleiten,  be- 
trachten wir  eine  Phitte  aus  einem  Krystall  des  ersten  Typus.  Dann  ist,  je  nachdem 
17  B  0  oder  90^  gesetzt  wird: 

(9)  A««y|^sm«|e  8  +  co8«|e  2J 
oder: 

(10)  A'^yCOS»!«  8+8m«^tf  «     . 

Sind  K  und  L  hinreichend  gross  gewählt,  um  e"^^^  neben  1  vernachlässigen  zu  können, 
so  wird,  je  nachdem  rp  nahe  gleich  0  oder  gleich  n  ist,  die  erste  oder  die  zweite 
Exponentialgrösse  zu  vernachlässigen  sein.  Für  mittlere  Winkel  rp  werden  beide 
Grössen  sehr  kleine  und  nahezu  gleiche  Werthe  besitzen.  In  (9)  nehmen  nun  die 
Factoren  der  Exponentialgrössen  zugleich  mit  diesen  selbst  den  grössten  und  kleinsten 
Werth  an;  man  erhält  also  ein  Büschelpaar  normal  zur  Spur  (S  der  Ebene  der  optiscben 
Axen  (^  a  n/2)  und  dn  helles  Feld  parallel  (S  (^^  =  0  oder  n),  welches  auch  die  ^or 
der  Axe  A  enthält  Dagegen  erreichen  in  (10)  die  entsprechenden  Faetoien  ein 
Maximum  für  die  Winkel  ^,  welche  ein  Minimum  der  Exponentialgrössen  bedmgen. 
In  Folge  hiervon  erblickt  man  massig  dunkle  Büschel  sowohl  normal  als  parallel  zn  (S; 
die  Spur  der  Axe  A  ist  dunkel. 
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Wird  endlich  aach  noch  der  Polaruaior  aiugetehaUet,  bo  gQt  der  aus  (8)  durch 
Bildung  des  Mittel werthes  für  alle  Winkel  tj  hervorgehende  Ausdruck: 

(11)  A«=^'[^-*»'*»  +  ö->-^]. 

Da  der  EzponentialfiEUstor,  wie  auf  S.  532  erwfthnt  wurde,  für  ^  ==  ff/2  ein  Minimum 
annimmt,  so  muss  stets,  welchem  Typus  der  Krystall  auch  angehören  mag,  ein  dunkles 
Absorptionsbflschelpaar  senkrecht  zur  Ebene  der  optischen  Axen  auftreten;  die  Spur 
der  Aze  A  erscheint  hell. 

116.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  Kiystallen,  welche  so  stark  absorbiren, 
dass  sie  nur  im  reflectirien  Lichte  untersucht  werden  können,  und  betrachten 
zunächst  isotrope  Erystalle.  Erfahrungsgemäss  ist  die  aus  einer  einfallenden, 
parallel  oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  (£  polarisirten  Welle  hervorgehende 
reflectirte  Welle  ebenfalls  parallel  oder  senkrecht  zu  (S  polarisirt.  Allein  die 
AmpUhbde  und  die  Phase  der  einfallenden  Welle  werden  durch  die  Reflexion 
geändert;  dabei  ist  in  dem  letzteren  Falle  die  Phasenänderung  geringer  als 
in  dem  ersteren.  Fällt  nun  eine  Welle  ein,  deren  Polarisationsebene  $  mit 
,  der  Einfallsebene  den  Winkel  x  einschliesst,  so  können  wir  dieselbe  in  zwei 
Componenten  zerlegt  denken,  von  denen  die  eine  parallel,  die  andere  senk- 
recht zu  S  polarisirt  ist,  während  sich  ihre  Amplituden  verhalten  wie 
cos;i;:sinr.  Nach  der  Reflexion  sei  das  Verhältniss  der  Amplituden  der 
Componenten  pcos;^:dsin;f.  Gleichzeitig  ist  die  letztere  Componente  gegen 
die  erstere  verzögert  um  einen  Bruchtheil  T  einer  Wellenlänge  X.  Die 
refleeHrte  Weüe  ist  daher  im  Allgemeinen  eüiptisch  polarisirt^  und  es  handelt 
sich  nun  um  die  experimentelle  Bestimmung  der  Constanten  d/p  und  f 
dieser  Welle  für  Licht  von  der  Wellenlänge  h  Hierzu  dient  ein  Spektro- 
meter,  welches  ausser  einem  polarisirenden  imd  einem  analjsirenden  Nicol'- 
schen  Prisma  einen  Compensator  besitzt  (S.  438,  464):  Compensirt  man  den 
Oangnnterschied  V  mit  Hülfe  des  Compensators,  so  tritt  aus  dem  letzteren 
wieder  geradlinig  polarisirtes  Licht,  dessen  Polarisationsebene  $'  mit  (£  den 
Winkel  %ff  bilde;  dann  ist: 

tani/;«|-tan;ir, 

der  Winkel  ip  ist  am  Analysator  abzulesen. 

Der  Gangunterschied  V  ist  Null  für  den  Einfallswinkel  qp  =  0;  mit 
wachsenden  Ein&llswinkeln  nimmt  er  continuirlich  zu,  um  für  9>  «  90^  den 
Werth  A/2  erreichen.  Als  Hauptemfallsmnkel  q)  bezeichnet  man  denjenigen 
Werth  von  q),  für  welchen  f  =  i/4  ist.  Fällt  eine  unter  dem  Azimut 
1/;  SS  45®  poladsirte  Welle  unter  dem  Winkel  q>  ein,  so  bezeichnet  man  das 
zugehörige  Azimut  \f>  als  Havptaximut: 

tani^  =  |-. 

Es  liefert  also  die  Tangente  von  ^  das  Verhältniss  der  Amplituden  der 
beiden  senkrecht  und  parallel  zur  Einfallsebene  polarisirten  Componenten 
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der  reflectirten  Welle,  falls  die  einfallende  Welle  unter  dem  Hanptein&Ite- 
Winkel  so  auffallt,  dass  ihre  Componenten  gleiche  Amplituden  besitzen. 

Aus  den  beobachteten  Grössen  (p^  ^py  T  oder  ^j  ip  lassen  sich  die 
beiden  charakteristischen  Constanten  eines  stark  absorbirenden  Körpers  für 
homogenes  Licht,  der  ÄbsorpHonsindex  x  (S.  523)  und  der  Breehungsindex  n, 
berechnen.  Dabei  bedeutet  n  das  Yerhaltniss  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten in  dem  umgebenden  durchsichtigen  Mittel  und  in  dem  absorbirenden 
Körper  für  eine  senkrecht  einfallende  ebene  Welle. 

Nach  der  von  A.  Cauchy^  und  W.Voigt*  entwickelten  Theorie  der 
Metallreflexion  findet  man  x  und  n  aus  (p,  yj,  f  nach  folgenden  Helationen. 
Man  setze: 

sin2;iytan2?//  «=  tanO,    cos2«-T-sin2i/^  =  cosP,    tanJPsinqptan^s  5, 

so  ergiebt  sich: 

(1)  x  =  tanO,    n  =  /ScosO; 

folglich  ist  der  Absorptionsco^fficient: 

nxsaSsinO. 
Umgekehrt  kann  man  yf,  f  aus  n,  x,  tp  berechnen.    Setzt  man: 

«  =  tanO,    -. — T-^ 7^«tanJP, 

'     sin  gi  tan  qo  cos  Q  ^    ' 

SO  ist: 

(2)  tan2^y  =3  tanPsinO,    cos2i// =  sinPcosQ. 

Andererseits  dienen  zur  Berechnung  von  x  und  n  aus  dem  Hanptein- 
fallswinkel  ^  und  dem  Hauptazimut  y)  die  Beziehungen: 

(3)  x==tan2v^,    n  =  sin9Ptan^cos2^,    nx==  sin^tan9sin2Y^, 
also  umgekehrt  zur  Berechnung  yon  ^,  tp  oxis  x^  n  die  Formeln: 

U)  cosä==~-p?=,   tan2v^a«x. 

^^  ^  ^      nYi  +  X«  ^ 

Der  Mnfluss  von  Oberflächensckichten  auf  die  Werthe  von  T,  y,  ip  wird 
vermieden,  wenn  es  gelingt  frischs  SpaUflächen  zu  untersuchen. 

In  dieser  Hinsicht  sind  die  Beobachtungen  yon  P.  Dbüdb  '  an  Spaltfificben  des 
regulär  krystaUisirenden  Bleiglanz  von  Interesse.    £s  ergab  sich  fOr  Na-Liclit: 

n  =s  4,800,    X  =  0,400,    nx-  1,719. 

Eine  Politur  der  Spaltfläche  ändert  diese  Gonstanten,  namentlich  «,  sdir  bedentaid: 

n  =  2,96,    X  =  0,629,    n x  =  1,86; 

1  A.  Gaücht,  Compt.  rend.  8,  560,  969,  1889;  26,  87,  1848.  —  A.  Beib,  Pogg. 
Ann.  92,  402,  522,  1854.  —  G.  Qüinokb,  Pogg.  Ann.  128,  551,  1866. 

*  W.  Voigt,  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen  1884,  887.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  2t, 
104,  1884.  —  P.  Dbüdb,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  82,  618,  1887;  35,  508,  1888;  S6,  543, 
1889;  39,  481,  1890. 

•  P.  Dbüdb,  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen.  1888,  288.  Ann.  d.  Phys.  N.  F. 
86,  548,  1889. 
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und  durch  eine  nachtrSgliche  Seinigung  der  Fläche  mit  delatine  nach  dem  yon  WsunoKS 
iiiig^;ebenen  Verfahren  ist  es  nicht  möglich ,  die  unprfinglichen  Werthe  wieder  su 
erreichen: 

n  a  8,818,    X  »  0,520,    n  x  »  1,724. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die  optischen  Constanten  der  regulär  hryttallisirenden 
Metalle  nach  den  Messungen  von  P.  Dbüdb.^  Die  Werthe  »,  x,  nx  beziehen  sich  anf 
Na-Licht,  n', »  auf  rothes  Licht  von  der  Wellenlänge  A'»  680 .  10~*  mm  in  Luft.  Um 
die  Aendemng  der  Durchsichtigkeit  mit  der  Wellenlänge  za  beurtheilen,  moss  man 
die  Werthe  des  Ezponenteo  von  e  (S.  528)  vergleichen.    Nun  ist: 

2nLnx       2nLnx 

wenn  l^  und  X  die  Wellenlängen  in  dem  absorbirenden  Körper  und  in  Luft  bedeuten. 
Daher  ist  mit  nx  für  Na-Licht  zu  vergleichen  das  Product  aus  n'x'  für  rothes  Licht 
und  dem  Yerhältniss  Iß'  der  Wellenlängen  für  diese  beiden  Lichtsorten. 


n 

n 

X 

M 

nx 

«'x'.yr 

Blei 

2,01 

1,97 

1,78 

1,74 

8,48 

8,21 

Flaün  . 

2,06 

2,16 

2,06 

2,06 

4,26 

4,17 

Qold     . 

0,866 

0,806 

7,71 

10,2 

2,82 

2,94 

Silber    . 

0,181 

0,208 

20,3 

19,5 

8,67 

3,70 

Kujufer, 

.    ;      0,641 

0,580 

4,09 

5,24 

2,62 

2,84 

Nickel  . 

1,79 

1,89 

1,86 

1,88 

8,82 

8,32 

Meen    . 

2,86 

— 

1,86 

— 

3,20 

— 

117.  Die  Theorie  der  Reflexion  des  Lichtes  an  stark  absorbirenden 
Eiystallen,  welche  nur  eine  einzige  oder  keine  Axe  der  Isotropie  besitzen, 
ist  von  F.  Dbude  entwickelt'  und  alsbald  durch  Beobachtangen  an  dem  im 
rhombischen  System  kiystallisirenden  ÄnHmongkmz^  geprüft  worden.  Die 
leicht  herzustellenden,  vollkommen  ebenen  und  lebhaft  metallisch  glänzenden 
Spaltflachen  des  Antimonglanz  nach  (010)  bieten  einmal  den  grossen  Yor- 
theil  dar,  dass  sie  im  frischen  Zustande  unter  Yermeidung  des  störenden 
Einflusses  einer  natürlichen  oder  künstlichen  Oberflächenschicht  untersucht 
werden  können.^  Andererseits  vereinfachen  sich  in  diesem  speciellen  Falle, 
wo  die  Grenzebene  eine  optische  Sjmmetrieebene  ist,  die  Relationen  zwischen 
den  zu  beobachtenden  Grössen  9),  t/^,  f  und  den  zu  berechnenden  Constanten 
des  Erystalls. 

»  P.  Drude,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  89,  537,  1890. 

«  P.  Dbdd«,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  82,  584,  1887. 

»  P.  Dbddb,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  34,  489,  1888. 

^  Ans  den  Beobachtangen  an  den  ursprünglichen  Begrenzongsflächen  oder  an 
polirten  Schüfiflächen  krystallisirter  Körper  lassen  sich  die  wahren  Werthe  ihrer 
optischen  Gonstanten  nicht  entnehmen.  Daher  sind  auch  die  Untersnchungen  yon 
£.  A.  SoHBNGK  (Ann.  d.  Phys.  N.  F.  15,  177,  1882)  über  die  Reflexion  des  Lichtes 
an  Pyrargyrit  nnd  Magnesiumplatincyanür  zur  Prüfung  der  Theorie  nicht  geeignet 
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Wir  bezeichnen  die  Hauptbrechnngsindices  nnd  die  Hanptabsoiptiona- 
indices  eines  rhombischen  Erjstalls  mit  cc^^  cc^,  ce^  nnd  x^,  x,,  x^  in 
der  Anordnung,  dass  den  durch  die  kxystaUographischen  Axen  ü^,  ^^  0  ge- 
gebenen Portpflanzungsrichtungen  die  Werthsysteme:  «ayOij^jXj;  cc^^a^yXijX^; 
«2,  «3,  X2,  «3  entsprechen.  Es  seien  jetzt  an  der  Grenzebene  i^d  =  010  für 
eine  nach  dem  Azimut  46^  geradlinig  polarisirte,  unter  dem  Winkel  <p  ein- 
fallende Welle  die  Werthe  von  1^,  T  in  den  beiden  Hauptlagen  derEin&Ils- 
ebene  S  bestimmt,  wo  S  mit  der  Symmetrieebene  äb^  001  resp.  bi^lOß 
zusammenfallt.  Alsdann  können  aus  den  auf  solche  Weise  gewonnenen 
Grossen  yß^,  f^  und  tp^ ,  f^  die  Haupäfreckungsindices  und  die  HtxwptabsorpHons- 
indieea  fwr  die  durch  die  Nonnale  b  der  Qrenxebene  gegebene  For^flanzuHgi- 
richhmg,  a^,  a^  und  Xj,  x^,  berechnet  werden.  Zu  diesem  Zwecke  muss  man 
nach  der  von  P.  Dbxtde  entwickelten  Theorie  zunächst  die  beiden  complexen 
Grossen: 

»1  =  «11  +  ioia,     02  =  021+  t022 

auf  folgendem  Wege  ermitteln.    Man  bilde: 

p   _  C0B2y„  ^^  X 

1  —  sin  2  y^  cos  2  71 Y         1  —  sin  2  ^^  cos  2  n  -r* 

und  den  entsprechenden  Ausdruck  i?^.    Dann  ist  in  erster  Annäherang: 
Sind  hieraus  a^  und  o,  bestimmt,  so  findet  man  «^^  x^  aus: 


-gn+Vgii'+g,,'       1  _  9'     flu*  +  g|,» 


und  (<2>  ^1  ^^  den  entsprechenden  Formeln: 


P.  Dbude  erhielt  in  erster  Annäherung  für  Na-Licht: 

«1  =  5,17,    Xi  =  0,143,    «1  «1  =  0,740, 
«2  =  4,49,    X2  =  0,177,    «2  Xj  «  0,795. 

Demnach  besitzt  Antimonglanz  sehr  hohe  Brechungsindices.  Die  Absoiption 
ist  etwa  viermal  kleiner  als  im  Silber.  Trotzdem  gelang  es  nicht,  so  dünne 
Platten  herzustellen,  dass  die  Absorption  direct  gemessen  werden  konnte. 
Spaltstücke  und  Dünnschliffe  von  etwa  Vioo  ^^^^^  Dicke  waren  bei  intensirer 
Beleuchtung  roth  durchscheinend;  das  durchgehende  Licht  besass  eine  grössere 
Wellenlänge  als  Lithiumlicht. 
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Bezeichnet  man  das  Azimut  der  EinMlsebene  auf  der  Spaltfläche  gegen 
die  Basis  001  mit  £,  so  lässt  sich  nach  P.  Dbude  die  Abhängigkeit  der 
Grössen  i/^,  f  von  f  angenähert  darstellen  durch: 

Ä  =  B„cos»£  +  i?,sin2f. 
worin: 

cos  2rp  +  »  sin  2  y/  sin  2  n  -y- 


l  —  sin2^C082«  Y 


In  der  That  befindet  sich  diese  Relation  in  TJebereinstimmung  mit  den 
Beobachtungen.  Doch  ist  dabei  zu  beachten,  dass  nach  P.  Dbude  die 
optischen  Symmetrieaxen  in  der  Spaltfläche  des  Antimonglanz  nicht  genau 
mit  den  Axen  ä  und  6  zusammenfallen,  sondern  unter  ca.  8^  geneigt  gegen' 
dieselben  liegen.  Hiemach  müsste  die  Symmetrie  des  Antimonglanz  niedriger 
sein,  als  nach  den  Messungen  der  Flächenwinkel  anzunehmen  ist  Auf  die 
oben  angegebenen  Werthe  von  a^,  a^,  x^,  x^  würde  jene  Abweichung  einen 
die  Grenze  der  Beobachtungsfehler  überschreitenden  Einfluss  nicht  ausüben, 
da  sich  die  Werthe  von  i/;  und  f  in  der  Nähe  ihrer  Maxima  resp.  Minima 
nur  sehr  wenig  ändern. 

118«  Aus  dem  G.  EracHHOFF'schen  Gesetze  über  das  Yerhältniss  zwischen 
dem  Emissionsvermögen  und  dem  Absorptionsvermögen  für  Wärme  und  Licht 
bei  derselben  Temperatur  folgt,  dass  ein  Körper,  der  von  Strahlen  emer 
Polarisationsrichtung  mehr  absorbirt  als  von  Strahlen  einer  anderen  Polari- 
sationsrichtung, in  demselben  Yerhältniss  die  ersteren  Strahlen  mehr  aus- 
sendet als  die  letzteren.  Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  pleochroitische 
Erystalle  wurde  von  G.  Eibchhoff  alsbald  experimentell  geprüft.^ 

Eine  zur  optischen  Axe  parallele  Platte  von  TimnaUn  absorbirt  bei 
gewöhnlicher  Temperatur  senkrecht  einfallende  geradlinig  polarisirte  Strahlen 
stärker,  wenn  die  Polarisationsebene  zum  Hauptschnitt  der  Platte  parallel 
liegt,  ids  wenn  jene  Ebene  zur  optischen  Axe  senkrecht  steht.  Behält  nun 
der  Turmalin  diese  Eigenschaft  auch  in  der  Glühhitze,  so  muss  er  in  der 
Bichtung  der  Plattennormale  Strahlen  aussenden,  welche  theilweise  polarisirt 
sind  nach  dem  Hauptschnitt  der  Platte. 

Um  diese  Folgerung  der  Theorie  zu  prüfen,  brachte  G.  Eibchhoff  eine 
Turmalinplatte  in  die  Flamme  eines  Bunsen'schen  Brenners.  Sie  ertrug 
lange  Zeit  eine  massige  Glühhitze  ohne  eine  bleibende  Yeränderung  zu  er- 
leiden. Die  Eigenschaft,  ordentliche  und  ausserordentliche  Strahlen  in  un- 
gleichem Masse  zu  absorbiren,  kam  ihr  auch  noch  in  der  Glühhitze  zu, 
wenngleich  in  erheblich  geringerem  Grade  als  bei  niederer  Temperatur. 
Wurde  nämlich  ein  Platindraht,  der  in  derselben  Flamme  glühte,  durch  ein 


^  G.  KnoHBOFF,  Untersuchongen  üb.  d.  Sonnenspectram  und  die  Spectren  der 
ehem.  Elemente.    2.  Ausg.   Berlin  1862,  §  16.    Ges.  Abb.  Leipzig  1882,  596. 
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doppeltbrechendes  Prisma  und  durch  die  Platte  hindiirGh  betrachte^  so  be- 
sassen  die  beiden  Bilder  des  Drahtes  ungleiche  Helligkeit;  das  den  ausser- 
ordentlichen Strahlen  im  Tormalin  entsprechende  Bild  blieb  heller  als  das 
Yon  den  ordentlichen  Strahlen  erzengte;  doch  war  der  Unterschied  viel  ge- 
ringer, als  wenn  sich  die  Tnrmalinplatte  ansserhalb  der  Flamme  befand. 
Nachdem  nun  das  doppeltbrechende  Prisma  in  die  Stellimg  gebracht  war, 
wo  der  Intensitatsnntersohied  der  beiden  Bilder  des  Drahtes  ein  Maxmmm 
erreichte,  wurde  der  Draht  entfernt,  so  dass  jetzt  die  beiden  Bilder,  welche 
die  glühende  Tnrmalinplatte  für  sich  lieferte,  unter  einander  yeigliciien 
werden  konnten.  Das  vorher  heuere  Büd  toar,  nicht  auffallend,  aber  umweifdr 
haft  dunkler  als  das  andere.  Die  beiden  Bilder  erschienen  so,  wie  zwei 
gleiche  Körper  im  glühenden  Zustande  erscheinen  müssen,  wenn  die  Tem- 
•  peratur  des  einen  niedriger,  als  jene  des  anderen  ist 
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der  Erystalle. 

119.  Die  bisher  untersuchten  einfach  brechenden  Erystalle:  Steinsalz, 
Sylvin,  Flussspath  und  Kalium- Alaun  werden  mit  steigender  Temperatur 
schwächer  brechend.  Die  Abnahme  der  Brechungsindices  n  ist  Dach 
J.  Stefan^  der  Temperaturerhöhung  proportional;  nach  N.  LAQSBBOBa' 
wächst  der  absolute  Werth  von  dnjdi  für  Steinsalz  mit  der  Tempeiatar. 
Steinsalz  und  Sylvin  überragen  alle  bislang  geprüften  festen  Körper  in  Bezug 
auf  die  Empfindlichkeit  ihrer  Brechungsindices  gegen  Aenderungen  der  Tem- 
peratur. Die  folgende  Tabelle  giebt  die  Werthe  der  Brechungsindices  für 
Na-Licht  bei  0«  C. 


Steinsalz.         n^ 

«  1,64488  -  0,0^878  S. 

J.  Stbpan 

1,54489  —  0,0^807  0. 

N.  LAaBBBOBG  (14,5-42,5«C.) 

„    —  0,0^848  e. 

(   „«90,5«C.) 

Syhin, 

1,49110-0,048450. 

J.  Stefah 

Flussspath, 

1,48416  -  0,0^124  0. 

J.  Stefan 

no  -  0,0^184  e. 

H.  DUFBT» 

Kalium-Alaun. 

1,45629  -  0,0^184  ß. 

J.  Stefan. 

120«  Unter  den  gewöhnlichen  optisch  einaxigen  Erystallen  sind  Beryll 
und  Ealkspaih  näher  untersucht  worden.  H.  Duvbt^  hat  nachgewiesen, 
dass  im  BeryU,  der  auch  hinsichtlich  seiner  thermischen  Dilatation  eine  Aus- 
nahmestellung einnimmt  (S.  96 — 97),  die  beiden  Haup&reohungsindices  «, « 
mit  der  Temperatur  wachsen.    Diese  Zunahme  erfolgt  für  o»  in  stärkerem 


1  J.  Stefan,  Sitzongsber.  Wien.  Akad.  63  (2),  228, 1871.  Bep.  Eb^.-Phys.  8, 97, 1872. 
'  N.  Laobebobg,  vgl.  8.  71. 

'  H.  DuFBT,  Bull  BOG.  min.  de  Fnmce.  89  257,  1885. 

*  H.  DuFBT,  a.  a.  O.  261.  Ohne  Temperatarangabe  fiSgt  Dufbt  hinia:  6»»  1,58985, 
1,58211  (Na-Ucht). 


Optisch  emaxige  KrystaUe.  539 


Masse  als  far  s,  so  dass  auch  die  Doppelbreehung  mit  der  Erhöhung  der 
Temperatur  zunimmt. 

^  =  [189,4  -  10,34  e  +  0,2735  ö*]  10"' 
j^  -  [180,3  -  10,814  e  +  0,2785  ö*]  10^' 
^^^  =  0,0^91-0,0,26  0. 

Schon  P.  RuDBEBG^  fand,  dass  im  KaücspcUh  der  Hauptbrechungsindex  b 
der  ausserordentlichen  Strahlen  mit  steigender  Temperatur  ziemlich  rasch 
wächst.  Später  ermittelte  H.  Fizeau,'  dass  auch  der  Brechungsindex  m  der 
ordentlichen  Strahlen  um  einen  allerdings  viel  geringeren  Betrag  zunimmt. 
Nach  FizEAü  ist  nämlich  für  Na -Licht  bei  einer  mittleren  Temperatur, 
von  4(fi  C: 

^-+0,0,665,     |^  =  + 0,0,108. 

Indem  die  beiden  Brechungsindices  wachsen,  kommen  sie  einander  näher; 
die  Doppelbrechung  wird  also  schwächer.^  Der  Einfluss  der  Temperatur 
auf  die  Dispersion  ist  sehr  gering.* 

Die  Hauptbrechungsindices  w,  e  des  Quarz  zeigen  mit  steigender 
Temperatur  eine  Abnahme,  die  für  «  rascher  erfolgt,  als  für  «.  Nach 
H.  PizRAU*^  ist: 

^  =  -  0,0.54,      ^  =  -  0,0,63  (Na-Licht). 

Daraus  folgt,  dass  die  Starke  der  Doppelbrechung,  deren  Charakter  positiv 
ist,  durch  eine  Temperaturerhöhung  vermmdert  wird.  Nach  H.  Dupet®  ist 
zwischen  4«  und  99<*  C.  für  Na-Licht: 

-  Il  =  0,050248  +  0,0,5  9,     -  ^  =  ^  0,0,7223  +  0,0387  9, 
-^!^^-0,0e97+ 0,0.82  Ä 

Die  Aenderung  der  Dispersion  ist  fast  unmerklich.^ 

131.  Eine  beträchtliche  Zahl  rhombischer  KrystaUe  (Cerussit,  KjSO^,  Baryt, 
Colestin,  Struvit,  Baeselzinkerz  u.  s.  w.)  erleidet,  wie  A.  Des  Cloizbaux® 

^  F.  BuDBBBG,  Pogg.  Ann.  26,  291,  1882. 

*  H.  PizBAU,  Ann.  chim.  phys.  (8)  66,  429,  1862.    Pogg.  Ann.  119,  297,  1868. 

'  Dieses  Ergebniss  wurde  von  Fb.  Voobl  anch  ftir  die  Wasserstoflflinien  bestätigt 
(Ann.  d.  Phys.  25,  87,  1885). 

^  G.  MüLLEB,  PubL  des  astrophys.  Observ.  zu  Potsdam.  4,  151,  1885. 

^  H.  FizBAü,  Ann.  chim.  phys.  (4)  2,  143,  1864.    Pogg.  Ann.  123,  515,  1864. 

•  H.  DoFBT,  a.  a.  0.  187-214. 
'  G.  MOlleb,  a.  a.  0. 

"  A.  Dbs  Cloikbaüz,  Nouv.  rech,  sur  les  propr.  opt  des  cristaux  nat  oa  artif.,  et 
sur  les  variations  qae  ces  propr.  öprouvent  sous  rinfluence  de  la  chaleur.   M^m.  pr^. 
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an  dem  mit  einem  Erhitzangsapparate  verbundenen  Axenwinkelapparate 
(S.  489)  nachgewiesen  hat,  bei  Temperaturanderungen  bedeutende  .iemferun^ 
des  Winkels  der  optischen  Axen.  In  diesen  Fällen  ist  also  das  Yerhältniss 
der  Differenzen  der  Quadrate  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten  gegen  Tempe- 
raturanderungen sehr  empfindlich  Erheblich  geringer  ist  die  Zahl  der 
Körper,  für  die  auch  die  Aenderungen  der  Hauptbrechungsindioes  unter- 
sucht worden  sind.^ 

F.  Bubbebg'  fand,  dass  im  AragonU  die  Hauptbrechungsindioes  mit 
steigender  Temperatur  abnehmen.  Es  ergab  sich  für  die  Fraunhofer'sclie 
Linie  F  bei: 

«1  tt]  (Xg  2V  2E 

16«C.        1,58478        1,69058        1,69510        17»  57'        80*36' 
80  16  8976  421  50  22; 

folglich  ist  unter  der  Annahme,  dass  die  Verminderung  der  Werthe  von 
«1,  «2,.  «3  der  Temperaturanderung  proportional  erfolge: 

|^=- 0,0,097,    ^=-0,0,128,     ^=-0,0,189. 

Auch  im  Baryt,  Cölesim  und  ÄnglesU  nehmen  nach  A.  Aszbüni'  die 
Hauptbrechungsindioes  mit  der  Erhöhung  der  Temperatur  ab;  indessen  ist 
die  Abnahme  nicht  der  Temperaturanderung  proportional.  Die  Angaben 
über  unregelmassige  Aenderungen  der  Dispersion  scheinen  auf  Beobachtungs- 
fehlern  zu  beruhen. 

Am  reohtstüemsaurm  Natron-KaU  (Seignettesalz)  =  KNaH^C^Oe .  4H2O 
fand  A.  Müttmch*  für  rothes  Licht  bei: 

«1  o,  «s  2  F 

16^  C.        1,49117        1,49299        1,49641         72«  29,5' 
45«  C.        1,48690        1,48886        1,49200        76  24,5. 

122.  In  monokUnen  Krystallen  ändern  sich  mit  der  Temperatur  nicht 
nur  die  Werthe  der  Hauptbrechungsindioes  und  der  Winkel  der  optischen 
Axen,  sondern  auch  die  Orientirung  der  in  der  Symmetrieebene  (010)  ge- 
legenen optischen  Symmetrieaxen,  wie  namentlich  am  Gyps,  Borax  und 
Quercit  nachgewiesen  werden  konnte.  Von  besonderem  Interesse  sind  die 
starken  Aenderungen  des  Winkels  der  optischen  Axen  im  Orthoklas,  Gyps 
und  Glauberit. 


par  div.  sav.  k  l*acad.  des.  Sc.  de  Tinst  imp.  de  Fiance.  18,  511,  1867.    Pogg.  Ann. 
129,  346,  1866. 

^  Sind  die  Aenderungen  der  Hauptbrechungsindices  angenfihert  proportional  deo 
Temperaturänderangen,  so  wird  dasselbe  von  den  Aenderungen  der  Werthe  von 
sin*  £  gelten. 

*  F.  RüDBBRG,  Pogg.  Ann.  17,  1,  1829;  26,  291,  1832. 
>  A.  ABZBüin,  Zeitschr.  f.  Kiyst.  1,  165,  1877. 

*  A.  MüTTBiOH,  Pogg.  Ann.  121,  193,  898,  1864. 
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Im  OrtholOas  stehen  bei  gewöhnlicher  Temperatur  die  Ebenen  der  op- 
tischen Axen  für  alle  Lichtgattnngen  senkrecht  auf  010.  Die  erste  Mittel- 
linie (in  Fig.  64,  S.  77  mit  E  bezeichnet)  liegt  in  010  im  stumpfen  Winkel 
(d  c)  unter  ca.  6®  geneigt  gegen  die  Klinoaxe  d.  Der  Charakter  der  Doppel- 
brechung ist  negativ,  die  Dispersion  der  optischen  Axen  g>  v.  Wird  die 
Temperatur  erhöht,  so  nimmt  der  Winkel  der  optischen  Axen  ab;  er  sinkt 
der  Keihe  nach  für  violettes  . . .  rothes  Licht  auf  Null  herab,  um  darauf 
in  der  Ebene  010  zu  wachsen,  so  dass  schliesslich  die  Ebene  der  optischen 
Axen  für  alle  Lichtgattungen  mit  010  zusammenfallt  und  die  Dispersion 
dieser  Axen  (>  <  v  ist  Es  seien  die  scheinbaren  Winkel  der  optischen  Axen 
in  Luft  mit  —  2  ^resp.  +  2E  bezeichnet,  je  nachdem  die  Ebene  dieser  Axen 
senkrecht  oder  parallel  zu  010  liegt.  Alsdann  werden  die  Beobachtungen, 
welche  A.  Des  Cloizeaux^  an  einem  Sanidin  von  Wehr  im  rothen  Licht 
angestellt  hat,  durch  folgende  Tabelle  wiedergegeben: 


9 

2E 

9 

2E 

18,7»  C. 

-16« 

100«  C. 

+  30» 

42,5 

0 

150 

+  40 

50 

+  12 

200 

+  46  23' 

60 

+  18 

250 

+  55 

70 

+  22 

300 

+  59  46 

80 

+  25 

343 

+  64 

90 

+  27 

Der  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  horizontale  Dispersion  war  unmerklich 
und  der  auf  die  geneigte  Dispersion  sehr  schwach;*  die  optischen  Symmetrie- 
axen  ändern  ihre  Lage  also  nur  sehr  wenig. 

Ln  Oyps  fallen  bei  gewöhnlicher  Temperatur  die  Ebenen  der  optischen 
Axen  für  alle  Wellenlängen  m  die  Symmetrieebene  010.  Die  erste  Mittel- 
linie (in  Fig.  62,  S.  75  mit  E  bezeichnet)  liegt  im  stumpfen  Winkel  {äo) 
und  in  dem  spitzen  Winkel  zwischen  i  und  dem  faserigen  Bruch,  unter 
ca.  13®  gegen  den  letzteren  geneigt.  Der  Charakter  der  Doppelbrechung  ist 
positiv,  die  Dispersion  der  optischen  Axen  q>  v.  Wird  die  Temperatur 
gesteigert,  so  nimmt  der  Winkel  der  optischen  Axen  ab,  sinkt  der  Reihe 
nach  für  violettes  .  . .  rothes  Licht  auf  Null,  um  darauf  in  einer  auf  010 
senkrechten  Ebene  zu  wachsen.*  Nach  A.  Des  Cloizbaux^  ist  für  rothes 
Licht  bei  einer  Temperatur: 

e  iV  71,5<>  95,6®  IW  C. 

2E  76«  591/3«  39«  0. 


'  A.  Dbb  Gloizeaüx,  Man.  de  Min.  1,  282,  1862. 

*  A.  Des  Oloizeauz,  Nonv.  Bech.  662. 

•  R  MmcHSBLiOH,  Pogg.  Ann.  8,  519, 1826.  —  F.  E.  Nbü« akn,  ibid.  35,  85, 1885. 
^  A.  De9  ChOixBAü^f  Nouv.  Uech.  644. 
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Sorgfaltige  Messungen  über  die  Aenderangen  der  Hauptbrechimgsindioes 
zwischen  5^  und  45^  C.  hat  H.  Dufet^  unternommen.  Die  Aenderong  Ton 
«3  wurde  direct  an  einer  Spaltungsplatte  nach  001  durch  Beobachtimg  der 
Verschiebung  Talbot'scher  Interferenzstreifen  bestimmt  An  derselben  Platte 
ergab  sich  die  Aenderung  von  a^  aus  den  Aenderungen  des  Gangonter- 
schiedes  der  beiden  in  der  Richtung  der  Plattennormale  sich  fortpflanzenden 
Wellen.  Endlich  wurde  die  Aenderung  von  a^  indirect  aus  den  Aenderangen 
des  Winkels  der  optischen  Axen:* 

-  ^7  =  0,0g2348  +  0,0^48  6 
ermittelt.    Es  ergab  sich  für  Na-Licht  bei  19^  C: 

«1  =  1,52046,  dcc^  Id0  =  -  0,0J48 
a,  =  1,52260,  daJldO  =  -  0,04481 
«3  =  1,52962,    da^lde^  -  0,0^265. 

Hieraus  folgt  2  F  =  58^1' 80"  bei  19«  C.  Nach  Dufet  erreicht  die  Aen- 
derung der  Orientirung  der  optischen  Symmetrieaxen  in  010  nur  den  Betrag 
(iqp/d©  =  1'82";  Dbs  Cloizeaux  hatte  einen  erheblich  grösseren  Werth 
gefunden. 

Der  starke  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Winkel  der  optischen  Äien 
im  Olauberü  wurde  von  D.  Bhewsteb'  entdeckt  und  von  H.  Laspbyses' 
näher  untersucht.  Der  Charakter  der  Doppelbrechung  ist  zwischen  0«  und 
100°  C.  für  alle  Wellenlängen  negativ.  Die  erste  Mittellinie  X^  hegt  im 
stumpfen  Winkel  der  Axeu  ä  c,  und  bildet  mit  der  Verticalaxe  e  die  Winkel: 

(Xj  c)  =  80«  10'  ftlr  blaues  Licht 

SO  39  „    grünes  (Tl)  Licht 

30  46  „    gelbes  (Na)     „ 

81     8  ,f    TOthes  (Li)      „    ; 

eine  Aenderung  derselben  durch  Temperaturänderungen  konnte  nicht  nach- 
gewiesen werden.  Bei  Temperaturen  unterhalb  IV  C.  stehen  die  Ebenen 
der  optischen  Axen  für  alle  Lichtgattungen  senkrecht  zur  krystallographiBchen 
Symmetrieebene  @  =  (010),  und  die  Dispersion  der  optischen  Axen  vstg>v. 
Liegt  die  Temperatur  über  58^,  so  fallen  die  Ebenen  der  optischen  Aien 
mit  @  zusammen  und  die  Dispersion  dieser  Axen  ist  (>  <  v.  Wädist  die 
Temperatur  continuirlich  von  17^  bis  58^,  so  wird  der  Glauberit  succesaYC 
für  blaues,  grünes,  . . .  rothes  Licht  optisch  einaxig,  wie  aus  folgender  Ta- 
belle für  den  scheinbaren  Winkel  der  optischen  Axen  in  Luft  2  E  heryor- 


^  H.  Dttfbt,  Bull.  800.  min.  de  France.  4^  118,  191,  1881;  Jonrn.  de  phjB.  1^ 
518,  1881.    BulL  soc  fran^.  de  min.  11,  128,  1888;  Journ.  de  phys.  (2)  8,  298,  1888. 

*  D.  Bbewstbb,  Edinb.  PhU.  Trans.  11,  278,  1831.  PhiL  Mag.  (3)  1,  417,  1882. 
Pogg.  Ann.  21,  607,  1831;  27,  480,  1883. 

8  H.  Laspbtbbs,  ZeitBchr.  f.  Kryst.  1,  529,  1877. 
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geht.    Dabei  sind  die  Winkel  2E  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je  nach- 
dem sie  in  einer  zu  @  senkrechten  Ebene  oder  in  @  selbst  liegen. 


e 

-1,70 

+  17,8» 

+  35,7» 

+  45,8* 

+  58,2« 

+  85,2« 

blaues  Licht  .  . 
grünes     „ 
gelbes      „       .  . 
rothes      „       .  . 

+  9^29' 
+  12  27 
+  14  32 
+  16  30 

0 

-  8042' 

0 
+  89 
+  11     1 

-11*  8' 
-  7    8 

0 
+  8  40 

-13*  2' 

-10  82 

-  7  14 

0 

-17*  r 

-15  15 
-13  14 
-10  47 

123.  Der  Einfluss  der  Temperatur  auf  das  optische  Drehungsvermögen 
des  Quarzes  wurde  zuerst  von  V.  von  Lang^  untersucht.  Bedeutet  cCq  den 
Drehungswinkel  bei  0®  C,  so  ist  hiemach  der  Drehungswinkels  bei  0®  C.  für 
alle  Wellenlangen  gegeben  durch: 

a^««^  (1+0,000149  0). 

Später  fand  L.  Sohnoee',  dass  die  Zunahme  des  Drehungs winkeis  nicht 
proportional  der  Temperaturzunahme,  sondern  schneller  als  diese  erfolgt. 
Die  Ergebnisse  seiner  Messungen  lassen  sich  durch  folgende  Interpolations- 
formel darstellen,  welche  innerhalb  der  Fehlergrenzen  ebenfalls  für  alle 
Wellenlängen  gelten  soll: 

de  =  «0(1  +  0,000  099  9  0  +  0,000  000  318  0«). 

Nach  J.  L.  SoBET  und  E.  Sabasin'  wächst  im  Quarz  der  Einfluss  der 
Temperatur  auf  den  Drehungswinkel,  allerdings  nur  in  geringem  Masse, 
wenn  man  von  grösseren  zu  kleineren  Wellenlängen  hinabsteigt. 

Auch  im  NatriumMorat  nimmt  nach  L.  Sohngee  der  Drehungswinkel 
mit  steigender  Temperatur  zu  und  zwar  stärker  als  im  Quarz: 

«ö  =  «0  (1  +  0,00061  0). 


124.  Aus  den  Darlegungen  dieses  Kapitels  geht  hervor,  dass  nach  dem 
optischen  Verhalten  in  der  That  sieben  Klassen  krystallisirter  Körper  unter- 
schieden werden  müssen  (S.  298).  Zu  den  isotropen  und  einfach  brechenden 
Krystallen  gesellen  sich  die  isotropen  Krystalle  mit  optischem  Drehungs- 
vermögen (S.  518).  Neben  den  gewöhnlichen  optisch  einaxigen  Krystallen, 
welche  durch  die  von  Hüyghens  angegebene  Strahlenfläche  (S.  801)  charak- 


^  y.  VOR  Lang,  Sitzmigsber.  Wien.  Akad.  71  (2),  707,  1875.    Pogg.  Ann.  156| 
422,  1875. 

*  L.  Somron,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  8,  516,  1878. 

*  J.  L.  SoBBT  et  E.  Sasabin,  Compt  rend.  95,  635,  1882. 
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terisirt  sind,  weim  die  Absorption  gering  ist,  beobacliten  wir  Eiystalle  mit 
einer  Axe  der  Isotropie,  welche  eine  von  der  HuTöHKNs'sohen  abweichende 
Strahlenfläche  (S.  512,  Fig.  279)  und  in  der  Eichtung  jener  Axe  ein  optisches 
Drehungsvermögen  (S.  502)  darbieten.  Endlich  sind  unter  den  Krystallen 
ohne  Axe  der  Isotropie,  deren  Strahlenfläche  die  von  Ebesnel  entdeckte 
Form  (S.  316,  325)  besitzt,  falls  die  Absorption  nur  schwach  ist,  nach 
Symmetrieeigenschaften  die  drei  Gruppen  der  rhombischen,  monoklinen  und 
triklinen  Krystalle  zu  trennen,  wobei  vor  allem  die  Interferenzerscheinungen 
im  senkrecht  einfallenden  polarisirten  Licht  (S.  460),  jene  im  convergent«n 
Licht  (S.  476)  und  die  Absorptionsphänomene  (S.  519)  bequem  zu  be- 
nutzen sind. 

Wir  sind  nicht  im  Stande  lediglich  nach  der  Gestalt  der  Strahlenfläche 
hexagonale  und  tetragonale  KrystaUe  von  einander  zu  unterscheiden.  Und 
die  Trennung  durchsichtiger  Krystalle  des  rhombischen,  monoklinen  und 
triklinen  Systems  gelingt  erst  dann,  wenn  der  Einfluss  der  Wellenlänge  und 
der  Temperatur  auf  die  Gestalt  und  die  Orientirung  der  Strahlenfläche 
berücksichtigt  werden.  Um  durchgreifende  charakteristische  Merkmale  for 
jedes  einzelne  Krystallsystem  zu  gewinnen,  müssen  wir  uns  zu  dem  elasti- 
schen Verhalten  der  Krystalle  wenden,  dessen  Symmetrieeigenschaften  aller- 
dings immer  noch  von  höherer  Ordnung  sind  als  die  Symmetrie  der  Vor- 
gänge des  Wachsthums  und  der  Auflösung,  mit  deren  Hülfe  allein  die 
vollständige  Trennung  der  32  Gruppen  (S.  33 — 50)  durchgeführt  werden  kann. 


9.  Elasticität. 

1.  Das  Interesse,  welches  sich  an  die  Eenntniss  der  elastischen  Eigen- 
schaften der  Krystalle  knüpft,  wird  noch  wesentlich  erhöht  durch  die  in 
neuester  Zeit  hervorgetretenen  innigen  Beziehungen  des  elastischen  Ver- 
haltens der  Krystalle  zu  thermischen,  optischen  und  elektrischen  Vorgangen. 
Um  die  Ergebnisse  der  auf  diesem  Gebiete  unternommenen  Forschungen 
darlegen  zu  können,  erscheint  es  unerlässlich,  zuvörderst  in  Kürze  an  die 
Grundlagen  der  Mechanik  elastischer  Körper  zu  erinnern.^ 

2.  Deformationen.  —  Bei  elastischen  Deformationen  findet  in  der  Um- 
gebung eines  beliebigen  Punktes  0  innerhalb  eines  hinreichend  kleinen  Be- 
reiches B  eine  homogene  Deformation  statt:  ein  im  ursprünglichen  Zustande 
kugelförmiger  Theil  dieses  Bereiches  geht  in  ein  Ellipsoid  über,  welches 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  zu  dem  Deformationsellipsoid  (S.  58).  Be- 
zeichnen wir  die  bei  der  Deformation  stattfindenden  sehr  kleinen  Dilatationen 
der  Längeneinheit  nach  drei  durch  0  gelegten  Geraden,  welche  vor  der  De- 
formation die  auf  einander  senkrechten,  im  Uebrigen  aber  willkürlich  ge- 
wählten Eichtungen  der  Coordinatenaxen  X,  Y,  Z  hatten,  mit  a;^,  y^,  z^  und 
die  sehr  kleinen  Abnahmen  der  Winkel  {YZ),  {ZX),  {XY)  mit  y^j  x^,  x^, 
so  bestimmen  diese  sechs  Grössen  die  Deformation  in  jenem  Bereiche.  Wir 
nennen  x^,  . .  . .,  x^  die  Deformationscomponenten  cm  der  Stelle  0.  Bedeuten 
w,  Vf  w  die  Componenten  der  sehr  kleinen  Verschiebung,  welche  ein  Punkt 
im  Bereiche  B  bei  der  Deformation  erfahrt,  so  ist: 


du 

dv 

6v   .   dw 

Bio       du 

*«=flx  +ez' 

8u    .dv 

1  Zur  EmfÜhmiig  in  die  Theorie  der  Elasticität  ist  vortrefflich  geeignet:  W.  J. 
IsBETSOif,  An  Elementaiy  Treatise  of  the  Math.  Theorj  of  Perfectly  Elastic  Solids. 
London  1887.  —  Sehr  ausführliche  und  wohl  abgewogene  historische  Angaben  findet 
man  in:  J.  Todhuitteb  and  K.  Peabson,  A  History  of  the  Theoiy  of  filasticity.  Cam- 
bridge. 1,  1886;  2  (1),  1889. 
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Die  Gleichung  des  DeformationselUpsoida  im  Bereiche  Bj  bezogen  auf  drei 
den  Coordinatenaxen  X^  F,  Z  parallele  Durchmesser,  lautet: 

oder: 

Daraus  folgt  unter  der  hier  stets  benutzten  A^inäherung: 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  Bichtungscosinus  der  Geraden ,  welche  vor  der 
Deformation  dem  Badiusvector  nach  dem  Punkte  |,  %  C  d^  Ellipsoids  ent- 
spricht, mit  ccy  ß,  Yj  so  können  auf  der  rechten  Seite  der  yorstehenden 
Gleichung  die  Goordinaten  {,  17,  ^,  da  sie  mit  den  gegen  1  sehr  Uehien 
Deformationscomponenten  multiplioirt  sind,  durch  et,  ß,  y  ersetzt  werden. 
Wir  erhalten  daher  für  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Dilatation  det 
Längeneinheit  in  der  Bichtung  Uj  ß,  y  den  Ausdruck: 

*  «  a;, a>  +  y^/9«  +  «./*  +  yjy  +  ^^r«  +  ^^^ß- 
Diese  Dilatation  ist  also  eine  lineare  Function  der  Deformationscomponenten. 
Die  Aenderung  r  der  Orösse  der  Volumeneinheit  ist  gegeben  durch  die 
Summe  der  linearen  Dilatationen  in  den  Bichtungen  X,  F,  Z  (S.  59, 101): 

^  =  a;^  +  y,,  +  «.• 
Geht  man  von  dem  Coordinatensystem  X,  F,  Z  zu  einem  neuen  recht- 
winkligen Coordinatensystem  X%  Tj  Z'  über,  so  mögen  die  Bichtungscosmos 
bezeichnet  werden  nach  dem  Schema: 

X 

r  ß, 

^'  r^ 

Alsdann  erhalt  man  für  die  neuen  Deformationscomponenten  folgende  Aus- 
drücke: 

xj  =  «i'a;.  +  Äj«y^  +  «3»«.  +  «a  «8  y.  +  «8  «1 «.  +  «1  «a  «r 

x;^2a,ß,x^  +  2a^'ß,y^  +  2a^ß^x, 

+  («a  A  +  ^ß%)y.  +  («3  A  +  «1  ßsK  +  K  A  +  «1 A)^.- 

Bei  dieser  Transformation  tritt  als  einfachste  Invariante  die  raumliche  Dfla- 
tation  T  auf. 

3.  Druckkräfte.  —  Durch  die  Deformation  werden  im  Innern  desEiystalls 
Beactionskräfte  hervorgerufen,  welche  nach  dem  Eintritt  des  Buhezustandes 
den  äusseren,  die  Deformation  erzeugenden  Kräften  das  Gleichgewicht  halten. 
Es  möge  auf  die  Flächeneinheit  eines  ebenen  Flächenstückes,  dessen  Nonmile 


T 

z 

"t 

«» 

Ä 

A 

y« 

Yi 
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die  Bichtang  n  besitzt,  der  elastische  Druck  P^  wirken.  Dabei  soll  n  die- 
jenige Seite  der  Normale  bedeuten,  auf  welcher  der  Theil  des  Erystalls  liegt, 
gegen  welchen  der  Druck  ausgeübt  wird.  Im  Allgemeinen  fallt  ^e  Richtung 
p  von  P,  keineswegs  mit  n  zusanunen.  Die  Dimension  des  Druckes  P,  ist 
Kraft  /  Fläche  =  [ML-^  T-"].  Die  Componenten  von  P^  seien  bezeich- 
net mit: 

(1)  -X.  =  P^cos(pa;),  F.  «  P,cos(i?y),  Z^  =  P,cos(i?%), 

so  dass: 

Die  auf  ein  Flachenelement  von  entgegengesetzten  Seiten  her  einwirkenden 
Drucke  sind  gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet;  bezeichnet  man  die 
beiden  Sichtungen  der  Normale  mit  n  und  —n,  so  ist  hiemach: 

(2)  x^  —  z^,  r,  —  r_,  z,=-z^. 

In  analoger  Weise  bezeichnen  wir  ^  die  Componenten  der  durch  die 
Deformation  des  EiystaUs  an  der  Stelle  Xj  y,  z  erregten  Druckkraft  gegen 
die  zur  X-,  Y-,  Z-Axb  senkrechten  Flächeneinheiten  mit: 

(8)  -X,,  T^j  Z^\  X^^  Y^y  Z^\  X,,  F.,  Z,. 

Sind  diese  Grössen  bekannt,  so  kann  der  auf  die  Flächeneinheit  einer  durch 
den  Punkt  x,  y,  z  gelegten  Ebene  von  beliebiger  Richtung  wirkende  Druck 
P,  der  Grösse  und  Richtung  nach  berechnet  werden.  Dies  ergiebt  sich  aus 
den  Bedingungen  far  das  Gleichgewicht  eines  kleinen  TetraMers,  welches 
begrenzt  wird  von  drei  durch  diesen  Punkt  gelegten,  den  Coordinatenebenen 
parallelen  Flächen  und  einer  vierten  Ebene,  deren  äussere  Normale  die  Richtung 
n  besitzt: 

X,  =JS:,C08(na;)  +ZyCOs(ny) +X.cos(n;i;) 
(4)  r  =  r. cos  (na:)  +  r^cos(ny)  +  r,C08(w«) 

Z^  ==  Z^  cos  (na;)  +  Z^  cos  (ny)  +  Z,  cos  (njt). 

Unter  den  hierin  auftretenden  neun  Druckcomponenten  sind  thatsächlich  nur 
sechs  von  einander  unabhängig;  es  ergeben  sich  nämlich  als  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  eines  Würfels,  dessen  Flächen  den  Coordinatenebenen 
parallel  gehen  und  die  Flächeneinheit  zum  Inhalt  haben,  die  Relationen: 

(6)  y.«^,,  ^.«-3;,  X^^Y^', 

d.  1l  für  zwei  durch  denselben  Punkt  gehende  und  auf  einander  senkrechte 
Flächenelemente  sind  die  Tangentialdrucke,  welche  auf  der  Schnittlinie  der 
beiden  Elemente  senkrecht  stehen,  einander  gleich. 

Wir  können  jetzt  die  Grösse  und  die  Richtung  des  Druckes  P,,  welcher 
durch  die  Gleichungen  (4)  in  Verbindung  mit 

coß*(^a;)  +  cos*(jpy)  +  cofl*(^»)  =  1 


'  Nach  F.  E.  Nbuhann,  Abb.  Berl.  Akad.  aus  d.  J.  1841,  94. 
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vollständig  bestimmt  ist,  für  alle  durch  den  Punkt  0  =  {x,  y,  z)  gelegten 
Ebenen  geometrisch  darstellen.  Setzen  wir  die  aus  den  Druckcomponenten 
gebildete  Determinante: 


^,  ^,  X. 

y.  3;  Y 

Z.   Z,  Z^ 

die  zweigliedrigen  XJnterdetenninanten: 


und  die  Verhältnisse  J, 


ii> 


Z  ¥, 


=  //, 


x^  X^ 


=  J,3  =  J32,  U.   S.    f. 


jy^ .  J  =  5^,  so  ergiebt  die  Auflosung  von  (4): 

cos  {nx)  =  P,  [*ii  cos  {px)  +  *ai  cos  {py)  +  d^^  cos  {px)] 

(6)  cos  (wy)  =  P,  [^12  cos  O^ir)  +  dgj  cos  (py)  +  *„  cos  {pz)] 

cos  (n«)  =  P,  [*i3  cos  (i^ic)  +  *j3  cos  {|>y)  +  Ä,8  cos  {pz)]. 

Beachten  wir  jetzt,  dass  in  dem  Punkte  |,  17,  £,  in  welchem  die  Oberfläche 
zweiter  Ordnung: 

/^=  «11  r+*M^*+*88£'  +  2*33  ^7C+ 2(^31  £l  +  2*i3|l7  =  l 

von  einem  zu  p  parallelen  ßadiusvector  getroffen  wird, 
I :  I? :  £  Ä  cos  {px) :  cos  {py) :  cos  (;?») 
ist,  so  verhalten  sich  nach  (6): 

cos(nrc):cos(ny):cos(n«)  «  g{:  g^:  |{; 

d.  h.  die  Tangentialebene  in  jenem  Punkte  liegt  parallel  zu  der  Ebene,  auf 
welche  der  Druck  P^  wirkt  Demnach  ist  die  Richtung  des  Druckes,  welcher 
auf  eine  beliebige,  durch  den  Punkt  0  gelegte  Ebene  wirkt,  gegeben  durch 
die  Richtung  des  Durchmessers  der  Oberfläche  f,  welcher  zu  jener  Ebene 
conjugirt  ist. 

Tragen  wir  jetzt  in  der  Richtung  des  Druckes  P^  die  Grosse  desselben 
als  Strecke  auf,  so  erhalten  wir  das  ElastioUätselHpsoid,  welches  in  Ver- 
bindung mit  der  Fläche  f  eine  anschauliche  Uebersicht  der  Vertheilung  der 
elastischen  Druckkräfte  an  der  Stelle  O  vermittelt  Bezeichnet  man  die  Com- 
ponenten  (1)  von  P^  mit  |,  ^,  f,  so  ergiebt  sich  aus  (6)  die  Gleichung  des 
Elasticitätsellipsoids : 

Jeder  Radius  des  MasticitätseUipsoids  giebt  Riohkmg  und  Orösse  des  Druckes 
an,  welcher  auf  die  xu  dieser  Richtung  in  Bexug  auf  die  Fläche  f  amjugirte 
Ebene  ausgeübt  wird.  Demnach  werden  die  Drucke,  welche  an  der  Stelle  0 
auf  die  Flächeneinheiten  von  irgend  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen 
wirken,  dargestellt  durch  ein  System  von  drei  conjugirten  Durchmessern  des 
Elasticitätsellipsoids. 


ElemerUargesetc.  549 

Führt  man  ein  neues  rechtwinkliges  Goordinatensystem  ein,  so  ergiebt  sich: 

X'=s  ct^ßiX^  +  a^ß^  Y  +  cc^ß^Z^ 

+  K>8  +  «SÄ)' 5;  +  KÄ  +  «1 Ä)^.  +  («1 A  +  «1 A)^.. 

Die  OleichgewiohUthedingungm  for  einen  deformirten  elastischen  Eörper, 
auf  welchen  keine  anderen  äusseren  Kräfte  .als  Oberflächendrucke  einwirken, 
sind  folgende.  Für  jeden  Punkt  05,  y,  x  im  Inneren  des  Körpers  gelten  die 
Gleichungen:  ö^a.^u.ö5-0 

a«  "*■  öy  "*■  dz  ■"" 

aar   ^    öy   ^"ö7"""- 

Für  jeden  Punkt  x,  y,  x  der  Oherfläche  bestehen  die  Bedingungen: 

x.  +  x  =  o,    r„+r=o,   z„  +  z  =  o 

oder: 

-X,  cos  (na;)  +  ^^cos(ny)  +  X,cos(n«)  +  ^  =  0 
IL  y;cos(na;)  +  Y^  cos(ny)  +  F.  cos(»«)  +  F««  0 

Z,cos(nx)  +  Z^  cos(ny)  +  Z^  cos(nÄ)  +  Z  =  0. 

Hierin  bedeutet  n  die  äussere  Nonnale  der  Oberfläche,  und  X^  Y,  Z  sind 
die  Componenten  des  auf  die  Flächeneinheit  der  Oberfläche  an  der  Stelle 
X,  y,  X  von  Aussen  wirkenden  Druckes.  Was  die  Vorzeichen  von  JT,  F,  Z 
angeht^  so  ist  z.  B.  unter  einem  allseitig  gleichen  Drucke  P: 

Xä—P cos  (na;),     F«— Pcos(ny),     Z  =  — Pcos(n;i;). 

Nach  dieser  Vorbereitung  wenden  wir  uns  zu  den  elastischen  Eigen- 
schaften der  kiystallisirten  Körper. 

4.  Elementargeseb.  —  Für  einen  vollkommen  elastischen  Krystall  gilt 
innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  das  Princip  der  Superposition  der  Defor- 
mationen und  der  inneren  elastischen  Kräfte.  Daraus  folgt,  dass  die  seohs 
Drudceomponenten  an  der  Stelie  x,  y,  x  lineare  Functionen  der  sechs  Defor- 
moHonscomponenten  an  derselben  Steüe  sind  (verallgemeinertes  HooKE'sches 
Gesetz).  Da  wir  voraussetzen,  dass  im  Anfangszustande  x^^  . . .  ,  =  x^=zO 
ist,  so  müssen  diese  Functionen  überdies  homogen  sein. 

-  JT.  =  Ciia;,  +  e^^y^  +  c^^x^  +  c^^y,  +  c^^x,  +  c^^x^ 

(1)  -   ^y  =  C,l  a^x  +  <h2y,  +  Ö28«.  +  «24^.  +  Ö86«x  +  ^^y 

-  Z.  =  C31  a;.  -h  csa^^  +  Cgg«.  +  c^^y^  +  c^x^  +  c^^x^ 

-  5^.  =-  ^,  =  C4I«,  +  ^«y,  +  ^'43^.  +  044^.  +  C45««  +  Ö4e«v 

-  Z^  =-  X,=  C51  X^  +  (k2yy  +  ^63^.  +  ^64^.  +  %  «x  +  <^M^y 

-  -S:^  =  -  ^x=  öei  ^.  +  0622^.  +  ^63^.  +  ^642/.  +  Ce6^x  +  ^ee^v- 

Die  hierin  auftretenden  36  Coßfficienten  0^  sind  abhängig  von  den  elasti- 
schen Eigenschaften  des  Krystalls  und  der  willkürlich  gewählten  krystallo- 
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graphischen  Orientirang  des  Goordinatensystems.  Sie  werden  die  zn  dem 
gewählten  Coordinatensystem  gehörenden  Elastioüätsconatanten  des  ErystaUs 
genannt  Ihre  Dimension  ist  dieselbe  wie  die  einer  Druckkraft  (S.  547),  also 
[ML-^  T-^.  Entspricht  das  Goordinatensystem  insbesondere  den  Symmetxie- 
eigenschaften  des  KrystaUs,  so  besseichnen  wir  dasselbe  als  Etniptmordmatefi-' 
System  und  die  zugehörigen  Elasticitatsconstanten  als  die  für  den  Eiystall 
charakteristischen  Hauptelasihüätsconstanten. 

Die  Beobachtungen  über  die  elastischen  Eigenschaften  eines  ErystaUs 
sind  zuvörderst  darauf  gerichtet^  die  numerischen  Werthe  der  Gonstanten  e^ 
für  ein  bestimmtes  Goordinatensystem  zu  ermitteln.  Nachdem  diese  Aufgabe 
gelöst  ist,  kann  man  das  elastische  Verhalten  des  Erystalls  unter  jeder 
gegebenen  Art  von  Krafteinwirkung  voraus  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  Determinante  |  ß„  |  mit  C,  die  funfgliedrigen  TJnter- 
determinanten  mit  C^  und  die  Verhältnisse  C^:C  mit  «^,  so  ergiebt  die 
Auflösung  von  (1): 

-  «.  =  «11  K  +  «21  Y,  +  «31  ^.  +  «41  5;  +  «61  ^.  +  «61  ^, 

(2)  

-«.•=-  y«  «  «16  -^.  +  «M  Yy  +  «86  ^.  +  «46  5^.  +  «66  ^x  +  «66  ^,' 

Für  jene  durch  die  Determinantenverhältnisse  «^  gegebenen  Aggregate  der 
Elasticitatsconstanten  hat  W.  Voigt  ^  die  Benennung  „ElasthUätsmodubi  des 
Krystalls"  vorgeschlagen.  Aus  den  Beobachtungen  über  elastische  Defor- 
mationen gewinnt  man  direct  nur  die  Werthe  der  Sj^y  aus  denen  dann  erst 
die  Werthe  der  e^^  berechnet  werden  müssen.  Daher  sind  die  Elasticitits- 
moduln  mit  grösserer  Genauigkeit  zu  bestimmen  als  die  Elasticitatsconstanten. 

Führt  man  die  Ausdrücke  (2)  in  die  Gleichmig  des  DeformationseUipBoids  ein,  so 
ersieht  man,  dass  dieses  Ellipsoid  nicht  aof  seine  Hanptazen  bezogen  ist,  wenn  die 
Hauptazen  des  ElasticitätseÜipsoids  zu  Goordinatenaxen  gewählt,  also  Y^=^Z^^ 21^=^0 
gesetzt  werden.  Demnach  fallen  in  krystallisirten  Körpern  die  Hauptazen  des  De- 
formationsellipsoids  im  Allgemeinen  nicht  wie  bei  amorphen  Körpern  mit  den  Haupt- 
azen des  ElasticitätseÜipsoids  zusammen. 

5.  Potentielle  Energie  eines  bei  constanter  Temperatur  Im  defermirteB 
Zustande  erhaltenen  Krystalls.  —  Wird  die  Deformation  an  der  SteUe  x,  y,  z: 

»      .     ,  (^x' »  ^.) 

vergrossert  auf: 

{x^  +  dx^,    ,    iic^  +  dx^) 

so  erhält  die  potentielle  Energie  ^  der  durch  die  Deformation  hervorgerufenen 
elastischen  Kräfte  für  die  Yolumeneinheit  an  jener  Stelle  den  Zuwachs: 

J  a>  =  -  (JS, rfa;,  +  . . . .  +  X^dx;). 
Berücksichtigt  man  jetzt,  daas  nach  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie 
S<P  ein  voUständiges  Diflferential  einer  Function  der  sechs  unabhängigen 
Variablen  x^,  . ,  .  .,x^  sein  muss: 


>  W.  Voigt,  Abb.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen.  gS,  40,  189a 
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SO  folgt: 

w  ^«  —  ä^:»  — >  ^»=""gi;" 

Nun  sind  nach  der  zu  Grunde  liegenden  Annahme  (1)  die  Druckcomponenten 
ganze  homogene  lineare  Functionen  der  Deformationscomponenten.  Demnaeh 
ist  das  oMf  die  VokumeneinheU  bezogene  Potential  der  durch  die  Deformation 
hervorgerufenen  elasHaoken  Kräfte  eine  ganze  homogene  Function  zweiten  Oradea 
der  Deformationeoomponenten.  Beachten  wir  jetzt,  dass  nach  (8)  die  ßela- 
tionen  bestehen: 

so  ergiebt  sich,  dass  die  zur  Diagonale  symmetrischen  Go^fficienten  Oj^  und 
Cj^  in  (1)  einander  gleich  sind.    Wir  erhüten  hiemach: 

2  «>>  Cii aj.»  +  2ö^^x,y^  +  2c^^x^z,  +  2e^^x^y,  +  2ö^^x,x^  +  2c^^x^x^ 

+  «88^      +2<^4«.y.  +2c^j«.«^  +2o^x,x^ 
+  <^A4,y.^       +  2c«y.«x  +  2c4ey.^. 

Es  reducirt  sich  also,  wie  zuerst  von  G.  Gbeen^  nachgewiesen  worden  ist, 
die  Zahl  der  Elasticitätsconstanten  in  dem  allgemeinsten  Falle  eines  tnkUnen 
Ejystalls  auf  21. 

Damit  die  Gleichungen  (S.  549),  welche  för  das  elastische  Gleichgewicht 
gelten^  die  relativen  Yerrückungen  der  Theilchen  eines  festen  Körpers  ein- 
deutig bestimmen,  muss  das  elastische  Potential  ^  eine  stets  positive  Grösse 
sein.  Daraus  ergeben  sich  Relationen^  denen  die  ElasHoUätsoonstanten  o^^  ge- 
nügen müssen.    Setzt  man  nämlich  die  Determinante: 


Oll  Cis  ...         Cl,«+1 


P^^ 


so  dürfen  keine  negativen  Werthe  p^  auftreten,^ 

6.    Symmetrieeigenschaften.  —  Um  die  Klassen  krystallisirter  Körper 
zu  gewinnen,  welche  nach  der  Symmetrie  des  elastischen  Verhaltens  zu 


^  G.  Gbuh,  Gambr.  Phil.  See.  7,  121,  1839.    Math.  Papen.  1871,  291. 

'  W.  TH01C80N,  Math.  Phjs.  Papers.  8,  886,  1890  (1862).  —  W.  Thomson  und 
P.  G.  Tait,  Handb.  d.  theoret.  Physik.  1  (2),  204,  426, 1874.  —  G.  Kieohhopp,  Joum. 
f.  Math.  56,  291,  1859.  Ges.  Abhandl.  292.  —  B.  Lifschitz,  ibid.  78,  829,  1874.  -> 
K.  WssBüDONOK,  Ann.  d.  Phjs.  N.  F.  85,  121,  1888;  86,  725,  1889. 
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unterscheiden  sind,  müissen  wir  zunächst  heachten,  dass  die  Deformatioiis- 
componenten  und  die  Componenten  des  inneren  elastischen  Druckes  eenirMi 
symmetriadhe  Grössen  sind.  In  der  That,  bei  den  Yertauschungen  der 
Coordinaten  x,  y,  %  mit  —  a;,  —  y,  —x  und  den  dadurch  bedingten  Ver- 
tauschungen der  Verschiebungscomponenten  w,  «,  W7  mit  —  w,  —  r,  —  tc 
ändern  sich  die  auf  S.  545  definirten  Grössen  x^, . . .  .^x^  nicht;  denmaeh 
findet  nach  dem  Elementargesetz  (S.  549)  auch  keine  Yorzeichenänderang 
der  Druckcomponenten  statt.  Es  kommen  also  zuvörderst  nur  die  auf 
S.  65  zusanmiengestellten  11  Gruppen  in  Betracht.  Die  Zahl  reducirt  sich 
indessen,  wie  B.  Minnigebodb^  nachgewiesen  hat,  auf  neun,  wenn  wir  jetzt 
auf  den  allgemeinen  Ausdruck  für  das  Potential  0  der  elastischen  Kräfte, 
der  seiner  Natur  nach  von  dem  benutzten  Coordinatensystem  unabhängig 
bleibt,  die  in  der  Einleitung  (S.  88—50)  hervorgehobenen  Substitutionen 
anwenden. 

Monoklines  System. 

Die  charakteristische  Substitution  lautet  nach  S.  49: 


Ä,= 


/xyz] 
[xyz)^ 


Durch  die  Vertauschungen  von  as,  x,  w,  tv  mit  —  x,  —  «,  —  w,  —  u?  gehen 
aber  y^  und  x^  nach  der  Definition  dieser  Grössen  (S.  545)  über  in  —  y, 
und  —  x^.    Soll  also  das  Potential  (P  bei  der  Substitution: 

ungeändert  bleiben,  so  müssen  die  in  y^  und  x^  linearen  Glieder,  deien 
Vorzeichen  sich  umkehren  würde,  fortfallen.    Demnach  verschwinden: 

(^'  ^4>      ^2V      ^4>      ^W      ^i69      ^J      ^iß}      ^J 


so  dass  nur  13  Elasticitätsconstanten  bleiben: 

«11     Cj,    Ci8      0     ri5 

0 

c„    c„    c„      0     c„ 

0 

"•                                                0      0       0     c^    e^ 

0 

0 

<?61       ^5«       <?6i       <?64       ^6i 
0          0          0          0          0 

0 

Bhomblsehes  System. 

Die  Substitutionen  (S.  47): 


\xyxP  \xyxj 

und  die  entsprechenden  Aenderangen  von  u,  v,  w  liefern  die  Vertanschnngen: 

(y.»  yJ   (»X.  ^J  (*,»  ^,). 

*  B.  MiHHiQBBODE,  Nacht.  Ges.  d.  Wim.  Göttingen  1884,  195,  874,  488. 
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so  dass  in  0  alle  in  y,,  x^  x^  linearen  Glieder  fortfallen.    Es  verschwinden 
also  ausser  den  Co^fßoienten  (1)  auch  noch: 

Die  Anzahl  der  Elasticitatsconstanten  beträgt  demnach  9: 


CtX 

«1« 

Cl8 

0 

0 

0 

c«i 

Ct% 

Ct% 

0 

0 

0 

<?81 

c„ 

Czz 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Cu 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

^66 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

<^66 

ni. 


Tetragonales  System. 

Nach  S.  65  haben  wir  zwei  Abtheilungen  zu  unterscheiden.  Für  die 
erste,  welche  die  pyramidale  Hemiedrie,  die  hemimorphe  Tetartoedrie  und  die 
sphenoidische  Tetartoedrie  umfasst,  ist  charakteristisch  die  Substitution: 


S,' 


lxyz\ 
[yxx/ 


Daraus  folgt,  dass  die  Yertauschungen: 

den  Werth  des  Potentials  4>  ungeändert  lassen  müssen.    Dies  ist  nur  mög- 
lich, wenn  die  Coßfficienten: 

(^>  ^'UJ      ^i49      ^47      Ö^6>      ^26?      ^6?      ^'lö  J      <%e>      ^MJ      ^68 

verschwinden  und  die  Relationen: 

bestehen.    Demnach  bleiben  nur  die  7  C!onstanten  des  folgenden  Schema: 

c„        Cji     Cj,      0       0    -Cie 

„^  «81  «81       «88        0  0  0 

*^  •  0  0       0      C44      0         0 

0  0       0       0     C44       0 

«•1    —«61      0       0       0       c^. 

Die  zweite  Abtheilung  enthält  die  Holoedrie,  die  hemimorphe  Hemiedrie, 
die  irapezoedrisohe  Hemiedrie  und  die  ephenoidisohe  Hemiedrie.  Hier  tritt  zu 
der  Substitution  /S^  nach  S.  44  noch  hinzu: 


S, 


^fxyz] 
[xyzj 


Dabei  bleiben  a;,,  y^,  ^,,  y.  unverändert,  während  x^  und  x^^  übergehen  in 
—  x^  und  —  x^.  Folglich  ist  c^^  =  0,  so  dass  nur  6  Constanten  übrig 
bleiben: 
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cii    «it    cti     0      0 

0 

c„    c„    c„     0      0 

0 

CSI      <?»1      ^»8       0         0 

0 

0      0      0     C44     0 

0 

0       0       0      0     C44 

0 

0       0       0       0       0 

«••• 

HexA^onales  Sjstem. 

Wir  beginnen  mit  der  letzten  Abtheilnng,  welche  die  rhomboedrische 
Tetartoedrie  nnd  die  Ogdoedrie  mnfasst  (S.  65).  Legen  vir  zunächst  ein 
rechtwinkliges  Goordinatensvstem  zu  Grande,  dessen  Axen  gegen  die 
3-zählige  Symmetrieaie  gleich  geneigt  sind,  so  muss  0  bei  einer  cydischen 
Vertauschung  von  (x^,  y^,  «J  und  (y,,  z^^  x^  ungeändert  bleiben.  Daraus 
folgt: 

<^ie  =  ^4  =  ^6>      Ö44  ="  ^66  **  <^e6l      <?46  =  <^46  **  <^»6- 

Es  bleiben  also  7  Constanten.  Transformirt  man  den  hiernach  gebildeten 
Ausdruck  <P  auf  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Z-Axe 
in  die  3-zählige  Symmetrieaxe  fallt,  so  ergiebt  sich  folgendes  Schema  for 
die  Elasticitatsconstanten: 


V% 


Die  nächste  Abtheilung  enthält  die  rkomboedrischs  Hemiedrie,  die  zioeüe 
hemimorphe  Tetartoedrie  und  die  trapexoedrische  Tetartoedrie,  Das  Coordinaten- 
System  sei  so  gewählt,  dass  die  Z-Axe  in  die  3-zählige  Symmetrieaxe  und 
die  X-Axe  in  eine  2-zählige  Queraxe,  also  die  ZF-Ebene  in  eine  Symmetrie- 
ebene ^t.  Dann  muss  in  dem  zuletzt  erhaltenen  Ausdruck  für  Q>  der 
Goefficient  c^^  =  0  sein,  so  nur  6  Elasticitatsconstanten  bleiben: 

«11  ci»  ci,  Ci4  0  0 

ctx  cii  qs  -Ci4  0  0 

c»i  <^»i  c„  0  0  0 

V».                              C41  -C41  0  C44  0  0 

0  00  0        C44  Ci4 

0         0      0         0     ü„     ^iZ^. 

Führt  man  jetzt  die  Bedingung  dafür  ein,  dass  die  Symmetrieaxe  Z 
auch  noch  geradzahlig  ist  {014,^  e^^^O),  so  ergiebt  sich  für  die  beiden 
ersten  auf  S.  66  unterschiedenen  Abtheilungen  des  hexagonalen  Systems 
derselbe,   von  5  Constanten  abhängige  Ausdruck  für  das  Potential  0.    Es 


Cii 

Cli 

C18 

Cl4 

^16 

0 

Cjl 

Cll 

^1» 

-Cu 

-C16 

0 

Czi 

^Zl 

<?88 

0 

0 

0 

C41 

-<^il 

0 

C44 

0 

-<?lö 

^61 

-C5I 

0 

0 

C44 

«14 

0 

0 

0 

-c« 

Cit 
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gilt  also  fGbr  die  Holoedrie,  die  hefnimorphe,  trapexoedriache,  sphenaidische  und 

pyramidale  Hemiedrie,  die  erste  hemimorphe  und  die  sphenoidisoke  Teiartoedrie 
folgendes  Schema: 

«11  c„  Cia      0       0  0 

c„  Cu  c„      0       0  0 

«81  «11  «aa      0       0  0 

VS                                            0  0  0      C44      0  0 

0  0  0       0      C44  0 

A  n  A       A       n  «u~«ii. 


BeipilSres  Sjstem. 

Die  beiden  auf  S.  65  unterschiedenen  Abtheilungen  des  regulären 
Systems  liefern  denselben  Ausdruck  für  das  Potential  der  elastischen  Kräfte. 
Führen  wir  nämlich  in  den  für  das  rhombische  System  geltenden  Ausdruck 
zunächst  die  auf  S.  34  mit  S^  bezeichnete  Bedingung  ein^  dass  x,  y,  x  und 
1*,  v,  w  cyclisch  vertauschbar  sind,  so  findet  auch  eine  cyclische  Ver- 
tauschung von  Ä^,  y^,  x^  und  von  y,,  «,,  x^  statt.  Daher  ist  in  m  zu 
setzen: 

so  dass  nur  3  Constanten  übrig  bleiben.  .  Es  gilt  also  für  die  pentagonale 
Hemiedrie  und  die  Teiartoedrie  der  Ausdruck: 

20^o,,{xJ  +  y^^  +  x;)+o^{y^^  +  xJ+x^^  +  2o,,(y^x^+x^x^  +  x^y;j. 

Derselbe  befriedigt  aber  auch  die  weitere,  für  die  Holoedrie,  die  tetraedrisdhe 
Hemiedrie  und  die  plagiedriscke  Hemiedrie  bestehende,  auf  S.  35  mit  T  be- 
zeichnete Bedingung: 

\yi^xl 
der  zufofee  die  Vertauschungen: 

^7  y,)  (s/yy  ^x)  (2/.7  %)  k»  y) 

den  Werth  von  <P  ungeändert  lassen  müssen. 

7.  Homogene  Deformationen  der  Krystalle  unter  allseitig  gleichem  Druck. 

—  Unter  den  elastischen  Erscheinungen  in  Eiystallen  nimmt  die  durch 
einen  allseitigen  gleichförmigen  Druck  erzeugte  Compression  eine  besondere 
Stellung  ein:  es  sind  hier  nicht  die  soeben  betrachteten  neun  Gruppen, 
sondern  nur  die  für  homogene  Deformationen,  welche  die  Symmetrie  des 
Krystalls  ungeändert  lassen,  charakteristischen  fünf  Gruppen  (S.  66)  zu 
unterscheiden.  Insbesondere  verhalten  sich  die  regulären  Krystalle  wie 
homogene  amorphe  Körper,  in  denen  ein  allseitig  gleicher  Druck  eine  reine 
Compression  bewirkt  ohne  gleichzeitig  eine  Aenderung  der  Gestalt  hervor- 
zurufen. Alle  übrigen  krystallisirten  Korper  ändern  unter  denselben  Be- 
dingungen ausser  ihrem  Volumen  auch  ihre  Gestalt. 
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Der  gegebene,  normal  zur  Oberfläche  des  Kiystalls  wirkende  Drack  sei 
bezeichnet  mit  P.  Dann  gelten  die  Bedingungen  11,  S.  549,  fcir  jeden 
Punkt  der  Oberfläche,  also  für  jedes  Werthsystem  cos(«a;),  C08(»y),  008(»5). 
Daraus  folgt: 

(1)  ^,  =  ^,     z.  =  x.=  o 

Das  Elasticitätsellipsoid  ist  also  in  diesem  Falle  eine  Kugd: 

aj*  +  y*  +  «'  =  P^' 

Trägt  man  in  (1)  für  X^,  . . . .,  -X^^  die  auf  S.  549  angegebenen  Werthe 
ein,  so  erhält  man  sechs  lineare  Gleichungen  zur  Berechnung  der  gesuchten 
sechs  Deformationscomponenten;  die  Auflösung  derselben  ergiebt  die  eon- 
stanim,  nur  von  P  und  einem  Theile  der  Grössen  Sj^  abhängigen  Werthe: 

«.  ==-P(Sj3  +  5j3  +  533),       a?^  =  -P(«i6+«26+«8e)- 

Hieraus  folgt,  dass  die  Yerruckungen  w  VyW  lineare  Functionen  von  x^y^z 
und  die  neuen  relativen  Coordinaten  eines  Punktes  lineare  Functionen  der 
ursprünglichen  sind.  Es  findet  also  eine  homogene  Deformation  des  ganxm 
Kryetaüs  statt.    Wie  aus  der  Gleichung  des  Deformationsellipsoids  (S.  546): 

(r  +  ^'  +  £^  +  2P[(Sii  +  ^,1  +  «3,)  I«  +  (^,,+  Ä„  +0  ^'  +  («18  +«23+««)  ^ 
+  («14  +  «24  +  «34)  ^  C  +  («16  +  «36  +  «86)  S  I  +  («16  +  «26  +  «Jö)  I  ^1  =*  ^ 

hervorgeht,  bewahren  die  Hauptaacen  desselben  unter  der  Annahme,  dass  die 
Grössen  s^^  von  der  Grösse  des  Druckes  unabhängig  bleiben,  auch  in  tiiklinen 
Erystallen  ihre  Richtungen  unverändert^  wenn  der  Druck  geändert  wird. 
Die  räumlidhe  Düatation  (S.  546)  ist  gegeben  durch: 

t^x^+y^  +  x^^^P  [{s^,  +  s,,  +  «33)  +  2  (533  +  «31  +  8,^)-]  =^^PM. 

M,  der  oubisehe  Compressionsooeffioieni  bei  consUmier  Temperatur  j  kann  mit 
Hülfe  eines  Piezometers  gemessen  werden.^ 

8.  Deformation  der  Krystalle  durch  einseitigen  Drucic.  —  Aus  einem 
Krystall  sei  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  mit  den  Eantenriohtongen 
l>  ^9  £  geschnitten.  In  der  Richtung  C  werde  ein  gleichförmiger  Druck  aus- 
geübt, so  dass  auf  jeder  Flächeneinheit  der  Ebene  I17  der  Druck  P  lastet. 


^  Directe  Messungen  yon  M  mit  dem  PiSzometer  sind  bislang  nur  am  Stehtuls 
von  W.  C.  EöNTQEN  und  J.  ScHNBrnsB  (Ann.  d.  Phys.  N.  F.  31,  1000,  1887)  durch- 
geführt worden;  es  ergab  sich  Jtf  =  5,0 .  10"*  [Atm.-*] ,  wenn  als  Druckemheit  der 
Druck  von  einer  Atmosphäre  auf  ein  mm'  gewählt  wird.  —  Die  Berechnung  Ton  M 
aus  den  Elasticitätsmoduhi  Sf,j^  ist  weniger  genau  als  die  directe  Bestimmung;  vgl 
W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  35,  660,  188ö. 
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Es  soll  die  hierdurch  erzeugte  Deformation,  insbesondere  die  in  der  Druck- 
richtung stattfindende  Gompression  bestimmt  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Richtungscosinus  von  |,  ^,  ^  in  Bezug  auf  das 
Hauptcoordinatensystem  des  Erystalls  (S.  550)  nach  dem  Schema: 


X 

Y 

Z 

1 

«11 

«1« 

«IS 

V 

«11 

««2 

«M 

c 

«81 

«$2 

«SS 

SO  gilt  nach  S.  549,  II  für  die  dem  Druck  P  ausgesetzten  Flächen: 

P«38=Z,a3i  +  ^^«33+    ^.«SS; 

dagegen  bestehen  für  die  freien  Seitenflächen  die  Bedingungen: 

0  =  ^,«11 +  ^.«12 +  ^.«13,    0=^X^a,,  +  X^a^^  +  X^a„ 
0  =  F,  «11  +  i;«ia  +  ^.  «13,    0  «  Y^a,,  +  F  «„  +  Ya,, 

0  =  Z,  C^l  +  Z^  «12  +  ^.  «13,      0  =  ^,  «31  +  Z^  «33  +  Z,  Of„. 

Da  die  Componenten  des  elastischen  Druckes  X^,  • . . .,  X^  constant  sind, 
so  folgt  aus  der  Verbindung  entsprechender  Gleichungen  dieser  drei  Systeme: 

^«3l'=^„       P«32«33=5;=Z^ 
^«33*=   5;,       Pa33  0f3,  =Z.  =  X. 

Pa33«  =  Z.,      Pa3i«s3«-3r^=5;. 

Trägt  man  hierin  die  auf  S.  549  angegebenen  Werthe  der  Druckcompo- 
nenten  ein,  so  erhält  man  die  zur  Berechnung  der  Deformationscomponenten 
erforderlichen  Gleichungen.    Die  Auflösung  derselben  ergiebt: 

a^.=  -^[«11  «31*+«31  «33*+*81  «33*  +  *41  «33  «S3+«61  «33  «81  +«61  «31  «Ss] 

(1) 

a;^=  -P[«ie  «81*  +  «36  «33*  +  «36  «83*  +  «46  «33  «38 +«66  «33  «31 +«66  «31  «32]- 

Hieraus  ist  zunächst  ersichtlich,  dass  unter  einseitigem  Druck  das  De- 
formationseüipsoid  (S.  546)  im  Allgemeinen  auch  in  regulären  Erystallen  ein 
dreiaxiges  ist;  dasselbe  geht  in  ein  Umdrehungsellipsoid  über,  wenn  die 
Druckrichtung  mit  einer  Symmetrieaxe  von  der  Periode  3,  4  oder  6  zu- 
sammenfallt. 

Vor  allem  interessirt  uns  aber  die  für  krysidUiswie  Körper  charakteristiachs 
Abhängigkeit  des  Dehnungsooefficionten  F,  in  der  Dnickrichiimg  ^  von  der 
Orientirung  dieser  Richtung.  Es  bedeutet  E  diejenige  Gompression  (oder 
Dilatation)  der  Längeneinheit  in  der  Richtung  ^,  welche  durch  einen  in  der- 
selben Richtung  ausgeübten  Druck  Eins  (oder  Zug  Eins)  erzeugt  wird.  Wir 
erhalten  also  aus  dem  auf  S.  546  angegebenen  Ausdruck  für  die  lineare 
Dilatation    mit   Rücksicht   auf   die   soeben   berechneten   Werthe   (1)   der 
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Deformationscomponenteiiy  wenn  noch  der  Kürze  wegen  die  Bichtungsoosiniis 
^3u  ^927  ^33  ^^^  ^  ^^  ^7  ßj  y  l>ezeichnet  werden: 

+  «22/9*        +28^ß^r^  +  2s^,ß*ßr  +  28^ß^Y^  +  2^ß'^ß 

+  s^,r'      +2s^,r*ßr  +  2s^r^r»  +  2s^r'aß 

+  suß*r^    +28^ßrr«+2s^ßraß 

+  «B6?'*«f*    +2ss^r«^ß 

Stellen  wir  uns  jetzt  vor,  dass  die  Werthe  der  Dehnungsco^fficienten  durch 
Strecken,  die  von  einem  gemeinsamen  Anfangspunkte  ausgehen,  repräsentiit 
werden,  so  erfüllen  die  Endpunkte  eine  geschlossene  Oberfläche,  welche  die- 
selben Symmetrieverhaltnisse  besitzt  wie  das  Potential  <P  und  daher  Tor- 
züglich  geeignet  ist,  die  Unterschiede  in  dem  elastischen  Verhalten  der  auf 
S.  551 — 555  abgeleiteten  neun  Gruppen  krystalUsirter  Körper  zu  veranschaa- 
lichen.  Die  Gleichung  der  Oberfläche  der  Dehnungscoeffunenten  ist  durch  den 
vorstehenden  Ausdruck  für  E  gegeben,  wenn  E,  a,  ßj  y  als  PolareoordinateD 
gedeutet  werden.^ 

9.  Bestimmung  von  DehnungscoSfficienten  durch  Biegung  dOnner  prisma- 
tischer Stäbchen.  —  Der  Werth  des  Dehnungsco^fficienten  in  der  Richtong 
L  lässt  sich,  wie  F.  E.  Neümann*  hervorgehoben  hat,  bestimmen  aus  der 
Biegung  eines  dünnen  Stabchens  von  rechteckigem  Querschnitte,  dessen 
Längskante  parallel  L  ist.  Wird  dieses  Stäbchen,  während  es  mit  seiner 
Breitseite  auf  zwei  Schneiden  horizontal  ruht,  mit  Hülfe  einar  mittleren 
Schneide  belastet,  so  beobachtet  man  an  der  Stelle  dieser  Sohneide  eine 
verticale  Senkung: 

Hierin  bedeuten  L  die  freie  Länge,  B  die  Breite,  D  die  Dicke  des  Stäbchens 
in  Millimetern,  Pdie  Belastung  der  Mitte  in  Granmien.  Bezeichnet  man 
mit  X  den  Zuwachs  von  ^,  der  einem  Zuwachs  der  Belastung  von  1  g  ent- 
spricht, so  ist  der  Dehnungsco'effiaient  gegeben  durch: 

Uebrigens  ergiebt  die  nähere  theoretische  Untersuchung'  der  Biegong 
von  prismatischen  oder  cylindrischen  Stäbchen,  die  aus  Erygtallen  hergestellt 
sind,  dass  im  Allgemeinen  bei  einer  Biegung  auch  eine  Torsion  stattfindet 
und  dass  die  Biegung  eines  Stäbchens  bei  behinderter  Torsion  (reine  Bi^ong) 

^  In  dieser  allgemeinsten  Gestalt  wnrde  die  Gleichling  der  Oberflüche  der  DehnongB' 
co^ficienten  znerst  aufgesteUt  von  A.  Caüoht  (Exerdces  de  math.  4,  80,  1829);  bsid 
darauf  gab  F.  £.  Nbümann  einen  speciellen  Fall  derselben  an  (Pogg.  Aim.  81, 177, 1834). 

*  F.  £.  Neumaitn,  Pogg.  Ann.  81,  189,  1834. 

•  W.  VoioT,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  1«,  273,  898,  1882.  Abb.  Qes,  d.  Wiss.  Göttingen. 
84,  Theü  U  und  III,  1887. 


Biegtmgsapparate, 


559 


stets  kleiner  ansföllt  als  die  bei  unbehinderter  Torsion  (freie  Biegung).  Um- 
gekehrt tritt  bei  einer  Torsion  des  Stabchens  im  Al^emeinen  auch  eine 
Biegung  desselben  ein;  wieder  ist  die  Torsion  bei  verhinderter  Biegung 
(reine  Torsion)  stets  kleiner  als  die  bei  unbehinderter  Biegung  (freie  Torsion). 
Liegt  die  Längsrichtung  des  Stabchens  normal  zu  einer  elastischen  Sym- 
mebieebene,  so  verschwinden  jene  Nebenerscheinungen. 

Biegangtapfarato.  —  Der  NEüXAini'ache  Biegongsapparat,  zuerst  benutzt  und  be- 
schrieben von  G.  Baumqabtbn/  ist  von  W.  Voigt'  wesentlich  verbessert  worden 
(Fig.  289).  Zwischen  zwei  auf  einem  starken  Tischchen  befestigten  Schienen  ver- 
schieben sich  die  stählernen,  oben  etwas  abgeschrägten  und  zur  Vermeidung  der 


Fig.  289. 

Oxydation  vergoldeten  Lager  li,  l^,  welche  sich  mittelst  der  Klemmschrauben  ni,  n^ 
in  jeder  Stellung  festhalten  lassen.  Ihr  Abstand  ist  mit  Hülfe  eines  Nonius  an  der  auf 
einer  der  Schienen  angebrachten  Theilung  abzulesen.  Auf  jenen  Lagern  ruht  das  zu 
biegende  Stäbchen.  Dasselbe  trägt  einen  in  den  Bügel  o  gefassten  vergoldeten  Stahl- 
cylinder,  an  welchem  die  Belastung  angreift.  Es  hängt  nämlich  dauernd  an  o  ein 
ca.  20  g  schweres  Messingstflck  g  mit  vier  verstellbaren  kleinen  Gewichten,  welche 
dazu  dienen,  den  unterhalb  g  sichtbaren  spitzen  Haken  genau  unter  die  Mitte  des 


^  G.  Baükoabtbn,  Pogg.  Ann.  152,  869,  1874. 

*  Die  folgende  Beschreibung  verdanke  ich  einer  Mitiheilung  von  W.  Voigt. 
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Stäbchens  zu  bringen.  Während  der  Beobaektung  hSngt  auBserdem  an  o  die  mit  Ge- 
wichten beschwerte  Wagschale  to,  welche  je  nach  Umständen  5  oder  10  ff  wiegL  Die 
Belastung  und  Entlastung  des  Stäbchens  erfolgt  vom  Beobachtongsplatae  aus  mittelst 
eines  nach  Art  eines  Klingelzuges  geführten  Drahtes,  welcher  fiber  die  beiden  Bollen 
c,  e'  gelegt  ist.  Dorch  das  Anziehen  dieses  Drahtes  wird  die  ezcentrische  Scheibe  f 
und  dadurch  auch  der  Stahlstab  dd  gehoben  und  gesenkt  Um  die  Belastung  unter 
Vermeidung  eines  Stosses  auf  das  Stäbchen  einwirken  zu  lassen,  ist  zwischen  o  ond  ^ 
ein  aus  hartem  Neusilber  gedrehter  federnder  Bing  eingeschaltet 

Gerade  oberhalb  des  Stäbchens  liegen  auf  zwei  horizontalen  Glasstreifen  die  beiden, 
um  Stahlschneiden  drehbaren  BOllchen  fi,  r,,  welche  die  Spiegel  #|,  «,  und  die  sie 
äquilibrirenden  Gegengewichte  ;,,  q^  tragen.  Ein  sehr  dfinner  Platindraht  liegt  in 
einer  feinen  BiUe  des  kleinen  Stahlcjlinders  des  Bttgels  o,  läuft  in  verschiedenem  Sinne 
über  die  BöUchen  r^,  r,  und  endigt  an  den  je  ca.  10  g  schweren  Gewichten  gi,  ^«, 
welche  die  Spannung  des  Drahtes  bewirken.  Durch  diesen  Draht  wird  die  in  Folge 
der  Biegung  des  Stäbchens  eintretende  Senkung  des  Bügels  o  übertragen  auf  die 
Spiegel  «I,  #,.  Die  eigenthümliche  Form  der  zwischen  g  und  w  angebrachten  Oese 
gestattet,  worauf  hier  nur  hingewiesen  werden  kann,  die  Elimination  der  Reibung  der 
Spiegelazen  auf  ihrer  Unterlage.  Die  gegenseitige  Verschiebung  der  Spiegel  wird 
mittelst  eines  Femrohres  an  den  beiden  Bildern  einer  Scala  gemessen.  Dabei  ent- 
spricht einer  Verschiebung  der  Scala  um  1  mm  eine  Biegung  des  Stäbchens  um 
0,000  295  4  mm.  Wiederholte  Messungen  erlauben  Zehntel  dieses  Betrages  noch  ziem- 
lich sicher  zu  bestimmen. 

Soll  ein  Stäbchen  gegen  ein  anderes  ausgewechselt  werden,  so  werden  die  Böllcheii 
ri,  r,  durch  Drehung  des  Hebels  A,  welcher  den  Schlitten  t^  hebt,  arretirt  Die 
Schraube  ^,  welche  mit  dem  Schlitten  ^  den  ganzen  oberen  Theil  des  Apparates  ver- 
schiebt, gestattet  bei  verschieden  dicken  Stäbchen  immer  wieder  die  Ifitte  der  Scala 
in  das  Gesichtsfeld  des  Beobachtungsfemrohres  zu  bringen. 

An  der  Stelle  k  ist  eine  Vorrichtung  sichtbar,  welche  dazu  dient  den  Tlieil  og 
des  Belastungsapparates  für  den  Fall  eines  Transportes  des  Apparates  festzuklemmen. 

Der  ganze  obere  Theil  des  Instrumentes  wird  während  der  Beobachtung  zum 
Schutze  gegen  Luftströmungen  und  Wärmewirkungen  mit  einem  Blechkasten  fiberdeckt 
welcher  nur  gegenüber  den  Spiegeln  «^,  «,  eine  Oefinung  darbietet 

Der  Biegungsapparat  von  K  Wabbübq  und  K.  R.  Koch  ^  beraht  auf  demselb^ 
Princip,  welches  dem  Dilatometer  von  H.  Fizbaü  zu  Grunde  liegt  (S.  87).  In  geriogem 
Abstände  unter  dem  zu  biegenden  Stäbchen  wird  ein  Reflezionsprisma  in  der  Lage 
angebracht,  dass  die  nach  oben  gerichtete  Kathetenfläche  desselben  zu  dem  Stäbchen 
parallel  liegt  Vor  der  verticalen  Kathetenfläche  befindet  sich  eine  verticale  Glasplatte, 
welche  das  Licht  einer  seitlich  aufgestellten  Na-Lampe  auf  die  Hypotiienusei^Uche 
des  Prismas  wirft  Alsdann  erblickt  man  in  einem  horizontalen,  auf  die  verticale 
Prismenfläche  gerichteten  Mikroskop  die  auf  S.  87—88  beschriebenen  Interferenzstreifen. 
Erfolgt  jetzt  eine  Biegung  des  Stäbchens,  so  tritt  eine  Bewegung  der  Streifen  ein. 
Nachdem  ein  dunkler  Streifen  an  dem  Mittelpunkte  des  Ocularfodenkrenzes  vorflber- 
geschritten  ist,  hat  sich  die  Mitte  des  Stäbchens  um  eine  halbe  Wellenlänge  des 
Natrium-Lichtes  gesenkt  Mit  Hülfe  dieses  Apparates  gelang  es  K.  R.  Koch,  die 
Biegung  sehr  kurzer  Stäbchen,  bei  denen  der  sich  biegende  Theil  nur  10  mm  Lftnge 
besass,  zu  bestimmen.* 


^  K.  R  KooH,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  5,  521,  1878;  18,  825,  1888. 

*  Derselbe  Apparat  diente  zu  den  Biegungsbeobachtungen  von  J.  Beokbxkajip 
(Zeitschr.  f.  Kiyst  10,  41,  1885;  12,  419,  1887),  H.  Yatbb  (ibid.  11,  549,  1886)  und 
H.  NiEDMAKH  (ibid.  18,  862,  1888). 
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Der  Ausdruck  für  den  Dehnungsco^fficienten  E  auf  S.  558  lässt  er- 
kennen, dass  sich  aus  Biegungsbeobaohiungen  niemals  alle  Elasticitatsconstanten 
eines  Erystalls,  sondern  nur  gewisse  Aggregate  derselben  bestimmen  lassen. 
So  erhält  man  in  dem  allgemeinsten  Falle  eines  triklinen  Erjstalls  15 
Aggregate  der  21  Grössen  s^^.  Fügt  man  aber  zu  den  Biegungsbeobach- 
tungen  noch  TorsumsbeobacfUungen  hinzu,  so  gelingt  es,  wie  W.  Voigt  ge- 
zeigt hat,  in  der  That  die  Elasticitatsconstanten  der  krystallisirten  Körper 
vollständig  zu  ermitteln. 

10.  Bestimmung  von  TorsionscoSfficienten.  —  Die  Torsion  eines  Stäb- 
chens von  rechtwinkligem  Querschnitt  hängt  im  Allgemeinen  nicht  nur 
durch  einen  einzigen  Co6fficienten  mit  den  Elasticitatsconstanten  des 
Erystalls  zusammen.^  Bezeichnet  man  das  um  die  Längsrichtung  des 
Stäbchens  ausgeübte  Drehungsmoment  mit  N  und  den  Torsionswinkel  des 
Stäbchens  mit  t,  so  ist: 

3.VZ 


% 


b^b[i^P) 


Hierin  bedeuten  L  die  freie  Länge,  B  die  Breite  und  D  die  Dicke  des 
Stäbchens.  Die  Grösse  f  ist  eine  Function  des  Verhältnisses  der  Quer- 
dimensionen B:D,  die  für  Werthe  desselben,  welche  3  übersteigen,  als 
constant  angesehen  und  durch  die  Combination  von  Beobachtungen  eliminirt 
werden  kann,  falls  sie  sich  nicht  theoretisch  bestimmen  lässt.  %  stimmt 
mit  dem  von  W.  Voigt  als  Torsionscoeffioient  eines  rechtwinkligen  Prismas  T 
bezeichneten  Ausdrucke  überein,  wenn  die  kleinere  Querdimension  D  neben 
der  grösseren  B  vernachlässigt  werden  kann,  oder  wenn  die  Längsrichtung 
des  Prismas  normal  zu  einer  elastischen  Symmetrieebene  liegt  Anderen- 
falls unterscheidet  sich  %  von  T  durch  gewisse  Correctionsglieder. 

Bezeichnet  man  in  dem  Hauptcoordinatensystem  (S.  550)  die  Bichtungs- 
cosinus  der  Längsrichtung  L  und  der  grösseren  Querdimension  B  des  Stäb- 
chens mit  a,  //,  y  und  c^^,  /Jj,  y^j  so  ist  in  einem  triklinen  Krystall: 

+  4  (r  «1  +  «  ri)  ('«4 «  ffi  +  *i6  ßßi  +  *t6  r  ri) 

+  4(aft  +  |9  of,)  («84  o  «1  +«86l?Ä  +  *8erri) 

Da  sich  dieser  Ausdruck  nicht  ändert,  wenn  man  cc,  ß,  y  und  gti,  /?x,  ^i 
vertauscht,  so  liefern  zwei  Stäbchen,  deren  Orientirungen  durch  eine 
Drehung  um  90^  um  die  kleinere  Querdimension  D  in  einander  übergehen^ 


»  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  29,  604,  1886. 
LnsxfCH,  Phji.  KiTiUllogr. 
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80  dass  Längsrichtung  und  Breitenrich£ung  vertauscht  sind,  denselben  Tor- 
sionscoefficienten.  ^ 

Torsionsapparat  von  W.  Voigt  (Fig.  290).  Die  Rollen  Tj,  r,  sind  zwischen  Spitzen 
drehhar  in  zwei  Böcken,  die  auf  Schienen  einander  heliehig  genflhert  werden  köimeiL 
Die  Schrauhenpaare  b^,  5/  und  b^,  b^'  gestatten  die  eine  oder  die  andere  Rolle  fest- 
zuklemmen. £ine  Drehung  der  freien  Rolle  wird  mittelst  eines  Kräftepaarea  bewirkt 
das  in  leicht  erkennbarer  Weise  durch  die  Wagschaale  tr  und  die  auf  to  gelegten  Ge- 
wichte mit  Hülfe  des  hohlen  Querbalkens  aa  und  der  festen  Rolle  r  erzeugt  wird. 
Die  Belastung  und  die  Entlastung  wird  in  derselben  Weise  wie  bei  dem  Biegungs- 
apparate  (Fig.  289)  vorgenommen.  Das  zu  drillende  Stäbchen  ist  an  beiden  finden  io 
kleinen  Klemmfiittem  Xtj,  k^  befestigt    Die  Verbindung  von  ki,  k^  mit  den  Rollen  r^  r. 


Fig.  290. 

wird  hergestellt  durch  Rahmen,  welche  die  oberen  Enden  der  Böcke  umgeben.  Be- 
sondere Hülfsapparate  gestatten  das  Stäbchen  mit  seiner  Axe  sehr  genau  in  die 
Drehungsaze  der  Rollen  r,,  r,  zu  bringen. 

Die  Messung  der  DriUung  geschieht  mit  Femrohr  und  Scala  an  den  Spiegeln  «i.ft» 
welche  nicht  auf  den  Klemmfiittem  ki^k^y  sondern  ai{f  dem  Stäbchen  selbst  angebracht 
werden,  da  das  Stäbchen  auch  bei  der  sorgfältigsten  Einklemmung  immer  in  seinen 
Fassungen  etwas  beweglich  bleibt  Jeder  Spiegel  sitzt  auf  einer  scharfen  Zange,  welche 
auf  das  Stäbchen  an  einer  mit  Stanniol  überzogenen  Stelle  geklemmt  wird  und  dadurch 
eine  feine  Linie  ausdrückt  Der  Abstand  der  beiden  auf  solche  Weise  auf  dem  Stäbchen 
gewonnenen  Marken  liefert  diejenige  Länge  des  Stäbchens,  deren  Drillung  gemessen  wird. 

»  W.  Voigt,  Nachr.  Ges.  d.  Wisa.  Göttingen.  1886,  337.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  81, 
721,  1887. 
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Die  Griffe  ^,  i^  erlauben  die  beiden  Spiegel  um  horizontale  Azen  so  zu  drehen, 
dass  die  beiden  Bilder  der  Scala,  deren  relative  Verschiebung  ein  Maajss  der  statt- 
findenden Drillung  ist,  gleichzeitig  in  das  Gesichtsfeld  des  Femrohres  treten.  Einer 
Verschiebung  der  Scala  um  1  mm  entspricht  eine  Drillung  um  0,000  097  0  =  20". 

Die  Abhängigkeit  der  Torsionseigenschaften  eines  Erystalls  von  der 
Orientirung  der  Drehungsaxe  kann  in  analoger  Weise  wie  die  Abhängigkeit 
der  Dehnungscoefficienten  von  der  Richtung  durch  eine  Oberfläche  ver- 
anschaulicht werden,  wenn  man  den  Torsionsco'efficienten  eines  KreiscyUndeTs 
T^  durch  eine  nach  der  Axe  des  Cylinders  gerichtete  Strecke  repräsentirt. 
Bedeuten  R  den  Radius  des  Cylinderquerschnittes,  L  die  Länge  des  Cylinders, 
a,  /9,  y  die  Richtungscosinus  der  Axe  desselben,  JV  das  um  die  Axe  aus- 
geübte Drehungsmoment,  so  ist  der  Torsionswinkel  des  Cylinders  gegeben 
durch: 

worin  für  einen  Erystall  des  triklinen  Systems: 

+  2|?y(2*i5   +  2*ie  +  *66)  +  2^^0(2«,^   +  2*,«   +*64)  +  2«|9(2«84  +  2*S8   +  '46) 

Dieser  Torsionscoefflcient  ist  wie  der  Dehnungscoöfficient  ausser  von  den 
Grössen  s^  nur  noch  von  den  Richtungscosinus  der  Längsaxe  abhängig. 

11.  Resultate  der  Beobachtungen  von  W.  Voigt. 

Begnllires  System.^ 

Die  regulären  Erystalle  besitzen  drei  Elasticitätsconstanten  c^  und 
demnach  auch  drei  Constanten  s^^y  zwischen  denen  folgende  Beziehungen 
bestehen: 

Der  Deknungscoeffidmt  für  eine  Richtung,  deren  Richtungscosinus  in 
Bezug  auf  die  Krystallaxen  a,  ß,  y  sind,  ist  gegeben  durch: 

E  =  s,,  [(^  +  ß'  +  y')  +  {8,,  +  2s,,)  09V'  +  r*«*  +  cc^ß') 
oder: 

E  «  }  (^44  +  2*ia)  +  («11  -  ^12  -  JO  («'  +  ß'  +  r% 


»  W.  Voigt,  Pogg.  Ann.  Erg.-Bd.  7,  1, 177,  1876  (Steinsalz).  Sitzungsber.  Berlin. 
1884,  989  (Steinsah,  Flussspath).  Nachr.  Ges.  d.  Wifls.  Gattingen.  1888,  299,  823.  Ann. 
d.  Phya.  N.  F.  86,  642,  1888  (Flussspath,  Pyrity  Steinsalz,  SyMn), 
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Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Oberfläche  der  Dehnungscoeffidenien  be- 
steht darin ^  dass  die  auf  den  3-zahligen  Symmetrieaxen  senkrechten,  also 
den  Flächen  des  Oktaeders  parallelen  Centralschnitte  Kreise  liefern.  ^  In  der 
That  hat  a*  +  /S*  +  7^  für  alle  auf  einer  3-zähligen  Axe  senkrechten  Rich- 
tungen den  Constanten  Werth  1/2.  Diese  Kreise  bestimmen  eine  Kugel, 
welche  sie  in  8  Dreiseite  und  6  Yierseite  theilen;  die  Ecken  b  liegen  auf 
den  2-zähligen,  die  Mittelpunkte  der  Dreiseite  c  auf  den  S-zähligen,  jene  der 
Yierseite  a  auf  den  4-zahligen  Symmetrieaxen.  Beachten  wir  nun,  dass  der 
Dehnungscoefßcient  ein  absolutes  Maximum  oder  Minimum  in  den  Richtungen 
der  3-zähligen  oder  der  4-zähligen  Axen  annimmt,*  so  gewinnen  wir  leicht 
eine  Vorstellung  Ton  den  beiden  Typen,  welche  die  Oberfläche  der  Dehnungs- 

coefficienten  darbieten  kann:  je 
2  nachdem  derDehnungscoCffident 

in  den  Richtungen  der  4-zahligen 
Axen  ein  Minimum  oder  em 
Maximum  besitzt,  denken  wir 
uns  die  Vierseite  auf  der  Kugel 
eingedrückt  und  die  Dreiseite 
herausgewölbt  oder  umgekehrt. 
Bei  den  bis  jetzt  untersuchten 
vier  Substanzen  gehört  die  Ober- 
fläche der  Dehnungscoefficienten 
dem  ersten  Typus  an;  sie  ist  in 
Fig.  291  für  Flussspath  dar- 
gestellt.' 

Der  Torsionsooeffident  für 
ein  Prisma,  dessen  Längsrichtung 
die  Richtungscosinus  a,  ß,  y  und 
dessen  grössere  Querdimension 
die  Richtungscosinus  Oj,  /J^,  /j 
hat,  ist: 

T  =  5,,  -H  2  (2^,,  -  .,,  -  s,,)  («««1«  -t-  /9Vi*  +  rVi^. 

Bestinmit  man  ausser  den  BiegungscoSfflcienten  E^^  und  E^  für  die  Rich- 
tungen der  Normalen  einer  Hexaederfläche  und  einer  Dodekaederfläche  noch 
den  Drillungscoefficienten  T^  für  ein  Prisma,  dessen  Längsrichtung  normal 
zu  einer  Hexaöderfläche  steht,  so  findet  man  s^^^  s^j»  *44  ^^^  den  Relationen: 


Fig.  291. 


E,=  «11,     E^=  i(2«n  +  2«i2  +  «J, 


T.  =  «. 


»  Von  H.  Klang  (Ann.  d.  Phys.  N.  F.  12,  882,  1881)  experimentell  bestÄtigt  am 
Flussspath. 

«  F.  Necmann,  Vorl.  üb.  d.  Theorie  d.  Elast  1885,  186. 
'  FiNSTKBWALDSB,  Sitzungsber.  bajr.  Akad.  1888,  257. 
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Der  Torsionsco^fficient  eines  KreiscyUnders,  dessen  Axe  die  Bichtnngs- 
Cosinus  flf,  /9,  y  hat,  ist: 

T«  =  2.^ +  4[2][.,,-*,,)-*^](/9V*  +  y*  «'  +  «'/?»)* 

Die  Oberfläche  dieses  Torsionscoefficienten  besitzt  dieselben  Kreisschnitte  wie 
die  Oberfläche  der  DehnungscoSfficienten. 

Unter  allseitig  gleichem  Druck  ist  der  Coeffident  der  mbisc^ien  Com" 
pression: 

M  =  3(^11 +  2*12), 

also  der  CoSfflcient  der  linearen  Compression  s<^^  +  2  s^^. 

Farbloser  Flnssspath  vom  Brienzer  See. 

«11  =    (6,789  ±  0,005) .  10-8  [-„jnj  ^  sec'/g],      »n  =  16,70 .  10«  [g/mm .  aec«] 
*i,  =  -  (1,46  ±  0,015),  q,  =  4,57 

«44  «    (29,02  ±  0,019),  C44  =  8,45. 

E  =  [13,05  —  6,26  (o*  +  /9*  +  y*)] .  10-«. 
T«  =  [58,04  -  50,08  (/?»  y«  +  y«  ««  +  a*  |9«)] .  10-». 

M  «  11,61 .  10-^ 

Steinsalz  von  Stassfart 

*„  =      (23,82  ±  0,02) .  lO-*,    c,i  =  4,77 .  10« 

*j,  =—  (5,165  ±  0,03),  Ci,  a  1,32 

*44  =      (77,29  ±  0,07),  C44  s.  1,294. 

E  =  [33,48  -  9,66  (o*  +  |?*  +  y*)]  .  KT«. 
T»  =:  [154,6  —  77,28  (/?«  y>  +  y*  a*  +  «•  |9*)] .  10"*. 
M  =  40,47. 10-*  »  417  .  10-'  (für  Atmosphären  als  Dmckeinheiten). ^ 

SjItIb  von  Stassfart. 

*i,  =      (26,85  ±  0,06) .  10-«,  C|i  =  3,75 .  10« 

*i«  =  -  (1,85  ±  M«),  c,j  =  0,198. 

*44  =      (153,0  ±  0,5),  C44  =  0,655. 

E  =  [75,1  -  48,2  (a*  +  /9*  +  y*)]  .  10"». 
T*  «  [306,0  -  193,8  {ß*  f  +  y*  a'  +  a*  /?")] .  10-«, 
M  =  72,3 .  10-«. 

Der  sehr  geringe  Torsionswiderstand  Hess  alle  Fehlerquellen  bei  den  Torsions- 
beobachtungen  grossen  Einfloss  gewinnen;  überdies  zwang  eine  deutliche  elastische 
Nachwirkung  su  einer  Beschrankung  auf  sehr  kleine  Belastungen.  Der  Werth  von  C|, 
ist  kaum  bis  auf  den  dritten  Theil  genau  bestimmt 

Pyrit  aus  Comwall. 

«11  =  2,832  .  10-«,  Cn  -    36,80 .  10« 

«ij  =  0,428,  Cjj  =  —  4,83 

«44  =  9,296,  C44  aa    10,75. 

E  =  [5,076  -  2,244  (o*  +  |9*  +  /)] .  10-«. 
T«  =  [18,60  -  17,65  (/?«  y«  +  y»  «>  +  a«  /?•)] .  10"«. 
M  =  11,07.10-«. 

*  Vgl.  S.  556. 
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Die  Werthe  der  Constanten  liessen  sich  nur  angenähert  bestimmen.  Bemerkenswerth 
18t  das  Auftreten  einer  negativen  ElasUcitätscoMtatUe  (C},)  und  des  kleinsten  hUher 
beobachteten  Dehnwngscoefficienten; 

E^=*„  =  2,832.10-».  ' 
Selbst  die  kleinsten  Dehnungscofifficienten  des  Topas  sinken  nicht  auf  diesen  Be- 
trag herab. 

Hexagonales  Sjstem.^ 

Zu  Grande  liegt  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  Xy  7,  Z^  in  welchem 
X  mit  einer  Qneraxe  Uj  Y  mit  der  dazu  senkrechten  Queraxe  ß  and  Z  mit 
der  Verticalaxe  y  zasammenfallt. 

A«  Ein  Eiystall  der  e^raim  Abtheilang  des  hexagonalen  Systems  (S.  555) 
besitzt  fünf  Gonstanten  e^  and  demnach  auch  fünf  Constanten  i^,  zwischen 
denen  folgende  Beziehangen  bestehen: 

"      ('11  +  «1«)  ['SB  ('u  +  *i»)  -  2  *ia*] '       "      *„  (*ii  +  *!«)-  2  *i.* ' 
'""^TJ     "**  '  (*n  -  '»)  IL  ('u  +  "«)  -  2  *j3«] '      ^"°*g.(*„  +  *J-2V* 

Der  Deknungsco'efficimt  in  einer  gegen  Z  anter  dem  Winkel  qp  geneigten 

Richtang: 

E  =  *ii  sin*  y  +  *,,  cos*  9)  +  («44  +  2  «jg)  sin'  gp  cos*  ^ 

and  der  Torsionsooeffu^ient  for  ein  rechtwinkliges  Prisma  von  der  Länge  l, 
der  Breite  b  and  der  Dicke  d  {b>d)  mit  den  Winkeln  (^Z)=s  qp,  (6^=^^, 

T  =  «44  +  [2(*„  -  *!,)  -  «44]  C08>,  +  4  («n  +  *„  -  *44  -  2*j8)coe»gp  cosVi 
sind  rings  am  die  Axe  y  constant.    Folglich  ist  die  Verticalaxe  für  die  Ober- 
flächen der  Dehnungscoeffieienten  E  und  der  Torsionseoefficienten  T  eine  Axt 
der  Isotropie.    Demnach  können  X,  Y  in  der  Horizontalebene  beliebig  ge- 
wählt werden. 

Der  Torsionscoefficient  eines  Ereiscylinders  mit  der  Axe  l  ist: 

!•  a  «44  +  2  («11  -  *!,)  +  [«4^  -  2  («n—  *!,)]  cos«  9  +  4  (*ii  +*88-*44—  2  *n)  sitt«  ^  COS«  f. 

Da  in  dem  Aasdrack  für  E  drei  Aggregate  der  fünf  Grössen  s^  auf- 
treten, so  moss  die  Beobachtang  der  Biegung  von  drei  Prismengattangen 
combinirt  werden  mit  Torsionsbeobachtangen  an  zwei  verschieden  gerichteten 
Prismen.  Am  zweckmässigsten  wählt  man  Prismen  mit  folgender  Orientirang: 

9  =  0,       9i  =  Vs  =  öo«, 
q>  =  4Ö«, 


9  =  90», 

9-90«,    91-90«,    gr,=0, 

9  «  90«,    9i  =5  0,       9,  SS  90°, 


E  =  i(*ll+«88  +  '44  +  2*i,), 

E  =  *,„ 

T  =r  2  (*ii  -  *!,), 

T  =  *... 


*  W.  Voigt,  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen.  1886, 89, 289.  N.  Jahrb.  f.  Min.  BeiL-Bd. 
5,  68,  1887.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  81,  474,  701,  1887  {Beryü,  Qttarz).  —  Nachr.  Ges. 
d.  Wiss.  Qöttingen  1889,  488,  512.  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  89,  412,  482,  1890  (KaHe- 
epath),  —  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  40,  642,  1890  {Dolomif).  —  Nachr.  Ges.  d.  Wis». 
Göttingen.  1890,  255  (Turmalin). 
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Die  Messung  der  Torsion  an  Prismen  der  ersten  und  der  fünften  Gattung 
muss  also  denselben  W^rth  für  T  liefern. 

Unter  allseitig  gleichem  Druck  ist  der  Coeffuneni  der  cubischm  Com- 
preasion  für  aUe  kexagondlen  Krystalle: 

und  die  linearen  CompressionscoCfficienten  senkrecht  und  parallel  zur  Vertical- 
axe  *sind  gegeben  durch: 


m,x 


-V2^30 


-^si^ja 


Beryll  vom  Ural  (Fig.  292). 

*u  =      (4,825  ±  0,012) .  10-»,  Cn  =  27,46  .  10« 

«88  =      (4,619  ±  0,009),  C88  =  24,09 

'44  =•    (15,000  ±  0,036),  C44  =»    6,66 


*n  =-  (1»888  ±  0,029), 
,j3  =-(0,836  ±0,043}, 


Cj,  «    9,80 
Ci8=    6,74. 


Der  DehnoDgsco^fficient: 


ODgacoemcieni;: 

=  [4,325  Bin*  tp  +  4,619  cos*  9  +  13,328  ain*  tp  coß*  <p] .  10"" 
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besitzt  relative  Mazima  oder  MiDima  in  den  Richtungen  9>  ~  0,  43^  5',  90^  nlmlieh: 
E  =  4,619,  5,578,  4,825. 

T  =  15,000  —  8,675  cos*  <p,  —  17,536  cos'  q>  cos*  <p^. 

Die  mit  Tj  und  T,  bezeichneten  Cunren  in  Fig.  292  stellen  die  Aendenmg  des  Tornoiis- 
co^fficienten  dar,  wenn  man  entweder  h  oder  d  senkrecht  zur  Aze  der  Isotropie  Z 
lässt  und  die  Längsrichtung  /  des  Stäbchens  in  einer  Verticalebene  dreht  (^i  =  90*^ 
9j  =  90*  +  g)  oder  <p^  =  90«  +  g),  qpj  =  90'»): 

T,  =  15,00  —  8,675  sin«  9),    T,  «  15,00  -  17,586  sin«  q>  cos«  ^. 
Die  Curve  T^  giebt  zugleich  die  Aenderung  des  TorsionscoCfficienten,  wenn  die  LSogs- 
richtung  senkrecht  und  h  unter  dem  Winkel  q)  gegen  die  Aze  Z  geneigt  liegt 

T<>  =  [80,00  -  8,675  sin«  q,  -  17,54  sin«  q>  cos«  tp] .  lO"». 
M  =  7,255 .  10-»,    A^  =  2,154  .  10"»,    A^  «  2,947  .  lO"*. 

B.  Nach  der  auf  S.  554  getroffenen  Festsetzung  fallt  hier  die  X-Axe 
mit  einer  2-zahligen  Qaeraxe  u  zusammen;  die  Axe  +  T  liegt  in  einer 
Symmetrieebene  yß  und  tritt  aus  einer  oberen  Fläche  des  Rhomboeders  +  R 
heraus.  Zwischen  den  «ec^Elasticitatsconstanten  c^  und  den  sechs  Elasticitäts- 
moduln  9^  bestehen  folgende  Relationen: 


*s8(*n+*is)-2,j,«'      '"       ^^«      *44(*u -*!,)- 2 'u* 


*'  *8»(*ll+«lj)-2*j8«  ^*  «44  («11 -*!*)- 2*14« 

C       a  *H   +  *1» ^       ^  «II  ""  «It ^ 

"         «88(«ll+«n)-2*,8''  "         »44(«ll-«ll)-2*i4«' 

Der  Dehnungscoefficient  in  einer  durch  die  Richtungscosinus  g,  17,  ^  bestimmten 
Geraden  ist: 

E  =  «n  (1  -  !:•)'  +  «38  J'  +  («44  +  2*,,)  C«(l  -  J«)  +  2*,4  V  {;(8 1«  -  ,«). 
Der  Torsionsco'efficimt  für  ein  rechtwinkliges  Prisma,   dessen  Orientinmg 
gegeben  ist  durch  die  Richtungscosinus  |,  tj,  f  seiner  Längsaxe,  |i,  171»  fi 
seiner  grösseren,  1,,  ^„  ^2  seiner  kleineren  Querdimension,  hat  den  Werth: 

T  =  «44  +  [2(«ll-«l«)-«44]f«'+4(«U+«88-«44-2*„)J"fl" 

Femer  ist  der  Torsionscoöfficient  eines  Kreiscy linders: 

T*  =  «44  +  2  («11  -  «!,)  +  [«44  -  2  («n  -  «!,)]  C*    ' 

+  4(«n  +«88-«44-2«„)J«(l- J«)-8*i4  37  J(8^«-  O. 

Die  vollständige  Bestimmung  der  sechs  Grössen  «^  erfordert,  dass  Beobach- 
tungen der  Biegung  von  vier  Prismengattungen  verbunden  werden  mit 
Torsionsbeobachtungen  an  zwei  verschieden  gerichteten  Prismen. 

Kalkspath  von  Island  (Fig.  293). 

*„  =    (11,14  ±0,008).  10-8,     c^^^  13  970  000 

«88  =    (l'^ilS  ±  0.007),  og,  =  8  120  000 

«44  =    (39,52  ±  0,002),  C44  =  8  490  000 

«it  =  -  (3|67  ±  0,013),  Cj,  =  4  650  000 

*j,  =  -  (4,24  ±  0,015),  Cn  =  4  600  000 

«14  =     (8,Ö8  ±  0,017),  <?i4  =»  -  2  120  000. 
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E  =  [11,14  (l  -  CV  +  n,18  i*  +  31,05  (1  -  J«)  J»  +  17,97 17  f  (3  ^»  -  17*)] .  10"^ 
T«  =  [69,13  -  1,21 1«  +  11,12  i*  -  71,86  7  C  (2  ^«  -  1?")] .  lO"». 
M  =  15,11 .  l(r»,    Aj  =  3,23 .  10-S    A,  =  8,65 .  lO"«. 

Fig.  298  stellt  die  Schnittcurven  der  Oberflächen  der  Dehnungsco^fiBcienteii  £ 
und  der  Torsionscoeificienten  für  einen  Ereiscylinder  T°  mit  einer  Symmetrieebene 
Y  ß  s»  ZY  (^  z=  0)  und  der  zu  ihr  senkrechten  Verticalebene  y  «  ss  ZX  (tj  =  0)  dar. 
Dabei  ist  zu  beachten,  dass  eine  FIftche  des  Spaltungsrhombo^ders  über  dem  Quadranten 
+  Z  und  +  F,   eine  Endkante  desselben  aber  dem  Quadranten  +  Z  und  —  Y  liegt 


-strsi- 


^J!9^35' 


Fig.  293. 


In  der  Symmetrieebene  findet  man  relative  Mazima  und  Minima  von  E  resp.  T^  in 
▼ier  Richtungen,  welche  folgende  Winkel  mit  der  Verticalaxe  einschliessen: 

r         9  =  -  50«  52'  -  V  r            0®  +  66®  46' 

110».  E«      19,49  17,12          17,13               6,94, 

r         g)  =  -  60«  53'  0«  +  11«  0'  +  58®  85' 

110«.T®=      46,15  79,04          78,77              92,90. 

In  der  Ebene  Z  JT  bt  E  resp.  T®  eine  gerade  Function  von  (;  die  Schnittcurve  ist  also 
symmetrisch  zu  Z  und  X   Nur  in  diesen  Geraden  existiren  relative  Mazima  und  Minima: 

Z  X 

10» .  E  -  17,13  11,14, 

lOM®«  79,04  69,13. 
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Im  Kalkspath  findet  eine  elastische  Schiebting  nahem  den  kleinsten  WidenUnd, 
wenn  sie  parallel  einer  Gleitfläche  (S.  104)  stattfindet. 


Grüner  Tnnnalin  aus  Brasilien. 


*„  =      (3,911  ±  0,005) .  10-»,  Cii 

*88  =      (6,124  ±  0,002),  c„  = 

«44  =    (14,837  ±  0,019),  c^  = 

*,,  =—  (1,011  ±  0,009),  Cjg  = 

*i8=- (0,160  ±0,017),  ^8  = 

*u  =      (0,572  ±  0,009),  Ci4  =  -    790000. 

E  =  [3,911  (1  -  t«)'  +  6,124  C*  +  14,517  f*  (1  -  f)  +  1,144 17 1  (3  ^*  -  17*)] .  lO"». 
T<>  =  [24,68  -  12,94  f  >  +  17,93  {*  -  4,58  7  t  (3  ^*  —  j?«)]  .  lO"». 
M  =  11,28 .  10-*,    Aj  =  2,74 .  \Qr\    Aj  =  5,80 .  lO"«. 


27  540000 

16  380  000 

6800000 

7  040  000 

900  000 


-f29V 


-  4**15' 


t^SO^»' 


-le^to 


^16$^' 


Fig.  294. 

Qnarz  [Brasilien?]  (Fig.  294). 

*ii  =    (12,734  ±  0,011)  .  10-  \    Cji  =  8  682  000 

*88  =     (»,'705  ±  0,01 1),  Cjs  =  1 0  745  000 

*44  =    (19,665  ±  0,018),  <?44  «  5  823  000 

«18  =  -  (1,629  ±  0,019),  Cj,  -  709  000 

«18  =  -  (1,486  ±  0,016),  C18  =  1  438  000 

*i4  =  -(4,230±  0,010),  Ci4=  1715  000. 
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E  =  [12,734  (1  -  ^:«)>  +  9,705  f*  +  16,693  (1  -  4«)  ^»  -  8,460  7  J  (3  ^'  -  »?')]  .  10». 

T  =  {19,665  +  9,060  {;,•  +  22,984  J*  {,«-  19,920  [({  rj,  +  ^  f  J  (2  ^  ^,-,,  tj,)  -  7,  t,]} .  lO"«. 

Liegt  die  Längsrichtung  l  und  die  grössere  Querdimension  h  des  PrismaB  in  der 
Symmetrieebene  Z  Y^  so  ist  ^  =  ^1  ==  i/j  =  f,  =  0,  ^i  =  1,  also,  falls  {  =  171=  cos  qp, 
1^  s=  (1  a  sin  g)  gesetzt  wird: 

T,  =  19,665  +  5,746  sin*  2  9)  +  8,460  sin  2  <jp  cos  2  <jp. 

Hiemach  wird  T,  nicht  geändert,  wenn  9)  um  90^  wächst  (vgl  S.  561).  Relative 
Mazima  und  Minima  treten  ein  für: 

g)-=31«3'  und   121»  3',      76^3'  und    166«  3' 
lOM,  -  27,652,  17,424. 

Fällt  die  Längsrichtung  l  und  die  kleinere  Querdimension  d  in  die  Symmetrieebene  Z  Y, 
so  ist  ^3a^,asi7j=  tj=sO,  ^i  =  1,  also,  falls  {;  ==  —  »;,=  cos 9,  i7  =  ^|=s8inqp  gesetzt  wird: 

Tj  =  19,665  +  9,060  sin'  <p  —  8,460  sin  2  g). 

Hier  finden  sich  relative  Mazima  und  Minima  für: 

q)  =  30^55',        120^55', 
10«.  Tj  =  14,600,  33,791. 

Femer  ist: 

T«  =  [48,391  +  13,923  J*-  22,984  f*  +  33,840 ,;  f  (3  ^*  -  1;»)] .  lO"«. 
M  =  25,97 .  10-»,    Aj  =  9,62 .  10"»,    A,  =  6,73  .  lO""». 

In  Fig.  294  sind  vereinigt  die  Schnlttcurven  Ej  und  E,  der  Oberfläche  der  Dehnungs- 
coSfficienten  mit  der  Symmetrieebene  ZY  und  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  ZX'j 
die  letztere  (punktirte)  Curve  ist  symmetrisch  zu  Z  und  X  Ausserdem  enthält  diese 
Figur  die  Curven  für  die  TorsionscoSfficienten  T,  und  T^;  dabei  nimmt  die  Längs- 
richtung l  alle  möglichen  Lagen  in  der  Ebene  Z  7  an,  während  einmal  die  kleinere, 
das  andere  Mal  die  grössere  Querdimension  in  die  X-Aze  fällt.  Die  Curve  T^  giebt 
gleichzeitig  die  Aenderung  des  Torsionsco^fficienten  für  ein  mit  der  Längsrichtung  in 
die  ^-Aze  fallendes  Prisma,  wenn  die  grössere  Querdimension  alle  möglichen  Orien- 
tirangen in  der  Z  F-Ebene  annimmt 

C.  Ein  Krystall  der  dritten  Abtheilung  des  hexagonalen  Systems  besitzt 
sieben  Constanten  Oj^  resp.  s^^^  Die  Lage  der  Axe  X  in  der  Horizontalebene 
ist  keiner  Beschränkung  durch  Symmetrieeigenschaften  unterworfen;  wählen 
wir  nun  zur  ^-Axe  wieder  eine  krystallographische  Axe  «,  die  hier  nicht 
Symmetrieaxe  ist,  und  lassen  wir  die  Axe  +F  aus  einer  oberen  Fläche 
des  GrundrhomboCders  +R  austreten,  so  ist  die  Ebene  ZY  keine  Sym- 
metrieebene.   In  der  That  zeigt  der  Ausdruck  für  den  Deknungscoeffiaimten: 

E  »  *n  (1  -  JV  +  *„  C*  +  (*44  +  2*„)C«(1  -  rt  +  2*14'?  f  (31»  -  17») 

dass  die  Oberfläche  dieses  Co^fficienten  zur  ZF-Ebene  nicht  symmetrisch 
ist,  denn  eine  Vertauschung  von  +  |  mit  —  |  lässt  den  Werth  von  E  nicht 
ungeändert. 

Dass  die  Oberfläche  der  Dehnungsco^fficienten  weder  verticale  Symmetrieebenen 
noch  horizontale  Symmetrieazen  besitzt,  wie  die  entsprechende  Oberfläche  der  Krystalle 
der  zweiten  Abtheilung,  wird  bestätigt  durch  Biegungsbeobachtungen  am  Dolnmit  von 
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Viesch,  Wallis,  weicher  der  rhomboMrisch-tetartof^driBchen  Gruppe  des  hezagooalei 
Systems  aogehört  Die  Schnittcorve  jener  Oberflfiche  mit  einer  Fl&cbe  eines  Sp^timgs- 
rbomboSders  ist  hier  in  der  That  nur  centriseh  symmetrisch  und  nicht,  wie  die  ent- 
sprechende Gorve  des  Kalkspath,  gleichzeitig  disymmetrisch  nach  den  Diagonalen  der 
Rhomboöderfläche. 

BhomMsehes  System.^ 

Ein  rhombischer  Krjstall  besitzt  neun  Elasticitatsconstanten  «„  und 
demnach  auch  neun  Constanten  s^^  zwischen  denen  folgende  Beziehungen 
bestehen: 

^   —  M  *«  *«•        -    —  ^  I  '••  *»i        -   «  ^    'ii  *i« 


Ct%'' 


1     I  *81    *8»  y.       —  'H    'l>  -       —     ^ 

(T    I  *ii    *ij  (T       *„   *,8  ;  ^ 


worin: 


<*44   =   l/*44»       ^58  =   l/«55,      Tge   =   1/*«« 
*ll    *IS    *18   , 


f«8    *11  . 
*88   '«1 


'•l    '81    *88   I 

gesetzt  ist  Aus  dem  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Dehnungaooeffiäenim 
in  der  durch  die  Richtungscosinus  cc,  ß,  y  gegebenen  Bichtung: 

E  =.  *„  et*  +  *„  |9*  +  «8,  r*+  (*44  +  2*«)  <?V*  +  (*«  +  2s^,)f*a*+  (*«  +  2 ä^,) o V* 

folgt,  dass  aus  Biegungsbeobachtungen  an  Pnsmen  sechs  Aggr^;ate  der  nenn 
Constanten  ^^  bestimmt  werden  können.  Zunächst  liefern  die  Stäbchen, 
deren  Längsaxen  den  drei  krjstallographischen  Symmetrieaxen  ä  ss  [100], 
b  «  [010],  e  =  [001]  paraUel  gehen: 

Darauf  liefern  die  Stäbchen,  deren  Längsaxen  in  die  drei  Symmetrie- 
ebenen  100,  010,  001  fallen: 


E/K  =  'i»i^*  +  *88r*  +  ('44  +  20/?V'» 

K7    =  *88  r*  +  'n  a*  +  ('66  +  2  *8i)  f '  ff», 
E^/  =*  'U  «*  +  *«  /?*  +  ('66  +  2  *!,)  «•  ß\ 

noch  fehlenden  Affcrrefirate  der  s..  zu 


Um  die  drei  noch  fehlenden  Aggregate  der  s^j^  zu  bestimmen,  genügt 
es,  drei  Gattungen  von  Torsionsbeobachtungen  an  Prismen  yorzunehmen. 
Allgemein  ist  der  Torsionsooeffideni  eines  Prismas: 

T  =  4  (*,,  «•«,•  +  *„  ^Vi'  +  '68  r ri') 

+  2[r*44  +  4*,8)  /^ft  rri  +  ('»» +  ^'8i)rri  ««i  +  ('66  +  ^^u)««!  i^A] 

+  *44(/?Vl'+  rVl")  +  *55  (r'«l'  +  «Vi")  +  '66  («Vi*  +  /?*«i"), 

worin  c^,  /9,  y  die  Richtungscosinus  der  Längsrichtung,  a^j  ß^^  y^  die  Bich- 
tungscosinus  der  grösseren  Querdimension  des  Prismas  bedeuten.  Bezeichnet 
man  z.  B.  mit  T/j/a  den  Torsionscoefficienten  eines  Prismas,  dessen  Längs- 

^  W.  Voigt,  Nachr.  Ges.  d.  Wiss.  Qöttingen.  1887,  561.  Ann.  d.  Phjs.  N.  F.  Slf 
981,  1888. 
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axe  parallel  zur  dritten  und  dessen  Breite  parallel  zur  ersten  Erystallaxe 
ist,  so  ergiebt  sich  entsprechend  dem  allgemeinen  Satze  (S.  561): 


Tj/c  =*  ^Illh  —  *44  I       ^Illa  —   Tjc  —  «55  ,       T 


i/6 


l//a  ■ 


Der  Torsionscoßfficient  eines  Kreiscylinders  ist: 


T«  =   a«(*56  +  *66)  +  ß^i^.6  +  O  +  r'('44   +  '55) 

Der  Coefficient  der  Gubisohm  Compression  bei  allseitig  gleichem  Druck 
hat  den  Werth: 

M  =  (ä,i  +  «23  +  Ä33)  +  2  («23  +  «31  +  «12) 

gleich  der  Summe  der  den  Symmetrieaxen  parallelen  linearen  Compressions- 
coöfficienten: 


A„  —  «11  +  «12  +  *18>      \  ^  *2l  +  ^22  +  *23>       ^0  •"  *31  +  *32  +  *38' 


Fig.  295. 

Baryt  von  Alaton  Moor  in  CamberlandT(Fig.  295, 

*ii  =    (16,13  ±  0,015) .  10-«,    c,i  «    9,0 .  10« 
'st  =    (18,57  ±  0,008),  Oa,  =    8,0 

«38  =    (10,42  ±  0,010),  Tjs  =  10,7 

«2,  =-(2,46  ±0,075),  c„=    2,7 
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«81  =-(1,88  ±0,015).  10-«, 
*n  =-(8,80  ±0,021), 
«44  =    (82,30  ±  0,140), 
*„=    (84,16  ±  0,022), 


cji  =  2,7  .  10». 
Cii  =  4,6 
^44  =  1,2 
^65  =  2,9 

^66  =  2,8. 


*66  =    (85,36  ±  0,015), 
E  =  [16,13  «*  +  18,51  ß*  +  10,42  f*  +  2  (38,79  ß*  y«  +  15,21  ^^  «'  +  8,88  a*  /?*)] .  lO"«. 
T»  =  [69,52  a*  +  1 17,66  ß*  +  116,46  y*  +  2  (20,16  ß*  y«  +  85,29  y»  a»  +  127,35  a«  |?^] .  lO"«. 
M  =  18,78  .  10-«. 
A„=  5,45 .  10-8,     A^=  7,25 .  10"«,    A,=  6,08 .  10"«. 

loteressaDt  ist  das  verschiedene  Ver- 
halten des  Dehnungsco^fficienten  E  in 
den  drei  Sjinmetrieebenen ,  welches 
durch  die  Schnittcnnren  der  Oberfliche 
der  DehnungscoSfficienten  (F%.296^)  mit 
diesen  Ebenen  veranschaulicht  wird.  Die 
Differenz  zwischen  dem  absolaten  Mini- 
mum von  E  in  der  Richtung  der  Aie  c 
(10,42 .  10-«)  und  dem  absoluten  Maxi- 
mum (26,93 .  10-«)  in  derGreraden,  wdche 
in  der  Ebene  b6  unter  40*12'  g^gen  h 
geneigt  liegt,  ist  sehr  bedeutend.  Die 
Schnittcurven  der  Oberfläche  der  Tor- 
sionsco^fficienten  T«  mit  den  drei  Sjm- 
metrieebenen  werden  durch  den  unteren 
Theil  der  Fig.  295  dargestellt. 


Fig.  296. 


Topas 

(Fig.  297.) 


von    Mursinsk    im  Ural 


*n  =      (4,841  ±  0,0023)  .  10-«,    c^  =  28,7  .  10« 

*28  =      (3,460  ±  0,0028),  c„  =  35,6 

*88  =      (3,771  ±  0,0026),  c,8  =  30,0 

Ä„  =-  (0,651  ±  0,0083),  r„  =    9,0 

*8i  =  -  (0,840  ±  0,0077),  r,,  =    8,6 

*u  =-  (1,353  ±  0,0067),  c^^  =  12,8 

*44  =      (9,059  ±  0,0099),  c^^  =  11,0 

*„  =      (7,391  ±  0,0098),  c„  =  13,5 

*6«=      (7,485  ±  0,0078),  '         ree  =  13,3. 


:  [4,341  a*  +  3,460  ß*  +  3,771  y*  +  2  (3,879  ß^  y«  +  2,856  y«  «»  +  2,390  a«  ß*] .  10"«. 
>  =  [14,88  ff*  -*.  16,54  ß*  +  16,45  y*  +  30,89  ß^  y>  +  40,89  y«  a«  + 


E 
T«  =  [14,88  ff*  -*.  16,54  ß*  +  16,45  jr*  -*-  30,89  ß^  f  +  40,89  y«  a«  +  43,51  a*ß^.  lO"«. 
M  =  5,884. 10«. 
A.  =  2,148 .  10-«,    A^  =  1,456 .  10"«,    A,  =  2,280 .  10"«. 

Der  Co€£ficient  der  cubischen  Compression  bei  allseitig  gleichem  Druck  ist  also  för 
Topas  noch  kleiner  als  für  Beryll  (S.  568). 

12.  Thermoelastische  Eigenschaften  der  Krystalle.  —  Ein  Eiystall,  der 
äusseren  Drucken  nicht  ausgesetzt  ist,  werde  einer  in  seiner  ganzen  Aus- 
dehnung gleichmässigen  Temperaturanderung  &  unterworfen.  Hierdurch 
wird  eine  homogene  Deformation  des  Krystalls  hervorgerufen  (S.  67,  545). 

'  FiNSTBfiWALDEB,  a.  a.  0. 
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Wir  fragen  nach  den  Beziehungen  zwischen  den  Zuwachsen  der  molekularen 
Drucke  im  Eiystall,  der  dadurch  erzeugten  Deformation  und  den  isothermischen 
Elasticitatsconstanten  des  Erystalls. 

Die  Deformation  sei  so  beschaffen,  dass  die  Deformationscomponenten 
rc,,  .  .  .  .,  x^  lineare  Functionen  der  Temperaturanderung  sind: 

Hierin  bedeuten  a^,  a^}  <h  ^^  linearen  thermischen  AusdehnungscoSf&cienten 
in  den  Sichtungen  der  Coordinatenaxen  (also  die  Aenderungen  der  Längen- 


-/s_ 


Fig.  297. 

einheit  in  Folge  einer  Temperaturerhöhung  um  PC.)  und  a^,  «g,  a^  die 
C!o€fficienten  der  thermischen  Aenderungen  der  Winkel  zwischen  den  Eich- 
tungen jener  Axen. 

Findet  Gleichgewicht  statt  zwischen  den  jene  Deformation  erzeugenden 
Zuwachsen  der  molekularen  Drucke,  deren  Componenten  bezeichnet  seien  mit 
(-XJ,  . . . . ,  {X^\  und  den  durch  die  Deformation  hervorgerufenen  inneren 
elastischen  Kräften  mit  den  Componenten  X^, . . . .,  X^,  so  ist: 
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worin  (S.  649): 

-  Z^  =a  Oi^X^  +....+  c^^x^y  u.  s.  w. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt,  dass  auch  {XJ.  .  . . .,  {X^)  lineare  Functionen  Ton 

&  sind: 

(8)  W  =  ?i*,  ....,  (X^)=^q,&. 

Die  hierin  auftretenden  Pactoren  ^i,  .  .  .  .,  ^e  werden  thermische  Drudce  ge- 
nannt. Der  Zustand  des  Gleichgewichts  ist  also  unter  der  nur  angenähert 
zutreffenden  Annahme,  von  der  wir  ausgingen,  charakterisirt  durch  die  Be- 
dingungen: 

9m  =  ö^i«!  +  ^*2«2  +  ö^öt3  +  c^,a^  +  c^a^  +  c^a^.     (A=  1,2...«) 

Hierdurch  sind  die  thermischen  Drucke  dargestellt  als  Functionen  der  iso- 
thermischen  Elasticiiätsconstanten  c^  und  der  thermischen  Defarmationscompo- 
nenten  o^,  . .  . .,  a^^. 

Lässt  man  jetzt  die  Coordinatenaxen  zusammenfallen  mit  den  thermis<^ien 
Axen  (S.  70),  so  verschwinden  die  Winkeländerungen  a^,  a^,  a^,  also  nach 
(1)  auch  die  Grössen  y,,  z^,  x^.    Folglich  ist: 

ft    =  Cn  «1    +  <*!«  «S   +  <•!»  «S»  ?4  =  <^41  «1    +  ^2  «I  +  ^8  ^8 

ft  =»  <*8l  «»1   +  ^8J  <»i   +  <^«8  <^>         fi'a  =  ^61  *l   +  ^«J  <»i   +  <'68  <»»• 

Bilden  wir  nun  die  Gleichung  des  Elasticitätsellipsoids  (S.  548),  so  ist  er- 
sichtlich, dass  die  Hauptaxen  desselben  nur  dann  mit  den  thermischen  Aien 
der  Richtung  nach  übereinstimmen,  wenn  die  Bedingung  ?*  =  ft  =  ?e  -  ^ 
befriedigt  wird;  denn  unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man: 

X*       V*       »« 
9i        9t       9t 
Wie  aus  den  Werthen  der  Grössen  o^,  Oj,  03,  c^  hervorgeht,  wird  jene 
Bedingung  immer  erfüllt  in  rhombischen,   tetragonalen,  hexagonalen  und 
regulären  Krystallen, 

Ist  das  Deformationsellipsoid  (S.  55,  546): 

(1  +  Ol  ^)»  ^  (1  +  a,  &y  ^  (1  +  a,  &y 

eine  Kugel,  also  o^  ==  o,  =s  o,,  so  wird  das  Elasticitätsellipsoid  nur  dann  eine 
Eugel  sein,  wenn  der  Krystall  dem  regulären  System  angehört.  Erinnem 
wir  uns  nun,  dass  unter  allseitig  gleichem  Druck  das  Elasticitätsellipsoid 
bei  allen  Krystallen  eine  Kugel  sein  muss  (S.  556),  so  ergiebt  sich,  dass 
die  durch  eine  gleichmässige  Erwärmung  hervorgerufene  Deformation  nur  hei 
regulären  Krystallen  durch  einen  allseitig  gleichen  Druck  compensirt  u?erden  kann. 

Aus  den  früher  aDgegebenen  Werthen  der  thermischen  Ansdehnongsoofiffidenten 
und  der  Elasticitätsconstanten  erhält  man  folgende   Werthe  der  thermischen  Drucke. 

Rhombisches  System.    Das  Azensjstem  ^ ,  y,  2;  fiille  zusammen  mit  äyh^i. 

?!   =  <Hl  ^   +  ^H  «t  +  ^18  «8 

yj  =  c,i  Ol  +  c„  o,  +  c„  o» 

?8  =»  ^81  «1    +  ^81  <h  +  ^88  <H' 
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Topas  S.  97,  574 
Baryt  S.  98,  573 

Hexagonalea  Sjatem. 


?i 


248 
276 


?ti 


?8 


263 


256 
263 


?i 


^<?ryW  8.  94,  567  .  . 
KaUcspaih  S.  94,  568 
Ikrmalin  S.  94,  570  . 
Quarz  S.  94,  570  .    . 


48,9 
20,1 

275 

144 


?s 


-7,10 
168,1 
167,5 
125 


Begulärea  System. 


y=(^ii  +2ci,)a. 


Flus99path  S.  93,  565 
Steinsalz  S.  92,  565  . 
Sylvin  S.  92,  565  .  . 
Fyrü  S.  92,  565    .    . 


505 
301 
154 
278 


Hiernach  entwickelt  Flussspath  eine  sehr  bedeutende  Druckkraft  bei  der  Erwärmung. 
Von  besonderem  Interesse  ist  das  Verhalten  von  Beryll  und  Kalkspath.  Wir  sahen 
(S.  96),  dass  im  Beryll  durch  eme  Steigerung  der  Temperatur  in  der  Richtung  der  Aze 
der  Isotropie  eine  deutliche  Zusammenziehung,  in  den  dasu  senkrechten  Richtungen 
eine  sehr  schwache  Ausdehnung  hervorgerufen  wird.  Dabei  findet  nun,  wie  aus  dem 
negativen  Werthe  von  q^  hervorgeht,  in  der  Richtung  jener  Axe  keine  „Wärme- 
Abstossung",  sondern  eine  „Wärme- Amdehung"  statt.  Dieses  Resultat  folgt  keineswegs 
schon  aus  dem  negativen  Werthe  von  a,  (=«  auf  S.  94);  denn  ^g  ist  eine  Function 
von  csi,  o,  und  den  Elasticitätsconstanten  Cjs,  Cgg.  Das  singulare  Verhalten  des  Beryll 
tritt  namentlich  im  Vergleich  mit  Xalkspath  hervor,  der  sich  bei  einer  Temperatur- 
erhöhung in  den  zur  Axe  der  Isotropie  senkrechten  Richtungen  zusammenzieht  (8.  96), 
und  trotzdem  positive  Werthe  der  thermischen  Drucke  ^|,  q^  liefert 

13«  Ein  Eiystall,  der  sich  anfanglich  bei  constanter  Temperatur  in 
einem  Gleichgewichtszustande  befindet,  erfahre  unter  der  Einwirkung  äusserer 
Kräfte  und  durch  Zuführung  oder  Entziehung  von  Wärme  eine  Zustands- 
änderung  bis  zur  Herstellung  eines  neuen  Gleichgewichtszustandes.  Dann 
ist  der  innere  Zustand  an  jeder  Stelle  x,  y,  %  bestimmt  durch  sif^m  un- 
abhängige Veränderliche :  die  Deformationscomponenten  a;,,  . . . . ,  a;^  und 
die  Temperaturänderung  i3"  =  0  —  0^,  wenn  mit  0  und  0o  die  absoluten 
Temperaturen  des  deformirten  und  des  ursprünglichen  Zustandes  des  Ejystalls 
bezeichnet  werden. 
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Auf  diese  Zustandsänderung  sollen  jetzt  die  beiden  Hauptgleichungen 
der  Thermodynamik  angewendet  werden.^ 

Nach  dem  Energieprincip  ist  der  Zuwachs,   welchen  die  Energie  E 
durch  die  von  Aussen  zugefahrte  Arbeit  dS  und  Wärme  dQ  empfingt^  g^ 
geben  durch: 
L  dE^dS+JdQ, 

worin  J  das  Arbeitsäquivalent  der  Wärmeeinheit  bedeutet;  und  dieser  Zuwachs 
ist  ein  vollständiges  Differential: 

df?= lfd., +  ....  + lfd., +  f|«ia 

Die  Gleichung  I  soll  auf  eine  beliebige  Stelle  x^  y,  x  des  Erystalls  ange- 
wendet und  auf  die  Volumeneinheit  bezogen  werden. 

Andererseits  ist  nach  dem  Entropieprincip  der  Quotient  d 0/0  ein  voll- 
ständiges Differential: 

f  =  '^^^'If  «^-^  +  •  -  +  ff '^-^  +  H'^e- 

Durch  die  Zustandsänderung  wird  an  der  Stelle  Xj  yy  z  em  thermisch- 
elastischer  Druck  erzeugt^  dessen  Componenten,  bezogen  auf  die  Flächen- 
einheit, mit  5,, .  .  *  .,  Sy  bezeichnet  seien;  dann  ist: 

(1)  rf5  =  -  (S^(ia;^  +  . . . .  +  'E^dx^). 

Führen  wir  jetzt  die  von  H.  von  Hblmholtz*  als  freie  Energie  be- 
zeichnete Grösse: 


ein,  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen: 

Demnach  ist: 

und  die  Gleichung  II  geht  über  in: 

^  M.  Plamok,  Ueber  Gleichgewichtszustände  isotroper  Körper  in  TerschiedeoeD 
Temperaturen.  München  1880.  —  N.  Sohillsb,  Joum.  ross.  phys.  Qes.  ll»  %  1879- 
Ann.  d.  Phys.  Beiblätter  4,  428,  1880.  —  W.  Voigt,  Nachr.  Ges  d.  Wiss.  GöttingeD 
1888,  359.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  86,  748,  1889. 

'  H.  TON  Hblmholtz,  SitEongsber.  Berlin.  Akad.  1882,  1,  28.  Wiss.  AbL  2, 9^, 
1888.  —  Vgl.  F.  Massibü,  Compt.  rend.  69,  858,  1057,  1869.  M6m.  des  sav.  6trug. 
22,  67, 1876.  —  J.  W.  Gibbs,  Trans.  Connecticut  Acad.  3, 108, 1874—78  [—  V'  ist  die 
KrafÜfimction  des  Krystalls  fSr  constante  Temperatur  S.  145].  Amer.  Joum.  of  Sc. 
(3)  16,  441,  1878. 
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Bezeichnet  man  mit  q  die  Dichte,  mit  e^  die  specifische  Wärme  bei  con- 
stanter  Defonnation  {dx^ « «  da?^,  =  0),  so  folgt  aus  n*: 

Ferner  ergiebt  sich  für  die  specifische  Wärme  bei  constanter  Spannung 
(rfS,  =  ....«dS^=»0): 

<^)  ^.  =  ^-  +  J^tö^ö^  +  "--+ö^ö6f)- 

Es  bietet  sich  hier  eine  Verallgemeinerung  der  Wärmeleitwngtgleichung  (S.  152) 
dar;  denn  es  ist  nach  unserer  früheren  Bezeichnung: 


also: 


^„,  i^-^4.^  +  ^+?/ö5;d*,  .Bj^dx\ 

^^*  et  "  Bx  ^  Bff  ^  Bz  ^  j[Be   Bt  ^  ""^  de  Bt) 


14.  Wir  betrachten  nun  den  speciellen  Fall,  in  welchem  die  Temperatur- 
ändenmg  &  lediglich  eine  Folge  der  Deformation,  also  von  der  Ordnung  der 
Deformationscomponenten  a;,,  .  ,  .  .,  ic^^  ist.  Alsdann  wird  die  freie  Energie  V 
eine  homogene  Function  xweOen  Orädes  der  sieben  unabhängigen  Veränder- 
lichen. Bezeichnen  wir  mit  X^, . . .  .^  X^  (8.  547)  die  Componenten  des 
durch  die  Deformation  bei  der  constanten  Temperatur  0^  {&  =  0)  an  der 
Stelle  X,  y,  %  hervorgerufenen  elastischen  Druckes,  mit  ?i, .  .  .  •>  ?6  (S«  576) 
die  Componenten  des  Üienmschen  Druckes  an  derselben  Stelle,  so  sind  die 
Ck)mponenten  des  gesammten  thermisch-elastischen  Druckes: 

(«)  S,=-:y,  +  g,i^,  ....,  E^«X^-h^e*. 

Demnach  ist  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  (4)  für  die  freie  Energie  zu  setzen: 

(7)  2«f=2  0-2*(g,a;,-h....  +  ^e^J-^^«^, 

worin  2  0  das  elastische  Potential  bei  constanter  Temperatur  bedeutet 
(S.  561).  Der  Werth  der  Entropie  E^  die  im  Anfangszustande  gleich  Null 
gesetzt  wird,  ist  jetzt  nach  (2)  bestinmit  durch: 

(8)  .^^  =((?!  aj.  +  ••••  +  ^«  x^  +  ^-^ . 

In  diesen  Ausdrücken  ist  0  als  constant  anzusehen,  nämlich  als  sehr  gross 
gegen  die  Temperaturänderung  ^;  die  specifische  Wärme  c^  ist  unabhängig 
von  0  und  den  Deformationscomponenten. 

Aus  n*  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (6)  für  die  Wärmemenge, 
welche  dem  Krystall  von  Aussen  zugeführt  werden  muss,  um  eine  Temperatur- 
änderung in  Folge  der  elastischen  Deformation  zu  verhindern  (d©  =  0),  der 
Ausdruckt  ^ 

dQ^j{qidx^  +  ""  +  q^  dx). 

^  W.  Thombov,  Quart  Joum.  of  Math.  1,  57,  1857;  Phil.  Mag.  (5)  5, 1878.  Math. 
Phys.  Papers  1,  291,  1882. 
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Es  sei  nnn  die  Deformation  eine  solche,  wie  sie  durch  eine  gleiehfoimige 

Erwäxmnng  um  P  hervorgerufen  werden  würde;  dann  ist  d«,  ==  o^, , 

dx^^a^  (S.  675),  so  dass,  wenn  die  auf  S.  576  angegebenen  Wcrthe  der 
thermischen  Drucke  eingetragen  werden: 

Hierin  ist  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  das  elastische  Potential  (S.  551). 
Denmach  \&t  dQ  stets  positiv.  Bringt  man  also  in  dem  Krystaü  durt^  me 
äussere  mechanisohe  Einwirkung  eine  DeformaHon  van  der  Beschaffenheit  hervor, 
loie  sie  durch  eine  gleichförmige  Envärmung  erzeugt  werden  umrde,  so  kiihU 
sieh  der  Krystaü  ab;  umgekehrt  tritt  eine  Erwärmung  des  Eiystalls  ein, 
wenn  jene  Deformation  ruckgängig  gemacht  wird. 

15«  Für  adiabaUscke  DeformaHonmj  wie  sie  bei  Schwingungen  statt- 
finden, bei  denen  die  Deformationszustände  sich  allzu  rasch  ändern,  als  dass 
eine  Ausgleichung  der  eingetretenen  Temperaturdifferenzen  möglich  wäre,  i^ 
F«0,  also  nach  (9): 

Trägt  man  den  hieraus  resultirenden  Werth  von  &  in  die  Relationen  (7) 
ein,  so  ergiebt  sich: 

-  S,  =  rii^x  +  ••••+  7x9^, 


worm: 


Es  treten  also  in  den  Ausdrücken  für  die  Druckoomponenten  an  die  Stelle 
der  isothermischen  Elasticitätsconstanten  Cj^,  welche  die  durch  gegebeae. 
äussere  Kräfte  bei  constanter  Temperatur  hervorgebrachten  Deformationen 
messen,  die  adiabatischen  Elasiiciiäisconstanten  y^,  welche  die  Deformation  bei 
verhinderter  Wärmebewegung  bestimmen.  In  analoger  Weise  sind  die  iso- 
thermischen Elasticitätsmoduln  s^  zu  ersetzen  durch  die  adiabatischen: 

JqCj,  ' 

Hieraus  ergeben  sich  einfache  Relationen  zwischen  den  Dehnungs- 
coefficienten  und  den  Torsionsco6fißcienten  für  constante  Temperatur  einer- 
seits und  gehinderten  Wärmeaustausch  andererseits.  Bedeutet  E  den  adia- 
batischen Dehnungscoefficienten  für  eine  bestinmite  Richtung  in  dem  Eiystall, 
a  den  thermischen  linearen  Dilatationscoefficienten  für  dieselbe  Richtung, 
femer  T  den  adiabatischen  Torsionscoefficienten  für  einen  Ereiscylinder,  a 
die  thermische  Winkeländerung  der  Längsaxe  des  Cjlinders  gegen  die  Ebene 
des  Querschnitts  desselben,  so  ist: 

JUC,  Jqo, 
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Beguläre  Krjstalle. 


FlusBspath 

Steinsalz 

Sylvin 

Pyrit 

^.10» 

8,13 

2,15 

1,98 

5,03 

Cp 

0,209 

0,219 

0,171 

0,126 

(*u 

-a„).ie»«(*i,-<7i,).10» 

0,040 

0,25 

0,29 

0,011 

Cp-c^ 

0,0065 

0,0120 

0,0061 

0,0012 

3C» 

1,081 

1,048 

1,086 

1,009 

Hexagonale  Krjstalle. 

Beryll 

Kalkspath 

Quarz 

^.10» 

2,70 

2,715 

8,116 

2,65 

Cp 

0,212 

0,207 

0,245 

0,186 

(«11  -  «^n) 

10»«(*.,-a„).10» 

0,00023 

0,0036 

0,0067 

0,028 

(*..-<^u).10» 

-0,00017 

-0,0178 

0,0081 

0,016 

(*,s-cr3s).10» 

0,00014 

0,084 

0,0098 

0,0085 

^-^d 

0,000088 

0,00103 

0,00128 

0,0013 

X 

1,00016 

1,005 

1,0052 

1,0070 

Rhombische  Krjstalle. 


Topas 

Baryt 

^.10« 

8,64 

4,48 

^p 

0,206 

0,108 

(*n-tr„).10» 

0,0028 

0,029 

(*„-tr„).10» 

0,0016 

0,072 

('8.-«'..).10» 

0,0031 

0,082 

(*.8-cr„).10* 

0,0023 

0,048 

(*,i-tr„).lO» 

0,0026 

0,080 

(*i,-a,,).10» 

0,0019 

0,046 

Cp-o^ 

0,00087 

0,00220 

% 

1,0089 

1,020 

16.  Innere  Reibung  der  Kryttalle.  —  Die  Vorgftnge  der  inneren  Reibung  der  Krjstalle, 
welche  in  der  Dämpfung  gleichförmiger  langsamer  Schwingungen  von  Stäben  hervor- 
treten, hat  W.  Voigt'  zunächst  theoretisch  zu  untersuchen  begonnen.  Es  zeigt  sich, 
dass  dieselben  newn  Gruppen  krystallisirter  Körper  zu  unterscheiden  sind,  die  wir  auf 
S.  552—555  kennen  gelernt  haben;  nur  ist  die  Zahl  der  Reibungaconstanten  a^^ 
(Ä,  1;  a  1,  2  . . .  6),  grteser  als  die  Zahl  der  Elasticitätsconstanten  c^^  weil  a^  im  All- 
gemeinen von  a^k  verschieden  ist 


^  X  bedeutet  das  Yerhältniss  der  spedfischen  Wärmen  e^\e^. 

*  W.  YoioT,  Abb.  Qes.  d.  Wiss.  Qöttingen.  86,  1890.  —  Nach  einer  mündlichen 
Mittheilung  von  W.  Voigt  ist  diese  Theorie  inzwischen  durch  Beobachtungen  an  Stein- 
sab  und  Quarz  bestätigt  worden. 


10.  Beziehungen  zwischen  dem  elastischen, 
optischen  und  dielektrischen  Verhalten  der 

Krystalle. 

Einfluss  elastischer  Deformationen  auf  das  optische 
Verhalten  der  KrystaUe. 

1.  D.  Bbewsteb^  fand  (1815 — 18),  dass  in  einfach  brechenden  amorphen 
oder  kiystallisirten  Körpern  durch  einseitigen  Druck  Doppelbrechung  erzeugt 
wird,  und  dass  optisch  einaxige  Erystalle  durch  eine  senkrecht  zur  optischen 
Axe  ausgeübte  Gompression  zweiaxig  werden.  Nach  den  Beobachtungen  von 
MoiaNO  und  Soleil'  liegt  die  Ebene  der  optischen  Axen  parallel  oder  senk- 
recht zur  Druckrichtung,  je  nachdem  der 
Charakter  der  Doppelbrechung  des  ein- 
axigen  Erystalls  positiv  oder  negativ  ist' 

-^-^  Zu  diesen  Versuchen  ist  eine  von  R.  Püess 

in  Berlin  construirte  Presse  (Fig.  298)  ge- 
eignet, welche  mit  dem  Polarisationsapparate 
Fig.  241,  S.  451  verbunden  werden  kann.  Auf 


Fig.  298. 


eine  zwischen  die  Stahlplatten  d,  e  einzuschaltende  Krystallplatte  wird  mit  Hülfe  der 
Schraube  m,  welche  eine  starke  Spiralfeder  zusammenpresst,  ein  seitlicher  Druck  aus- 


1  D.  Bbbwstbb,  Phil.  Trans.  1815,  60;  1816,  156.  Trans.  R.  Soc  Edinburgh 
8,  281,  869,  1818.    Pogg.  Ann.  19,  527,  1880. 

*  MoioNo  et  SoLiiiL,  Compt  rend.  30,  861,  1850.  —  Moioiio,  B6p.  d*opt  mod. 
Paris.  4,  1592,  1850. 

^  Weitere  Angaben  über  den  Einfluss  des  Druckes  auf  die  optischen  j^genschaften 
der  KrystaUe  findet  man  in:  W.  Wkbthbim,  Compt  rend.  83,  576, 1851;  85,  276,  1852. 
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gefibt,  dessen  GrOase  an  der  Stellang  der  Messingplatte  q  auf  der  Scala  des  Rahmens  r 
abgelesen  wird.^ 

2.  Eine  Yollstandige  Erklärung  der  überaus  mannigfacheu  Erscheinungen 
der  Doppelbrechung  in  gleichförmig  oder  ungleichförmig  dilatirten  amorphen 
Körpern  gelang  F.  E.  Nbumann^  1841  in  einer  für  diese  und  analoge 
Probleme  grundlegenden  Untersuchung.  Den  Ausgangspunkt  derselben 
bilden  folgende  Annahmen:  1.  In  einem  gleichförmig  dilatirten  amorphen 
Körper  befolgt  die  Doppelbrechung  dieselben  Gesetze,  welche  für  homogene 
optisch  zweiaxige  Krystalle  gelten;  dabei  fallen  die  optischen  Symmetrieaxen 
mit  den  Hauptaxen  des  Deformationsellipsoids  zusammen.  2.  Ein  ungleich- 
formig  dilatirter  amorpher  Körper  ist  einem  Aggregat  von  unendlich  vielen 
sehr  kleinen  Krystallindividuen  zu  vergleichen,  wobei  die  Richtungen  der 
optischen  Symmetrieaxen  und  die  Werthe  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten 
stetige  Functionen  des  Ortes  sind. 

3.  Die  NBUMANv'sche  Theorie  ist  von  Fb.  Foceels^  auf  gleichförmig 
deformirte  Krystalle  erweitert  und  alsbald  durch  Beobachtungen  geprüft 
worden.  Im  Allgemeinen  können  die  optischen  Symmetrieaxen  in  dem  de- 
formirten  Krystall  nicht  mehr  mit  den  Hauptaxen  des  Deformationsellipsoids 
zusammenfallen,  sondern  ihre  Lage  muss  erst  aus  der  gegebenen  Deformation 
berechnet  werden.  Dagegen  ist  an  der  Annahme,  dass  auch  in  einem  inner- 
halb der  Elasticitätsgrenzen  deformirten  Krystall  noch  die  FresnePschen  Ge- 
setze der  Doppelbrechung  gelten,  festzuhalten. 

Ist  die  Gleichung  des  Indexellipsoids  E^  (S.  817,  861)  für  den  natür- 
lichen Zustand  des  Krystalls,  bezogen  auf  die  optischen  Symmetrieaxen 
Xo,  Foj  ^oj  ^^  Polarcoordinaten: 

so  ist  die  Gleichung  des  durch  die  Deformation  veränderten  Indexellipsoids, 
bezogen  auf  die  festliegenden  Coordinatenaxen  -X^^,  Fq»  ^o- 

E  .  .  .  Bii  |Uo^  +  B„  V  +  ^33  V  +  2B33f^o^o  +  2B„  Jio Mo +  2^1,1^0^0  =  jv 

Pogg.  Ann.  86,  821;  87,  498, 1852.  —  A.  Bhavaib,  Ann.  chim.  phys.  (8)  43, 147, 1855; 
Pogg.  Ann.  96,  895,  1855.  —  Fb.  Pvaff,  Pogg.  Ann.  107,  383;  108,  598,  1859.  — 
£.  Mach  nnd  J.  Mbbtbn,  Sitzungsber.  Wien.  Akad.  72  (2),  315,  1875.  Pogg.  Ann. 
156,  689,  1875.  —  F.  Klockb,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1881,  2,  249.  —  H.  Bücking,  Zeitschr. 
f.  Kryet.  7,  555,  1883.  —  R.  Brauns,  N.  Jahrb.  f.  Min.  1886,  1,  232.  —  C.  Klein, 
Sitznngaber.  Berlin.  Akad.  1890,  I,  724. 

'  H.  BOoKiNa,  a.  a.  0. 

'  F.  £.  NsuMANH,  Die  Gtesetse  der  Doppelbrechung  des  Lichts  in  comprimirte 
oder  ungleichförmig  erwttrmten  nnkiystallinischen  Körpern.    Abh.  Berlin.  Akad.  aus 
d.  J.  1841.  —  Im  Auszuge :  Pogg.  Ann.  54,  449,  1841.  —  Vgl.  das  auf  S.  545  citirte 
Werk  Yon  Todhuntbb  und  Pbabson,  1,  639—656. 

*  Fb.  Pocksls,  Ueber  den  Einfluss  elastischer  Deformationen,  speciell  einseitigen 
Dmckes,  auf  das  optische  Verhalten  kiystallinischer  Körper.  Inaog.-Dissert  Qötdngen 
1889.    Ann.  d.  Phys.  N.  F.  87,  144,  269,  372,  1889;  89,  440,  1890. 
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worin  die  Grössen  B  Functionen  der  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Kiystalls 
Constanten  Deformationscomponenten  x^,  .  , . .,  x^  sind.  Verschwindet  die 
Deformation,  so  gehen  B^^,  B^^,  B^  über  in  Oq,*,  Ooa*,  005*,  wahrend 
-^23  =  -^81  =  -B12  =  0  wird.  Die  einfachste  Annahme  besteht  d^Jier  darin, 
für  die  Grössen  ^n  ~  Ool^  •  •>  -^23?  •  •  homogene  lineare  Functionen  der  auf 
das  Coordinatensystem  X^,  Y^,  Zq  bezogenen  Deformationscomponenten  zu 
setzen : 

^11  -  %l^  =  ^l^x  +  «12^.  +  »13«.  +  «14  y.  +  »16-,  +  «le^. 

Als  gegeben  sind  anzusehen:  die  optischen  Gonstanten  des  fijrystalls  im 
natürlichen  Zustande,  die  aus  den  äusseren  mechanischen  Kräften  und  den 
Elasticitatsconstanten  des  ErystalLs  nach  der  Elasticitätstheorie  zu  be- 
rechnenden Deformationscomponenten  und  die  für  die  hier  zu  untersuchenden 
optischen  Aenderungen  des  Erystalls  charaJUeristischen  Constantm  o^.  Die 
letzteren,  experimentell  zu  bestimmenden  Grössen  können  noch  von  der 
Wellenlänge  des  Lichtes  abhängen;  ihre  Anzahl  beträgt  in  dem  allgemeinsten 
Falle  eines  triklinen  Erystalls  36,  weil  nicht  nothwendig  a^  =»  a^  zu  sein 
braucht 

Nachdem  mit  Hülfe  dieser  Grössen  die  Werthe  B  aus  (1)  berechnet 
sind,  handelt  es  sich  darum,  die  Riehtungen  X,  7,  Z  und  die  Längen 
1/Qj,  I/Q3,  l/a^  der  Halbaxen  des  IndeoceUipsoids  E  für  den  deformirten  Zu- 
stand des  KrystäUs  xu  ermitteln. 

Aus  der  Gleichung  des  IndexeUipsoids  E  geht  hervor,  dass  sich  die 
Grössen  B  bei  der  Einfuhrung  eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  Z,  F,  Z  transformiren  wie  elastische  Druckcomponenten  (S.  549): 

^n'«^ii«i*    +""  +  2B^^cc^a^ 

(2)  

^1 3'  =  ^1 1  «1 A  +  •  •  •  •  +  ^1 2  («1  Ä  +  «a  A ) . 

Soll  nun  dieses  neue  Coordinatensystem  insbesondere  in  das  Hauptaxensystem 
des  IndexeUipsoids  E  fallen,  so  müssen  die  Bichtungscosinus  cf^, . . .,  /j  (S.  54S) 
den  Bedingungen  genügen: 

I-  ^,3':«V  =  ^12'  =  0. 

Gleichzeitig  wird  dann: 

n.  Bn^(^i^    ^22'  =  a,^    5,3' =  03«. 

Hierdurch  sind  die  gesuchten  Richtungen  der  neuen  optischen  Sym- 
metrieaxen  und  die  Werthe  der  neuen  Hauptlichtgeschwindigkeiten  vollständig 
bestinmit. 

Diese  Formeln  vereinfachen  sich  bedeutend,  wenn  die  durch  äussere 
mechanische  Kräfte  hervorgebrachten  optischen  Aenderungen  sehr  klein 
sind  gegen  die  ursprünglichen  Differenzen  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten. 
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12. 

9. 

(«H  =  ö«l). 

7. 

(«n  -  <hl)' 

!!• 

(«18  »  »«. 

8. 

(«1«  =  «ll)- 

6. 

(«1«   =  «ll)- 

3. 

(»1«  -  ««)• 

4.  Für  Erystalle  mit  Symmetrieelementen  reduoiren  sich  die  Constanten 
Oj^  auf  eine  geringere  Zahl.  Wählt  man  das  Coordinatensystem  jedesmal 
den  Symmetrieverhältnissen  entsprechend,  so  dürfen  die  fundamentalen 
Relationen  (1)  zwischen  den  Grössen  B  und  den  Deformationscomponenten 
keine  Aenderungen  erfahren,  wenn  der  üjrystall  den  für  ihn  charakteristischen 
Deokoperationen  unterworfen  wird.  Auf  diesem  Wege  gewinnt  man  dieselben 
neun  Gruppen,  welche  nach  dem  elastischen  Verhalten  der  Erystalle  zu 
unterscheiden  sind  (S.  552);  nur  ist  zu  beachten,  dass  die  Anzahl  der 
Const^nten  a^^  stets  grösser  ist,  als  die  Zahl  der  Elasticitätsconstanten  c^, 
weil  im  Allgemeinen  o^  von  Uj^  verschieden  bleibt  Wir  können  die  auf 
S.  552—555  mitgetheilten  Verzeichnisse  der  Constanten  c^  mit  einigen 
Modificationen  übertragen  und  erhalten  dann  folgende  Tabelle. 

Triklines  System.    36  Constanten  (o,^  ^  a^^). 
MoDoklinefl  System  (S.  552,  II).        20. 
Rhombisches  System  (S.  558,  III). 
Tetragonales  System  (S.  553,  IV»»). 

(S.  554,  IV).  

Hezagonales  System  (S.  554,  V*').      !!•    ((^i  ^  <hu  <»a  =—  ^4)- 
(8.  564.  V«»). 
„  (S.  555,  V). 

Begalftres  System  (S.  555). 

5.  Zu  den  Beobachtungen  von  Fb.  Pocxblb  dienten  rechtwinklige  Prismen  von 
ca.  18  mm  Höhe  und  2,5  bis  5  mm  Breite  und  Dicke,  welche  mittelst  eines  am  Ende 
belasteten  einarmigen  Hebels  aus  Stahl  parallel  ihrer  Längsrichtung  comprimirt  wurden. 
Die  ansgefibten  Drucke  betrugen  im  Maximum  bei  Quarz  ca.  3000  g,  Flussspath  1000  g, 
Steinsals  400  g,  Sylvin  200  g  pro  mm'.  Es  wurden  bei  jedem  Prisma  zwei  verschiedene 
Drucke  angewendet,  wobei  sich  die  in  der  Theorie  vorausgesetzte  Proportionalität  der 
optischen  Aenderungen  mit  dem  Drucke  bestätigte.  Um  den  Druck  möglichst  gleich- 
missig  auf  den  Querschnitt  zu  vertheilen,  wurden  auf  die  Endflächen  der  KrystaU- 
prismen  Zinn-,  Blei-  oder  Kautschuckplatten  gelegt  Auch  wurden  zur  Elimination  der 
UngleichfÖrmigkeit  des  Druckes  die  Beobachtungen  stets  an  mehreren  Stellen  jedes 
Prismas  angest^t 

Es  wurden  ausgef&hrt:  1.  Messungen  des  Oanguniersehiedes  der  beiden  in  der 
Beobachtungsrichtung  senkrecht  mr  Dmckrichtung  durch  das  Prisma  sich  fort- 
pflanzenden Wellen  mittelst  eines  Babinet*schen  Compensators  im  Na-Lichte;  2.  Mes- 
sungen der  absoluien  Verzögerungen,  welche  jede  einzelne  dieser  Wellen  erleidet,  nach 
der  schon  von  A.  Fbesnsl,  F.  E.  Nbumann  u.  A.  angewandten  Methode,  welche  auf 
der  Verschiebung  von  Beugungsstreifen  beruht;  8.  Bestimmungen  der  Aualöschungs- 
richtungen  auf  einem  Flächenpaar  des  Prismas. 

6.  Wir  betrachten  jetzt  insbesondere  die  DoppeUbrecImng  regulärer 
Krystaüe,  welche  durch  einseitigen  Druck  erzeugt  toird.  Ans  den  allgemeinen 
Oleichungen  (1)  folgt,  wenn  die  Richtungen  der  Kanten  des  Hexaeders  zu 
Coordinatenaxen  Xq,  Yq,  Zq  gewählt  und  an  Stelle  der  Deformations- 
componenten die  Componenten  des  inneren  elastischen  Druckes  eingeführt 
werden: 
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(8) 


hierin  ist  Oq  die  Lichtgeschwindigkeit  in  dem  Krystall  Yor  der  DeformatioD. 
und  zur  Abkürzung  ist  gesetzt: 

^  =  ifln  —  «1«)  («11  —  *ia)>     ^  =  «44 «44> 
c  =  «11  «ij  +  a,j  («11  +  «la). 

Bildet  man  nun  mit  Hülfe  der  Ausdrücke  (3)  die  Gleichung  des  Inda- 
ellipsoids  E,  so  ist  sofort  ersichtlich,  dass  auch  in  einem  r^ulären  Erystall 
die  Symmetrieaxen  dieses  EUipsoids  keineswegs  mit  den  Hauptaxen  des 
DeformationsellipsoidB  zusammenfallen.  Da  E  im  Allgemeinen  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  ist,  so  ergiebt  sich  femer,  dass  ein  regulärer  Krystaü  unier  der  Eh- 
Wirkung  mechanischer  Kräfte  im  Allgemeinen  optisch  zweiaxig  wird. 

Für  einen  regulären  Erjrstall,  und  nur  für  einen  solchen,  kann  man 
in  I  die  Grössen  5ji,  ^j,,  ^33  ersetzen  durch  B^^  —  tto*,  5,,  —  ao^  B^  -  o^^ 
Da  nun  diese  letzteren  Grösseren  nach  (3)  sich  den  elastischen  Dnick- 
componenten  proportional  ändern,  so  bleiben  die  Gleichungen  I  ungeändeit 
wenn  man  Z,, . . . .,  Z^  mit  einem  gemeinschaftlichen  Factor  multiplicirt 
Hieraus  folgt,  dass  die  Lage  der  optischen  Sjmmetrieaxen  in  dem  deformirten 
Krystall  durch  derartige  Druckänderungen  nicht  beeinflusst  wird.  Wendet 
man  jetzt  die  Gleichungen  II  auf  reguläre  Erystalle  an,  so  ersieht  man,  das 
auch  die  Differenzen  ttj*  —  o^*,  o^*  —  a^^^  Qj*  —  Oo*  sich  proportional  mit  den 
Druckoomponenten  ändern;  daher  behauen  die  optischen  Jxen  in  dem  defar- 
mirien  Krystaü  ihre  Lage^  wenn  sich  nur  die  absokäe  Grösse  der  äusserm 
Drucke  ändert,  u?ährend  die  Verhältnisse  der  elastischen  Druckoomponenten 
ungeändert  bleiben,  une  es  bei  einseiUHgem  Drucke  der  Faü  ist. 

Um  eine  bequeme  üebersicht  des  optischen  Verhaltens  regulärer  Kijstalle 
unter  einseitigem  Druck  zu  gewinnen,  erscheint  es  hiemach  zweckmässig, 
vor  allem  die  AbMngigkeit  der  Lage  der  optischen  Axen  des  deformirlen 
KrystaUs  von  der  Druckrichtung  zu  verfolgen.  Es  möge  die  Drockrichtong 
eine  elastische  Sjmmetrieebene  100  oder  110  durchwandem.  Dann  ist  die 
Lage  der  zugehörigen  optischen  Axen  nur  abhängig  von  den  Verhältnissen 
der  Grössen  J5„,  ^31,  B^,  Sg,  —  B,,,  B^  —  ^n,  B^^  —  B^^,  also  nach  (3) 
nur  von  dem  Verhältniss  b:a.  Hinsichtlich  der  in  Bede  stehenden  Er- 
scheinungen ist  also  ein  regulärer  Erystall  charakterisirt  durch  eine  eimigt 
Constanie  b:a.  Die  nähere  Untersuchung  ergiebt,  dass  vier  wesentM  ver- 
schiedene Typen  nach  den  Bedingungen: 


L 

n. 

m. 

IT. 

!>+>. 

l>*->0, 

0>*->-l, 

'.<-• 

zu  unterscheiden  sind. 
Hexaederfläche  X,  T^  = 

(Stdnsals)             (Flnssspatli)           (Sylvin) 

Die  gegebene  Dmckriohtung  sei  bestimmt  in  det 
001  durch  ihren  Winkel  9  gegen  die  Hexaederbnte 
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X^  und  in  der  durch  die  Axe  Zq  gelegten  Dodekaederfläche  110  [x^y) 
durch  ihre  Neigung  x  gego^  ^o-  Bezeichnet  man  nun  den  Winkel  einer 
der  beiden  in  001  liegenden  optischen  Sjmmetrieaxen  {X)  gegen  X^  mit  \f) 
und  die  Neigung  einer  der  beiden  in  lIO  liegenden  Symmetrieaien  {Z)  gegen 
Zq  mit  *,  so  dienen  zur  Berechung  von  1/7,  &  die  Relationen: 


tan  2 1/;  =  -  tan  2  5p,    tan  2 1?-  = 


468in2;y 


a  —  ft  +  (3a  +  5)  cos2/ 

Das  charakteristische  Verhalten  der  vier  Typen  ist  aus  folgender  Tabelle 
ersichtlich,  in  welcher  S  die  Ebene  der  optischen  Axen  und  2  V  den  Winkel 
dieser  Axen  bedeuten. 


I. 


IL 


in. 


Hexaederfläche 
0  <  <p  <  45<> 


0<t^<45» 
(S  II  001 

,_      C08  2<]p—  CO8  2l0 

2co8  2<p 


0  <  v/  <  45« 

(EX  001 
Bin*  F«  tan  (<jp + ^)  tan  (<p— y) 


0>V'>-450 
($  nnd  sin'  F  wie  in  11. 


DodekaSderflAche 


0<;r<54V 


0<^<54V 

(g  II  HO 


0<^<54V 

ex  HO 

sin«  F=tan  ^\xa(x-&) 


90<>>^>548/^« 
(S  nnd  sin*  F  wie  in  I. 


ö4V<r<90^ 
54V<^<Ö0« 

ex  HO 

8in"F=tan^tan(;f-^) 


54«//<  &  <  90« 
^>X 

e  II  HO 
_    __      ^^^ 

54V>^>0 

^</ 

(i  und  sin'  F  wie  in  I. 


IV. 


nnd  sin'  F  wie  in  I. 


0</<iarcco8-±;^<;r<Ö0* 


90o>^>  jarctan— =L=<^<90<» 
(5  und  sin'  F  wie  in  I. 


Aus  dem  Gange  der  Aenderungen  der  Winkel  y;,  ^  ist  ersichtlich,  dass  durch 
Aenderung  der  Druckrichtung  in  einer  Hexaeder-  oder  DodekaSderfläche  alle  möglichen 
Orientirungen  der  in  diesen  Ebenen  gelegenen  optischen  Symmetrieaxen  (Auslöschungs- 
richtongen)  gegen  die  Druckrichtung  hergestellt  werden  können.  Diese  Folgerung  fand 
Fb.  P0OKBL8  durch  Beobachtungen  am  Flussspath  und  Sylvin  bestätigt 

Die  Comtanten  der  drei  untersuchten  Körper  (für  Na-Licht)  sind  in  der  folgenden 
Tabelle  enthalten;  D  bedeutet  die  Lichtgeschwindigkeit  in  Luft 


a.lO»:ü' 

6.10«:ö' 

hia 

(a„-a„)U)« 

a,,:ü' 

«44  :t)' 

IL  ateineaU    . 
m.  Flussspath 

-  1,188 
-1,420 

+  1,67 

-  0,838 
+  0,685 
-4,22 

+0,704 
-0,482 
-2,525 

-  0,0408 

-  0,1722 
+  0,0595 

+  0,178 
+  0,228 

-  0,0108 
+  0,0236 

-  0,0276 
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Mit  Hfllfe  dieser  €k>ii0taiiten  ergeben  eich  die  aus  der  folgenden  ZoBunnieDSteUoiig 
ersichtlichen  Aendemngen  der  optischen  Eigenschaften  jener  Körper  unter  ds- 
seitigem  Druck. 


Druckrichtung 

senkrecht  zu  einer 
Heza^derflftche 


senkrecht  zu  einer 
Oktaederfläche 


senkrecht  zu  einer 
Dodekaederflflche 


II«  Steifualz 

einaxig, 
negativ 


III.  FliMsgpath 


emazig, 
negativ 


einazig, 
negativ 


zweiazig, 

Ebene  der  opt  Azen 

die  zur  Druckrichtung 

parallele  Fläche  des 

Dodekaeders, 

Druckrichtung 

=  I.  Mittellinie, 

Char.  d.  Doppelbr.  --, 

2  F=  49^20'. 


einazig, 
positiv 


IT.  Sglffiu 


einazig, 
positiv 


einazig, 
negativ 


zweiazig, 

Ebene  der  opt.  Azen 

die  zur  Druckrichtung 

senkrechte  Fläche  des 

Dodekaeders, 

Druckrichtung 

=  I.  MitteUinie, 

Char.  d.  Doppelbr.  ~, 

2  F=  72*10' 


zweiazig, 

Ebene  der  opt  Azoi 

die  zur  Drackrichtang 

parallele  Fläche  des 

HezaSden, 

DruckrichtuDg 

=  n.  MitteOmie, 

Char.  d.  Doppelbr.  + 

(um  die  IX.  MitteUime), 

2F=6e«46'. 


Die  Aenderung  der  Lichtgeschwindigkeit  Oq  unter  cdlseitig  gleichem  Drudt  ist  ge- 
geben durch: 


a._a,«  =  iu+ifU(,^  +  y^  +  ,j. 


Da  Oj,  +  2  Ol,  f&r  Steinsalz,  Flussspath  und  Sjlvin  positiv  ist,  so  bewirkt  allseitig 
gleicher  Druck  in  diesen  Körpern  eine  Ahnahme  der  Lichtgeschwindigkeit 

Nimmt  man  an,  dass  die  thermische  Dilatation  emea  regulären  KrystaDs  eben» 
wirke,  wie  die  gleich  grosse  mechanische,  so  muss  die  Aenderung  der  Lichigeechwindig- 
Jceit  durch  eine  Erwärmung  von  1*  dargestellt  sein  durch: 

a'  — Oo'  =  -  («11  +2a,,)a, 

worin  a  den  linearen  thermischen  Ausdehnungscoefficienten  bedeutet  (S.  92).  Di« 
hiemach  für  Stemsalz  und  Flussspath  berechneten  Werthe  der  Aenderung  des  BrechimgB- 
indez  mit  der  Temperatur  dnjdB  stimmen  mit  den  direct  beobachteten  Werthen  (S.5S8) 
nahe  überein. 

7.  Sehr  interessante  qualitative  Resultate  über  die  Aenderung  der  Doppelbreehimg 
im  Q,vMrz  durch  einen  senkrecht  zur  Aze  der  Isotropie  ausgeübten  Druck  gewsnneD 
E.  Mach  und  J.  Mebtrn.  Die  Beobachtungsmethode  bestand  in  der  spektralen  Zer- 
legung des  Interferenzbildes,  welches  im  convergenten  polarisirten  Lichte  an  Platten 
parallel  zur  Basis  entsteht  (S.  512).  Der  eomprimirte  Quarz  wird  optisch  zweiaiigy 
bleibt  aber  in  den  Sichtungen  der  optischen  Axen  circularpolarisirend  und  besitit 
in  diesen  Bichtungen  merUich  dasselbe  Drehungsvermögen,  welches  im  ursprüngficben 
Zustande  in  der  Richtung  der  VerticiUaze  vorhanden  war.  Die  Ebene  der  optisehes 
Azen  fiült  in  die  Druckrichtung.  In  der  Richtung  der  Yerticalaze  pflanien  sich  jetst 
zwei  entgegengesetzt  elliptisch  polarisirte  Wellen  fort;  die  Yergrösserong  ihres  GaDgante^ 
schiedes  kommt  dadurch  zu  Stande,  dass  die  langsamere  Welle  stärker  venögert  wird 
als  die  schnellere.  Die  längeren  Hanptazen  der  Schwingungsellipsen  zweier  Wellen 
von  gememsamer  Fortpflanzungsrichtung  werden  durch  dasselbe  Gksetz  beheiTBcbt, 


Piexo-  und  Pyroelektricitäi.  589 

welches  A.  Fsbsnbl  ffir  die  SchwingnngBricfataiigen  in  gewöhnlichen  optisch  zweiaxigen 
Krystallen  aufgestellt  hat  (8.  833). 

Diese  Beobachtungen  wurden  von  Fb.  Pockels  bestätigt  und  durch  quantitative 
Bestimmungen  eiigänzt  Es  handelt  sich  um  die  Ermittelung  der  8  Constanten  o,^  in 
den  Gleichungen: 

J?ll  -  0*  «  Oll  «,  +  a,«^',  +  ^13«.  +  »14^..       J'm  =  «41  ('x  -^y)  +  «44^, 
J?„  -  0«  =  a„X,  +  «1,  y^  +  «1.«,  -  «,4^.,      J?.!   =  «44  «X  +  «41  ^y 

A»  -  e' -  «81  *x  +  «»iyr +  «»»«.»  ^1«*  «i4gx  +  ^^7^'^>' 

Zu  diesem  Zwecke  wurden  nach  den  auf  8.  585  erwähnten  Methoden  an  sechs  ver- 
schieden orientirten  Prismen,  deren  Längsrichtungen  unter  0^,  ±45^  und  90^  gegen  die 
Verticalaxe  geneigt  waren,  Messungen  angestellt    Es  ergab  sich: 

Ol,  =      0,188  .  öS      «1,  =      0,250 .  r)\      «15  =      0,259  .  Ü« 
0,8  »      0,098,  o,,  =      0,258, 

0,4  =  --  0,029,  O41  a  —  0,042,  «44  =  —  0,068. 

Hiemach  werden  die  Geschwindigkeiten  der  senkrecht  zur  Druckrichtung  sich  fort- 
pflanzenden Wellen  vermindert.  Bei  einem  Druck  in  der  Richtung  der  Axe  der 
Isotropie  und  bei  allseitig  gleichem  Druck  bleibt  Quarz  einazig,  aber  seine  Doppel- 
brechung wird  verringert.  Im  Gegensatz  zu  Steinsalz  und  Flussspath  wirkt  im  Quarz 
eine  Erwärmung  nicht  in  derselben  Weise  auf  die  Lichtgeschwindigkeit  (S.  588)  wie 
diejenige  mechanisch  hervorgebrachte  Deformation,  welche  der  thermischen  Dilatation 
gleich  ist. 


Elektrioitatserregong  diirch  elastische  Deformstionen  und 
tiiermische  Dilatationen. 

8.  Die  zuerst  von  J.  und  P.  Cumb  (S.  269)  ausgesprochene  und  darauf 
von  W.  C.  Röntgen  (S.  257,  273,  277)  und  A.  Kundt  (S.  275)  experimenteU 
weiter  verfolgte  Anschauung,  dass  die  bestimmende  Ursache  der  piezo- 
elektrischen und  pyroelektrischen  Erscheinungen  an  Krystallen  in  den  durch 
äussere  Kräfte  oder  durch  Temperaturänderungen  hervorgerufenen  Defor- 
mationen dieser  üjrystalle  zu  suchen  sei,  bildet  die  Grundlage  der  von 
W.  Voigt  ^  entwickelten  Theorie  der  Piexo'  und  PyroekktricitäL  Es  wird 
darin  vorausgesetzt,  dass  die  nach  den  Coordinatenaxen  X^  Y,  Z  genonmienen 
Componenten  a,  hy  c  der  Aenderung  des  elektrischen  Momentes  der  Yolumen- 
einheit  an  irgend  einer  Stelle  x,  y,  x  des  Krystalls  lediglich  Functionen  der 
Deformationscomponenten  x^, , , .  .^x^  an  derselben  Stelle  seien,  eine  An- 
nahme, die  im  Allgemeinen  um  so  genauer  der  Wirklichkeit  entsprechen 
wird,  je  kleiner  die  in  dem  Yolumenelemente  durch  die  Deformation  ge- 
schiedenen Elektricitätsmengen  sind.  Da  erfahrungsgemäss  die  elektrische 
Erregung  mit  der  Deformation,  durch  welche  sie  erzeugt  wird,  das  Vor- 
zeichen wechselt,  so  müssen  a,  6,  0  ungerade  Functionen  der  Deformations- 
componenten sein.    Das  Princip  der  Superposition  führt  dann  hier,  wie  in 


W.  Voigt,  Ahh.  Qes.  d.  Wiss.  Göttingen  86,  1890. 
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der  Elasticitatstheorie  (S.  649),  insbesondere  auf  lineare  Functionen.  Demnach 
gilt  das  allgemeine  Mementargeseh: 


a 
(1)  b 

0 


■=  «u  *x  +  «w  ».  +  «15  *.  +  «14  y.  +  «16  *,  +  «1«  a;, 

-  «»l«x  +  «M»,  +  %»».  +  «14».  +  ^»,  +  «M«, 

»  ^i a^x  +  ^2»,  +  ^*=.  +  *»4y.  +  «s»«x  +  «»a;.. 

vnjttnmiMn  m      RlTid  A.h>iäTiflri£r  von  Hat  RAflAhnffAnhAif. 


Die  achtzehn  Conatanten  6^  sind  abhängig  von  der  Beschaffenheit  des  Eiystalls 
und  der  Orientirang  des  Coordinatensystems  in  ihm.  Die  Deformations- 
componenten  müssen  berechnet  werden  aus  den  gegebenen  äusseren  Kräften 
oder  aus  der  vorhandenen  Temperaturvertheilung  mit  Hülfe  der  Elasticitäts- 
constanten  o^^  und  der  Grössen  o^, . . .  .,  a,  (S.  575),  welche  die  thermische 
Dilatation  bestimmen.  Ist  die  Gesammtheit  der  Constanten  Cj^j  a^,  ^  cl- 
perimentell  ermittelt,  so  können  alsdann  vermöge  des  allgemeinen  Ansatzes 

(1)  alle  durch  irgend  welche  Deformationen  hervorgerufenen  elektrischen 
Erregungen  qualitativ  und  quantitativ  voraus  bestimmt  werden. 

Wenn  man  in  (1)  die  Ausdrücke  (S.  550)  einführt,  welche  die  Defor- 
mationscomponenten  als  Functionen  der  von  ihnen  (bei  unbehinderter 
dielektrischer  Polarisation)  erzeugten  Componenten  des  elastischen  Druckes 
an  der  Stelle  x,  y,  x  darstellen,  so  erscheinen  die  Componenten  des  elek- 
trischen Momentes  als  homogene  lineare  Functionen  der  Druckcomponenten: 

-  a  =  J,iZ.  +  8,,  F  +  S,,Z^  +  S,,  r.  +  d,,Z^  +  8,^X^ 

(2)  -  5  =  Jai^x  +  *ia  Yy  +  *«s^.  +  *34  ^  +  S,,Z^  +  8,,  X^ 

worin: 

6  6 

ksi  k=l 

Mit  8j^  sind  wieder  die  Elasticitatsmoduln  des  Erystalls  bezeichnet  (S.  650). 

9.  Der  Ansatz  (1)  kann  nach  den  auf  S.  249  hervorgehobenen  Sjrm- 
metrieeigenschaften  einer  homogenen  Deformation  und  einer  dielektrischen 
Polarisation  von  Null  verschiedene  Werthe  a,  i,  g  nur  für  solche  Erystalle 
liefern,  welche  kein  Genbrum  der  Symmetrie  besitzen.  Aus  der  Reihe  der 
32  Gruppen  krystallisirter  Körper  scheiden  also  für  die  folgende  Unter- 
suchung von  vorn  herein  die  in  der  Aufzählung  S.  33 — 50  unter  1],  4],  6]. 
9],  13],  16],  18],  21],  26],  28],  31]  genannten  elf  Gruppen  aus.  Aus  dem 
Best  sondern  sich  noch,  wie  die  Einführung  der  schon  in  der  Ehistioitäts- 
theorie  benutzten  krystaüographischen  Axensysteme  und  der  charakteristischen 
Substitutionen  erkennen  lässt,  die  plagiMrisch-hemiedrischen  Erystalle  des 
regulären  Systems  ab,  in  denen  wie  in  centrisch  symmetrischen  Erystallen 
stets  a  ■■  6  a  c  «  0  sein  muss.  Daher  kommen  hier  xuHxnxig  Gruppen  in 
Betracht,  unter  denen  aber  nur  16  nach  ihrem  pi^zo-  und  pyroelektrischen 
Verhalten  von  einander  verschieden  sind. 
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I.  Beguläret  System.    2]  TetraSdriBche  HemiMrie  =  5]  TetartoMrie.  (1  Constante). 
n.  Hexagonalet  System,    7]  Hemimorphe  Hemiedrie.    (8). 

8]  Trapezo^drische  Henü^drie.    (1).  , 

«  =  «1«^..      *  =  -ei4«x»      <?*»0. 
10]  Erste  hemimorphe  TetartoMrie.    (4). 

«  =  «14  y.  +   «15  «X»         *  =  «15  y,  -  «U  «X»         C  =  «51  (^x  +  5^y)  +  «58  «.• 

11]  Sphenoidische  Hemi^drie.    (1). 

«  =  «II  («X  -  yy)>         *  ="  -  «11  *y»         C  =  0. 

12]  Sphenoidiache  Tetarto€drie.    (2). 

«  =  «u  («X  -  y»)  -  «M  *y»      *  =  -  «M  (^x  -  y»)  -  «11  'y»      ^  =  Ö- 
14]  Zweite  hemimorphe  Tetarto^drie.    (4). 

«  =  «15  «X  -  ««1  *y»         *  =  -«m(«x-3',)   +  «163^,, 

15]  Trapezoc^driache  Tetartoödrie.    (2). 

ö  =  «11  («X  -y»)  +  «14^.1      *  «  -  «14 «.  -  «11  ^yi      <^  =  0. 
17]  Ogdoedrie.    (6). 

fl  »  «11  (*x  -  y^)  +  «Uy.  +  «15  «X  -  «M  'y 
6  =-  -  «„  (ar,  -  y^)  +  «15  y.  -  «14  «X  -  «11  ^y 
<^  =         «tl  («X  +  y»)  +  «58  «.• 

III.  Tetragonales  System,    19]  Hemimorphe  HemiSdrie.  »  7]. 

20]  Trapezo^driache  HemiMrie.  =  8]. 
22]  Hemimorphe  Tetarto^drie.  =  10]. 
28]  Sphenoidische  Hemi«drie.    (2). 

«  =  «14^.»        *  =  «14  «X»        <?  ■  «M  ^r 

24]  Sphenoidische  Tetartoödrie.    (4). 

«  =  «14^.  +  «15  «X»         h  =  -  eisy.  +  «14  «X» 
C  =  «8l(*x-yy)  +  «56«y. 

IV.  BkomHsckes  System,    26]  Hemi^drie.    (8). 

«  =   «14  y.»         *  =  ««5  «X»         «•  -  «8i  ^y 

27]  Hemimorphie.    (6). 
y.  Monoklines  System,    29]  Hemimorphie.    (8). 

«  =  «14^.  +  «16  «y»         *  =  ««1  «"x  +  «M^y  +  «18*.  +  «S5  «x> 
C^  «84  y.  +  «86«y 

30]  Hemi«drie.    (10). 

a  «  «11 «,  +  «1,  y^  +  «1,  z^  +  «15 «, 

*  =  ««4y.    +  «16  *y 

C  =  «81  «X  -i-  «88  y»  +  «8«  «,  +  «85  «x» 

VI.  THklines  System.    32]  HemiSdrie.    (18). 

10.  Sollen  elektrische  Erregungen  insbesondere  durch  aüseUigen  gläoh- 
förmigm  Druck  P  oder  durch  eine  gleichförmige  Temperatwrerhöku/ng  &  er- 
zeugt werden,  so  yermindert  sich  die  Zahl  der  Oruppen  auf  10.    Trägt  man 
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nämlich  in  (1)  die  für  diese  Fälle  geltenden  Werthe  der  Defonnations- 
componenten  (S.  556,  575)  ein,  so  erhält  man  von  Null  verschiedene  Werihe 
a,  hj  0  nur  in  den  Gruppen  mit  einer  einzigen  polaren  Symmetrieaae  7],  lOJ 
14],  17],  19],  22],  27],  29]  und  in  den  hemiödrischen  Gruppen  des 
•  monoklinen  und  triklinen  Systems  30],  32].  Für  die  Gruppe  32]  gelten  die 
allgemeinen  Relationen: 

(Ä  =  l,2,...,6). 
Hieraus  ergiebt  sich  für  den  zur  Gruppe  14]  gehörenden  lurmalin: 
a  =  b  =  0  assb  =  0 

c  «  -  P[2e8i  («11  +  «1«  +  «is)  +  «M  (2«ig  +  «gs)],      c  =  &(2Bn  «i  +  «»«1). 

Kichtet  man  die  Axe  +  Z  nach  dem  analogen  Pol  hin,  so  ist  das  durch  gieichföimige 

Erwärmung  erregte  Moment  c  positiv. 

11.  Wir  betrachten  jetzt  die  elektrische  Erregung  eines  rechtwinkligen 
Prismas  durch  einseitige  Compression.  Die  Kanten  des  Prismas  seien  parallel 
zu  den  Axen  X,  Y,  Z,  auf  welche  das  elastische  Potential  0  und  der  An- 
satz (1)  bezogen  sind.  Wird  auf  die  zur  Axe  X  senkrechten  Flächen  der 
Druck  P  ausgeübt,  so  erhalten  wir  aus  (1)  mit  Bucksicht  auf  die  früher 
angegebenen  Werthe  der  Deformationscomponenten  (S.  557)  für  die  Compo- 
nenten  des  elektrischen  Momentes: 

(6)  a,  =  -P-S€i,«i„    fe,=-P^«2,«i„    c^  =  -P^63^«i,. 

Analoge  Ausdrücke  gelten,  wenn  der  Druck  auf  die  zu  den  Axen  Y  nnd  Z 
senkrechten  Flächen  wirkt 

Insbesondere  ergiebt  sich  für  Turmalin  aus  (6): 
«X  =  0,       6,  =  +  P[c„  (*i,  -  *,j)  -  e,5  «14],       c,  =  -  P[6,i  («„  +  «it)  +  fi„  *„], 
a,  =  0,      6^a-6^,  c,  »^, 

a.  =  0,      5.  =  0,  c.^'-F  (2e„  «.,  +  s„  *„). 

Bezeichnet  man  die  auf  den  £ndflftchen  des  Prismas  entwickelten  Gesammtmengen  der 
Elektricität  je  nach  der  Druckriehtung  mit  m^,  m^  m^  und  die  Flächeninhalte  der  2a 
Xy  Yy  Z  senkrechten  Prismenflächen  mit  Q,,  Q^,  Q^,  so  ist: 

Bedeuten  nun  A,  B,  T  die  Gesammtbelastungen  auf  denselben  Prismenflächen,  so  &- 
halten  wir: 

«».r  -  B  ^  [«81  (hl  +  '1«)  +  «»•  *u3 

w.  «r(2fi,i*ai  +©„*„). 

^t»  (£»09^  Belaüonen  ergehen  sieh  die  von  J.  uni  P.  Oübib  a%tf  empirischem  Wege 
gefundenen  Sätze  1)— 5)  aufS.  271.  Dagegen  Ulsst  sich  die  Beziehung  x  =  x'  theoretisch 
nicht  begründen,  denn  es  ist: 
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Wendet  man  die  Gleichungen  (6)  auf  das  Quarzprisma  Fig.  118,  S.  272,  an, 
indem  man  die  X-Axe  in  die  elektrische  Aze  a  fsdlen  lässt,  so  ergeben  sich  für  die 
Elektricitfttsmengen  auf  den  zu  dieser  Aze  senkrechten  Prismenflächen  je  nach  der 
Druckrichtung  die  Werthe : 

m,  =  +  A  [eil  (*„  —  *„)  +  Bn  *,  J  =s  m 

»*»  =  -  ß  -Q  [«n  (*n  -  *i2)  +  «14  *i4]  =»  «»' 
m,  =  0. 

Hierin  sind  die  von  J.  und  P.  CuRiB  durch  Beobachtung  entdeckten  Sätze  1)  bis  8)  auf 
S.  272—273  enthalten.  Die  von  ihnen  mit  x  bezeichnete  „pi^oelektrische  Constante'^ 
des  Quarz  ist  gegeben  durch: 

12.  Um  die  Wirkungen  der  elektrischen  Erregung  eines  Krystalls  auf 
äussere  Punkte  zu  bestimmen,  muss  das  Potential  V  des  erregten  Krystalls 
auf  einen  äusseren  positiv  elektrischen  Einheitspunkt  O^  {x^,  y^,  z^)  berechnet 
werden.  Bezeichnet  man  das  Volumenelement  des  Krystalls,  dessen  Moment 
die  Componenten  a,  b,  c  hat,  mit  dk  und  den  Abstand  desselben  von  O^  mit 
r,  so  ist: 


=/ 


r   ,    ,     r   ,         r]  j,        r     do  .    n    dk 


worin  (7,  Q  die  auf  S.  260  angegebenen  Dichtigkeiten  und  do  ein  Element 
der  Oberfläche  des  Krystalls  bedeuten.  Dieses  Potential  liefert  durch  Diffe- 
rentiation nach  iCj,  i/j,  x^  die  Componenten  der  auf  den  Punkt  O^  ausgeübten 
Kraft.  Hierdurch  sind  die  Gesetze  gegeben,  nach  denen  sich  der  erregte 
Krystall  bei  dem  KuNDT'schen  Bestäubungsverfahren  (S,  249)  mit  den  Be- 
standtheilen  des  Pulvergemisches  bedeckt.  Ausserdem  bestimmt  das  Potential 
auch  die  elektrische  Vertheilung  in  Leitern,  welche  dem  erregten  Krystall 
genähert  werden,  und  bietet  hiermit  die  Grundlage  für  die  Theorie  wichtiger 
Messungsmethoden  dar. 

Die  Berechnung  des  Potentials  V  für  einen  Cylinder  führt  auf  folgenden 
ganz  allgemein  geltenden  Satz:  Ein  beliebig  gegen  die  Krystallaxen  orien- 
tirter  Kreiscylinder,  dessen  Länge  gross  ist  gegen  seinen  Durchmesser,  wird 
durch  gleichförmige  Biegung  oder  durch  gleichförmige  Drillung,  wenn  er  über- 
haupt erregbar  ist,  stets  in  der  Weise  erregt,  dass  sich  sein  Umfang  in 
vier  gleiche  Zonen  von  abwechselnd  entgegengesetzter  elektrischer  Wirkung 
auf  äussere  Punkte  theilt.  Dieses  Ergebniss  der  Theorie  wird  bestätigt 
durch  die  Beobachtungen  von  W.  C.  Röntgen^  über  die  durch  Torsion 
hervorgerufene  elektrische  Erregung  eines  Cy linders  von  Quarz,  dessen  Axe 
nahezu  aber  nicht  genau  mit  der  3-zähligen  Symmetrieaxe  y  zusammenfiel; 
dabei  trat  auf  der  Mantelfläche  eine  Theilung  des  Umfanges  in  jene  vier 
gleichen  Zonen  deutlich  hervor. 

»  W.  C.  Röntgen,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  39,  16,  1890. 
LxnncB,  Pbyi.  Krjitallogr.  88 
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13.  Unter  den  durch  eine  ungleichförmige  Erwärmung  oder  Abkühlung 
erzeugten  elektrischen  Erregungen  interessiren  besonders  die  Erscheinungen, 
welche  auf  einer  oberflächlich  erwärmten  oder  abgekühlten  Kugel  beobachtet 
werden.  Bemerkenswerth  ist  zunächst,  dass  dabei  Krystalle  der  trapezoMri- 
schen  Hemi^^drie  des  tetragonalen  und  des  hexagonalen  Systems  nicht  reagiren 
können.  Berechnet  man  das  Potential  der  Kugel  auf  einen  Punkt  einer 
äusseren  concentrischen  Kugel,  so  ergiebt  sich,  dass  sich  der  Werth  desselben 
mit  der  Richtung  des  Radius  nach  jenem  Punkte  im  Allgemeinen  nicht  in 
derselben  Weise  ändert,,  wie  die  elektrische  Oberflächendichte  der  erregten 
Kugel.  Diese  Verschiedenheit  verschwindet  bei  Krystallen  der  folgenden 
8  Gruppen. 

Reguläres  System:  2]  TetraSdrische  Hemi^riei 

5]  Tetarto€drie. 
Hexagonales  System:     8]  Trapezo^drische  Hemiedrie, 

11]  Sphenoidische  Hemiedrie, 

12]  Spbenoidiscfae  TetartoMrie, 

15]  Trapezo^diische  Tetarto^drie. 
Tetragonales  System:  20]  Trapezoedrische  Hemi^rie, 

28]  Sphenoidische  Hemi€drie, 

24]  Sphenoidische  TetartoMrie. 
Rhombisches  System:  26]  Hemiedrie. 

Die  hierher  gehörigen  Krystalle  sind  dieselben,  welche  durch  allseitig 
gleichen  Druck  oder  durch  gleichförmige  Erwärmung  nicfu  erregt  werden. 
Nur  in  diesen  Fällen  liefert  also  die  Anwendung  des  KuNDT'schen  Be- 
stäubungsTerfahrens  auf  eine  oberflächlich  erwärmte  oder  abgekühlte  Kugel 
direct  ein  richtiges  Bild  von  der  Vertheilung  der  elektrischen  Oberflächen- 
dichte. Hierdurch  erklärt  sich  u.  A.  das  auf  S.  257  erwähnte  Verhalten  einer 
Quarzkugel  (Taf.  I,  Fig.  12). 


Elastische  Deformationen  dielektrischer  Krystalle  im 
elektrischen  Felde. 

14.  Es  erhebt  sich  jetzt  die  Frage,  ob  das  von  J.  und  P.  Cübie, 
W.  C.  Röntgen  und  A.  Kundt  beobachtete  reciproke  Phänomen,  nämlich 
die  elastische  Deformation  eines  dielektrischen  Krystalls  durch  gegebene 
elektrostatische  Kräfte  (S.  275—280),  mit  Hülfe  der  Umkehrung  des  An- 
satzes (1)  auf  S.  590  dargestellt  werden  kann.  In  der  That  fuhrt,  wie 
Fb.  Pockels^  gezeigt  hat,  die  Annahme,  dass  die  Deformationscomponenten 
an  einer  beliebigen  Stelle  des  Krystalls  homogene  lineare  Functionen  der 
Componenten  des  an  dieser  Stelle  vorhandenen  elektrischen  Momentes 
seien,  u.  A.  auf  das  LiPPMANN'sche  Gesetz. 

Befindet  sich  ein  Krystall  in  einem  elektrischen  Felde,  so  wird  an  der 
Stelle  O  {x,  y,  x)  ein  dielektrisches  Moment  (resp.  ein  Zuwachs  de«  schoD 

»  Fe.  Pockels,  N.  Jahrb.  f.  Min.  Beil-Bd.  7,  258,  1890. 
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vorhandenen  Momentes)  inducirt.  Die  (Komponenten  des  auf  die  Volnmen- 
einheit  bezogenen  Momentes  nach  den  Hauptaxen  X^  Y,  Z  des  Inductions- 
ellipsoids  (S.  226,  201)  seien: 

du      .  dU  dU 

Hierin  haben  a,  b,  c  dieselbe  Bedeutung  wie  auf  S.  589.  Die  Constanten 
^17  ^2i  ^a  hängen  mit  den  Dielektricitätsconstanten  jü^,  ju,,  ^3  des  Erjstalls 
durch  die  Relationen:  1  +  4nr^^  fi^  zusammen  (S.  227,  203).  U  ist  das 
Gesammtpotential  der  resultirenden  Kraft  an  der  Stelle  0  (S.  197). 

Kennt  man  die  Werthe  von  r^,  r^,  r^  und  die  Richtungen  von  X,  Y,  Z 
im  Kiystall,  so  kann  man  die  in  einem  gegebenen  elektrischen  Felde  in- 
ducirten  Momente  a,  6,  g  berechnen.  Daher  sehen  wir  a,  b,  0  hinfort  als 
gegebene  Grössen  an. 

Wir  legen  nun  die  Annahme  zu  Grunde,  dass  die  dielektrische  Po- 
larisation eine  elastische  Deformation  des  Krjstalls  hervorrufe  nach  folgendem 
OeseU: 

«.  =*  ftl«  +  M12*  +  M13Ö  y,  «  /lA««  +  i^«*  +  1^480 

\  =  i"31«  +  i^2*  +  /*33ÖJ         ^,  *=  ^61«  +  ^62^  +  ^63^- 

Es  handelt  sich  hiemach  wieder  nur  um  Deformationen,  welche  sich 
mit  der  Richtung  der  Elektrisirung  umkehren.  Daher  können  nur  solche 
Krystalle  in  Betracht  kommen,  welche  kern  Centrum  der  Symmetrie  besitzen 
(S.  249,  590). 

Die  Constanten  fij^^  brauchen  nicht  experimentell  bestimmt  zu  werden, 
wenn  die  Elasticitätsmoduln  ^j^  (S.  550)  bei  ungehinderter  dielektrischer 
Polarisation,  die  piezoelektrischen  Constanten  «^^  oder  J^^  (S.  590)  und  die 
Dielektricitätsconstanten  des  Krystalls  bekannt  sind.  Denn  das  PHndp  der 
Erhaltung  der  Energie  vermittelt  folgende  Beziehungen: 

n.  r.fi^,  «  ö,^  =  «,j  Ä^j  +  . . . .  +  B^s^^, 

durch  welche  jene  Constanten  ßj^^  xurückgeführt  sind  auf  die  Constanten  S^^^,  r^ 
oder  €^j^,  «^jfc,  r^.  Man  kann  also  unter  der  angeführten  Voraussetzung  die 
durch  gegebene  elektrische  Momente  erzeugte  elastische  Deformation  des 
Krystalls  mit  Hülfe  der  Relationen  11  und  I  voraus  berechnen. 

Um  EU  den  Relationen  II  ssu  gelangen ,  betrachten  wir  eine  Kryatallplatte  von 
der  Dicke  Eins,  deren  Flächen  A,  B,  mit  leitenden  Belegungen  versehen  sind.  B  sei 
zur  Erde  abgeleitet,  Ä  auf  das  Potential  U  geladen.  Bezeichnen  wir  die  Dichtigkeit 
der  elektrischen  Belegung  auf  Ä  mit  e,  so  ist  e  zugleich  die  Masse  der  Belegung  auf 
der  Flflcheneinheit.  Ä  und  B  seien  hinreichend  gross,  um  die  Annahme  zu  gestatten, 
dass  innerhalb  eines  cylindrbchen  Stückes  B  vom  Querschnitt  Eins  die  Kraftlinien 
senkrecht  zu  Ä  und  B  verlaufen.  Dann  ist  das  Potentialgefäll  (S.  129)  zwischen  A 
und  B  direct  gleich  —  U*,  also  wenn  n  die  äussere  Normale  von  A  bedeutet: 

-^— ü. 

(2)  dn 
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Durch  die  zwischen  A  und  3  wirkende  elektrostatische  Anziehung  und  doreh 
mechanische  Oberflächendrucke  sei  an  der  Stelle  O  in  Jß  eine  elastische  Druckkraft 
mit  den  Componenten  X^, . . .  .y  Xy  hervorgerufen.  Von  denselben  und  yon  U  hängen 
alsdann  die  Defonnationscomponenten  a;^, . . . .,  ^r^  m  B  und  die  Masse  e  auf  A  ab. 

Erfahren   diese   letzteren  Grössen   die  Aenderungen  dx^ ^dx^,de,  so   erhält  die 

Energie  E  des  PlattenstOckes  B  den  Zuwachs  dE,  dessen  Betrag  jetzt  ermittelt 
werden  soll. 

Bei  der  Aenderung  der  Deformation  leisten  die  Druckcomponenten  die  Arbeit: 
—  (X^  dx^  +  ....  +  2[y  dx^.  Andererseits  bewirkt  die  Zufuhr  der  ElektiicitfttsmeDge 
de^  welche  auf  das  Potential  TJ  gebracht  werden  muss,  die  Energiefinderung  Vde. 
Demnach  ist  die  gesammte  Aenderung  der  Energie: 

(8)  rf^  =  —  (X^rfiT,  + +  -Zy  rfiTy)  +  TJde. 

Nach  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  muss  dE  €\n.  vollstftndiges  Diffe- 
rential sein.  Unabhängig  veränderlich  sind  die  Druckcomponenten  und  das  Potential 
Daher  ist  zu  setzen: 

Beachten  wir  nun,  dass  die  Defonnationscomponenten  sich  mit  TJ  nur  indirect 
ändern,  insofern  das  durch  das  Potential  TJ  inducirte  dielektrische  Moment  in  R  eise 
Aenderung  erfährt  Bezeichnen  wir  die  Richtungscosinus  der  Normale  »  mit  a,  ß^  f, 
so  ist  die  Componente  des  Momentes  nach  n: 

(4)  m^  aa  +  bß  +  CYf 
worin  nach  (1)  und  (2)  mit  Bücksicht  auf  S.  122,  123: 

(5)  a^  —  r^Uay      h^^r^Ußy      c^  —  r^Uy, 
so  dass: 

dx^      dx^da      dx^db      dx^de^  (        dx^  /?  ^*x  .  ^M 

du" 'diTü^'Sbdü'^  öc  ö er" - \^''' "  ö^ "*■ ''« P "äy "*■  ''»^'ä^J' 

In  dem  Ausdrucke  für  de  bedeutet  deIdU  die  Gapacität  von  A  bei  constantem 
Druck;  wir  bezeichnen  diese  unter  der  Annahme  I  constante  Grösse  mit  C  Anderer- 
seits ist,  da  in  der  Belegung  A  bei  constant  gehaltenem  Potential  in  Folge  eines 
Druckzuwachses  die  Elektricitätsmenge  de  ^^^  dm  inducirt  wird: 

[A-/^^-^ )-(Ä/^«-^ )• 

Hiemach  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  —  dxJdX^,  u.  s.  w.  die 
Elasticitätsmoduln  des  Krystalls  sind,  wenn  bei  der  Deformation  die  dielektrische 
Polarisation  aufgehoben  wird,  fikr  dE  der  Werth: 

(6)  dE^UCdU-hdO 

+'-.«te^«+ )+'.K&^'^ )+'-»^(fe^'+ ) 

-4(%-S^^Ä+rÄ)'^^«+ } 

Damit  dieser  Ausdruck  für  jede  Orientirung  von  n  ein  vollständiges  Differential  sei, 
müssen  folgende  Bedingungen  befriedigt  werden: 
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dx^  __       da  dx^  _       dh  dx^  _       de 

^^  da  "     ex,'     ^^  dh  "     ÖXj     **•  de  "     dX^ 

dx^  da  dx^  dh  dx^  _        de 

'^'da'^    ö-ar/    "**  (£6  "    ö-T/    ''^  de  "    dx/ 

Diese  Beziehungen  gehen  aber  nach  den  Ansätzen  I  (S.  595)  und  (2)  (S.  590)  sofort  in 
die  gesuchten  Relationen  11  über. 

15.  In  diesem  Resultat  ist  als  ein  specieller  Fall  das  LippMANN'sche 
Gesetz  (S.  275)  enthalten:  toird  eine  Fläche  A  einer  Platte  eines piexoelektrischen 
KrystdUs  durch  einen  xu  dieser  Fläche  senkrechten  Druck  P  positiv  elektrisch, 
so  erzeugt  eine  positive  Ladimg  der  Fläche  Ä  eine  lineare  Dilatation  8  der 
Platte  in  der  Richtung  ihrer  Normale  n. 

Ein  Druck  P  in  der  Richtung  —  n  mit  den  Druckcomponenten  (S.  557): 

x,=  p««,     Y^^pß\     z,^Pr\ 

T^  =  PßY,       Z^^P^a,     X^=Paß 

erzeugt  das  dielektrische  Moment: 

m^  aa  +  hß  +  CY  =  PX, 
worin  nach  S.  590: 

jT  «—  {[^11  a*  +....+  a«  o  |9]  ff  +  [a,i  ff»  + . . . .  +  a^e «  1?]  I? 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  auf  der  Fläche  A  durch  Druck  entwickelte  Elektricität 
positiv  sei,  so  ist  m,  also  auch  X  positiv. 

Wird  A  auf  das  Potential  77  geladen,  so  sind  nach  I  und  nach  (5)  die  Deformations- 
componenten: 

a^x  =  -  ^Lfhi  »-1  a  +  /*i«  »•«  /?  +  /*i8  ^8  r3 

«„  =  —  ^[/^6i  ^1  a  +  /*e9  r^ß  +  /^es  ^s  Y^- 
Demnach  erhalten  wir  ftir  die  Dilatation  d  der  Längeneinheit  in  der  Richtung  n  nach 
S.  546  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  11  den  Werth 

a  =  +  ZJJT. 

Folglich  bewirkt  eine  positive  Ladung  der  Fläche  A  (nämlich  positives  U)  einen 
positiven  Werth  von  d,  d.  h.  eine  Dilatation  in  der  Richtung  der  Plattennormale. 

Das  durch  eine  positive  Ladung  der  Fläche  A  inducirte  dielektrische  Moment  m 
ist  negativ^  denn  nach  (4)  und  (5)  erhalten  wir: 

worin  r^,  r^,  r,  stets  positiv  sind.  Daher  kann  das  Lippmann'sche  Gesetz  auch  so 
ausgesprochen  werden:  Erzeugt  Druek  Tutch  der  Richtung  n  ein  positives  Moment  m 
nach  dieser  Richtung  y  so  bewirkt  ein  durch  elektrostatische  Xräfte  indudrtes  positives 
Moment  m  Contraction  in  derselben  Richtung,  Hiemach  wird  also  die  durch  einen 
Druck  hervorgebrachte  Compression  in  der  Druckrichtung  durch  die  gleichzeitig  ent- 
stehende dielektrische  Polarisation  noch  verstärkt.  Dabei  können  aber  die  Übrigen 
Deformationen  (z.  B.  die  Querdilatation),  welche  einerseits  durch  Druck,  andererseits 
durch  die  Polarisation  bedingt  werden,  ganz  verschieden  und  dem  Sinne  nach  entgegen- 
gesetzt sein. 
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Elektrooptische  Erscheinungen  in  piezoelektrischen 

Erystallen. 

16.  Piezoelektrische  Krystalle  erfahren,  wie  von  W.  C.  Röntgen  und 
A,  KuNDT  am  Quarz  nachgewiesen  wurde  (S.  275 — 277),  im  elektrischen 
Felde  Aenderungen  ihrer  optischen  Eigenschaften,  welche  eine  unverkennbare 
Analogie  mit  den  früher  (S.  582)  beschriebenen,  durch  elastische  Deformationen 
bewirkten  Erscheinungen  darbieten.  Es  liegt  daher,  wie  Fe.  Pockels  *  dar- 
gelegt hat,  nahe,  den  Zusammenhang  zwischen  der  dielektrischen  Polarisation 
und  den  durch  sie  hervorgerufenen  optischen  Aenderungen  in  den  hierher 
gehörigen  Krystallen  auf  ähnliche  Weise  darzustellen,  wie  früher  (S.  584) 
die  Beziehung  zwischen  einer  Deformation  und  der  durch  sie  erzeugten 
Modification  des  optischen  Verhaltens.  Dabei  kann  einstweilen  unentschieden 
bleiben,  ob  diese  elektrooptischen  Phänomene  lediglich  der  im  elektrischen 
Felde  eintretenden  Deformation  des  Erystalls  oder  gleichzeitig  einer  directen 
Einwirkung  der  elektrostatischen  Kräfte  auf  die  Lichtbewegung  ihre  Ent- 
stehung verdanken. 

Es  seien  a^^,  a^^,  Oqs  die  ursprünglichen  Hauptlichtgeschwindigkeiten 
in  einem  optisch  zweiaxigen  Erystall.  Das  Indexellipsoid  E  in  dem  dielek- 
trisch polarisirten  Krystall  habe  in  Bezug  auf  das  System  der  ursprünglichen 
optischen  Symmetrieaxen  Xq,  F^,,  Zq  die  Gleichung: 

Dann  gehen  wir  aus  von  der  Annahme  (vgl.  S.  584),  dass  -Bn  — Ooi*,  .  -• 
J?23,  .  .  homogene  lineare  Functionen  der  Gomponenien  a,  h,  c  des  in  der 
Volumeneinkeü  des  Krystaüs  indueirten  dielekirischen  Momentes  (S.  589)  seien : 


(1) 


^22  —  ^03^  =  021  «  +  «22  ^  +  ÖJ3  ö  ^81  =  «61  «^  +  «62  ^  +  %3  « 

-^33  —  Ö08*  =  «31  <*  +  «82  ^  +  «33  ^J  -^12  =  «61  ^  +  «62  ^  +  ^3  ^• 


Hierin  bedeuten  die  Grössen  e^^^  die  für  den  Krystall  charakteristischen 
elektrooptischen  Constcmten.  Sind  a,  b,  o  und  e^j^  gegeben,  so  berechnet  man 
die  Richtungen  Xy  F,  Z  und  die  Längen  der  Halbaxen  I/Qj,  I/o,,  I/o, 
des  IndexeUipsoids  E  auf  dem  früher  (S.  584)  angegebenen  Wege. 

Die  durch  (1)  dargestellten  optischen  Aenderungen  kehren  sich  mit  den 
Vorzeichen  von  a,  fe,  c,  also  mit  dem  Sinne  der  Elektrisirung  um.  Daher 
können  nur  Krystalle  ohne  Gentrum  der  Symmetrie  die  in  Kede  stehenden 
elektrooptischen  Erscheinungen  darbieten.  Dabei  sind  nach  specieUen  Sym- 
metrieeigenschaften wieder  die  auf  S.  591  angeführten  20  Gruppen  zu  unter- 
scheiden. 


*  Fb.  Pockelb,  N.  Jahrb.  f.  Min.    Beil-Bd.  7,  253,  lb90. 


-B„-o'  = 

«u«. 

B„  =      «„  a 

5,,-o«=- 

«11  «1 

-Bsi    =  —  «41  * 

5.,-e'  = 

0, 

-Bii--«n*- 
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17.  Wenden  wir  den  Ansatz  (1)  insbesondere  auf  die  trapezo'edrische  Tetartoedrie 
des  hexagonalen  Systems  an,  so  gewinnen  wir  die  Erklärung  der  von  W.  C.  Römtqbn 
und  A.  KuHDT  am  Qtiarz  beobachteten  elektrooptischen  Phänomene  (S.  275—277).  Es  falle 
X^  mit  einer  polaren  Queraze  +  «i ,  Z^  mit  der  Verücalaze  ty  zusammen  (S.  256,  274; 
Taf.  I,  Fig.  6,  7,  8).    Dann  ist: 

(2) 

Hierin  sind  nur  zwei  Constanten  e  enthalten.  Da  die  Componente  c  des  Momentes 
nach  der  Verticalaze  nicht  auftritt,  so  ist  sofort  ersichtlich,  dass  ein  elektrisches  Feld, 
dessen  Kraftlinien  zur  Verticalaze  des  Krystalls  parallel  liegen,  keine  Wirkung  auf  die 
Strahlenfläche  des  Quarzes  ausüben  kann. 

Es  mögen  nun  die  Kraftlinien  des  homogenen  Feldes  senkrecht  zur  Verticalaze 
verlaufen  und  dabei  mit  der  Aze  +  X^  den  gegen  +  Y^  hin  positiv  gerechneten 
Winkel  ip  einschliessen.  Als  positive  Richtung  der  Kraftlinien  sei  diejenige  fest- 
gesetzt, welche  von  Orten  höheren  Potentials  zu  solchen  niederen  Potentials  (von  der 
positiv  geladenen  Belegung  zur  negativ  geladenen,  Fig.  121—124,  S.  277)  hinführt. 
Alsdann  erhalten  wir,  weil  das  Inductionsellipsoid  des  Quarzes  ein  Rotationsellip- 
soid und  daher  das  Gesammtmoment  hier  gleich  m  ist,  (S.  596), 

(3)  a  =  m cos  ^ ,      b  =s  manyj. 

Bei  dieser  Versuchsanordnung  wird  der  Krystall  optisch  zweiazig,  derart,  dass  die 
Aze  Z  des  Indezellipsoids  £  sehr  nahe  mit  der  Verticalaze  Zq  zusammenfällt  und  die 
optischen  Symmetrieazen  Xj  Y  in  der  Horizontalebene  gegen  Xq  ,  Yq  um  den  Winkel 
(XXq)  =3  9  im  positiven  Sinne  gedreht  liegen.    Es  ist: 


(4)  •  tan  2  9>  : 


2^1, 


und  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten  a^,  a,,  Og  sind  gegeben  durch: 

öl'  =  i  (^11  +  -Bsa)  +  1  (-Bi,  -  5„)  cos  2  <p  +  -Bia  sin  2  tp 
(5)  a,*  =  i  (Bji  +  J?„)  —  i  (-Bu  -  5,j)  cos  2  gp  —  B^^  sin  2  (jp 

03    =c. 


Hieraus  folgt 

nach  (2)  und  (8): 

(6) 

2<p  =-xp, 

(7) 

tti«  =.  0*  +  e^^  m,      Og*  =»  o'  —  e, 

Dieses  Resultat  enthält  folgenden,  mit  den  Beobachtungen  völlig  Übereinstimmenden 
Satz:  I/dsst  man  die  Richtung  der  dielektrischen  Polarisation,  ohne  die  Stärke  derselben 
zu  ändern^  sich  in  der  Ebene  der  'polaren  Queraxen  eines  Quarzkrystalls  drehen,  so 
drehen  sich  die  in  dieselbe  Ebene  fallenden  Si/mmetrieaxen  des  IndexeUipsoids  E  mit  der 
halben  Winkelgeschwindigkeit  in  entgegengesetztem  Sinne j  dabei  bleibt  die  Differenz  der 
Lichtgeschwindigkeiten  a^ ,  a^  in  der  Richtung  der  Verticalaxe  des  Quarzes  constant 
FäUt  die  Elektrisirungsrichtung  insbesondere  mit  einer  polaren  Queraxe  a  zusammen 
(^;  sss  q)  zs  0),  SO  liegt  auch  eine  der  horizontalen  optischen  Symvnetrieaxen  {X)  dieser 
Queraxe  parallel,  Ertheilt  man  dagegen  den  Kraftlinien  die  Sichtung  einer  Zwischen- 
axe  ß  (z.  B.  ip  ^  90*^,  9)  =—  45°),  so  bilden  die  horizontalen  optischen  Symmetrieaxen 
±  450  mit  ß. 

Die  Beobachtungen  von  W.  C.  Röntgen  und  A.  Kundt  gestatten  noch  das  Vor- 
zeichen von  ei,  zu  bestimmen.  Wie  aus  Fig.  120  und  121  hervorgeht,  entspricht 
einer  positiven  Ladung  der  zu  einer  polaren  Queraze  a  senkrechten  Fläche,  also  einem 
negativen  Momente  a,  eine  zu  a  senkrechte  Lage  der  Ebene  der  optischen  Azen, 
wie   sie   durch  eine  Dilatation  nach  a  erzeugt  werden  würde.    Es  ist  hiemach  Oi  die 
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mittlere  und  q,  die  grösste  Haaptlichtgeschwindigkeit.    Folglich  ist  e^^  positiv.    Ueber 
die  Constante  e^^  geben  die  vorhandenen  Beobachtangen  keinen  AufBchluse. 

Nach  (7)  ändert  sich  Qg  gar  nicht,  während  eine  der  beiden  Hauptlichtgeschwindtg- 
keiten  a^,  o,  stets  sehr  nabe  um  ebensoviel  >  o  ist,  wie  die  andere  <  o  (streng  gilt 
dies  von  den  Quadraten  dieser  Grössen).  Daher  müssen  die  Gangonterachiede  der 
parallel  zur  JT-Axe  einerseits,  parallel  zur  I'-Axe  andererseits  sich  fortpflanzenden 
Wellenpaare  immer  entgegengesetzt  gleich  sein,  und  in  einer  unter  45 "^  gegen  diese  äk^ 
geneigten  Richtung  darf  keine  Äenderung  der  Doppelbrechung  eintreten.  Eine  Richtong 
dieser  letzteren  Art  ist  aber,  wie  aus  Fig.  123  und  124  hervorgeht,  im  Falle  ein^r 
Elektrisirung  nach  einer  Zwischenaxe  /9  die  z^  ß  senkrechte  polare  Axe  a.  In  der 
That  hat  W.  C.  Röntgek  '  nachgewiesen,  dass  unter  diesen  Umständen  keine  Aenderanc 
der  Doppelbrechung  in  der  Richtung  a  wahrzunehmen  ist. 

18,  Die  Beobachtungen  am  Quarz  stehen  also  im  Einklang  mit  der  von 
Fb.  Pockels  entwickelten  Theorie  über  die  Erzeugung  oder  die  Äenderung 
der  Doppelbrechung  in  Krystallen  durch  dielektrische  Polarisation.  Darüber 
hinaus  liefert  diese  Theorie  eine  Reihe  höchst  interessanter  Folgerungen 
über  das  elektrooptische  Verhalten  piezoelektrischer  Krystalle,  deren  ex- 
perimentelle Prüfung  die  Kenntniss  der  Einwirkung  elektrostatischer  Kräfte 
auf  das  optische  Verhalten  der  Krystalle  wesentlich  zu  fördern  verspricht. 

>  W.  C.  Röntgen,  Ann.  d.  Phys.  N.  F.  19,  320-321,  1883. 
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Tafel  L 

AnweTidung  des  Bestäubungsverfahrens  von  Kundt  (S.  249)  zur  Ermittelung  der 
elektrischen  Vertheilung  auf  der  Oberfläche  pyroelektrischer  und  piezoelektrischer  KrystaUe, 

Fig.  1,  2.    Turmalin;  S.  253. 
Fig.  8.1    Kieselzinkerz;  8.  254. 
Fig.  4,  6.    Struvit;  8.  254. 

Fig.  6,  7,  8.     Quarz,   einfache   Krystalle   wfthrend   der   AbkÜhlnng   bestäubt; 
S.  256—257. 

Fig.  9.    Quarz,  Platte  parallel  zur  Basis,  vom  Centrum  aus  erwärmt;  8.  257. 

Fig.  10,  11.    Amethyst;  8.  259. 

Fig.  12.    Quarzkugel,  oberflächlich  erwärmt  oder  abgekühlt;  8.  257. 

Fig.  18,  14.1    Quarz,  Platte  parallel  zur  Basis,  einseitig  gepresst;  S.  270. 

Fig.  15,  16.    Topas  aus  Brasilien,  Spaltungsplatte  parallel  zur  Basis;  8.  259. 


Interferenzersclielniuigeii  im  conTergenten  poUrisirten  Liehte  (Taf.  II— VUI). 

Tafel  IL 

Eirtfache  Platten  aus  Kalkspath, 

Fig.  1.  Platte  senkrecht  zur  optischen  Axe  im  weissen  Lichte  bei  gekreuzten 
Nicob;  8.  484. 

Fig.  2.    Desgl.,  dickere  Platte  im  Na-Lichte  bei  gekreuzten  Nicols;  8.  484. 

Flg.  8.  Desgl.,  im  weissen  Lichte;  der  Winkel  zwischen  den  Hauptschnitten  der 
Nicols  beträgt  45«;  8.  484. 

Fig.  4.    Desgl.,  im  weissen  Lichte  bei  parallelen  Nicols;  8.  484. 

Fig.  5.  Platte  unter  67Vs°  gegen  die  optische  Axe  geneigt,  im  Na-Lichte  bei 
gekreuzten  Nicols;  der  Hauptschnitt  der  Platte  liegt  parallel  zum  Hauptschnitt  des 
Polarisators;  8.  488. 

Fig.  6.  Desgl.;  der  Hauptschnitt  der  Platte  halbirt  den  Winkel  zwischen  den 
Hauptschnitten  der  gekreuzten  Nicols  (Diagonalstellung);  8.  488. 

Tafel  HL 

Einfache  Platten  aus  Kalkspath  und  Quarz  hei  gekreuzten  Nicols. 

Fig.  1.  Quarzplatte  unter  857«^  gegen  die  Axe  der  Isotropie  geneigt,  im  Na- Licht; 
der  Hauptschnitt  der  Platte  in  Diagonalstellung;  8.  483. 


^  In  dieser  Figur  sind  die  Zeichen  +  und  —  zu  vertauschen. 


602  Erklärung  der  Tafeln. 


Fig.  2.    Desgl.  unter  22 Vs^  gegen  jene  Axe  geneigt;  S.  483. 

Fig.  8.    Desgl.  unter  10^  gegen  jene  Axe  geneigt;  S.  488. 

Fig.  4.    Kalkspathplatte  unter  10^  gegen  die  optische  Axe  geneigt;  S.  483. 

Fig.  5.    Quarzplatte  parallel  zur  Axe  der  Isotropie;  S.  485. 

Fig.  6.  Gewöhnlicher  einaxiger  Krystall  von  positivem  Charakter  der  Doppel- 
brechung; Platte  senkrecht  zur  optischen  Axe,  combinirt  mit  einem  YiertelundolatioiiS' 
glimmerblättchen,  im  weissen  Lichte;  S.  477  (vgl  Fig.  274,  S.  496). 

Tafel  IV. 

Quarz,  Platten  senkrecht  zur  Axe  der  Isotropie  im  weissen  Lichte  bei  gekreuzten  XieoU. 

Fig.  1.    Einfache  Platte,  1  nmi  dick;  S.  512. 

Fig.  2.    Desgl.,  8,75  mm  dick;  S.  512. 

Fig.  8,  4.  Zwei  gleich  dicke  über  einander  liegende  Platten  aus  einem  linken  and 
einem  rechten  Krystall  (vierfache  Airy'sche  Spiralen);  S.  518. 

Fig.  5,  6.  Einfache  Platte  combinirt  mit  einem  Viertelundulationsglimmerblftttchen 
(Airy'sche  Doppelspiralen);  S.  514  (vgl.  Fig.  280,  281). 

Tafel  V. 

Flotten  optisch  zweiaxiger  Krystaüe,  senkrecht  zur  ersten  MittdUnie,  im  tceissea 
Lichte  bei  gekreuzten  Nicols. 

Fig.  1,  2.  Ebene  der  optischen  Axen  parallel  zum  Hauptschnitte  des  Analysators 
(Fig.  1  Muscovit,  Fig.  2  Aragonit);  S.  481. 

Fig.  8,  4.  Ebene  der  optischen  Axen  unter  22  V,^  gegen  jenen  Hanptsdmitt  ge- 
neigt; S.  481. 

Fig.  5,  6.    Ebene  der  optischen  Axen  in  der  Diagonalstellung;  S.  481. 

Tafel  VI. 

Platten  aus  optisch  zweiaxigen  Krystallen  bei  gekreuzten  Nieols. 

Fig.  1.  Platte  nahezu  senkrecht  auf  einer  optischen  Axe,  im  weissen  Lichte, 
Diagonalstellung  (Phenylessigsäureamid);  S.  482. 

Fig.  2.  Platte  parallel  zur  Ebene  der  optischen  Axen,  im  Na-Lichte  (Anhydrit); 
S.  482. 

Fig.  8.  Platte  aus  einem  Zwilling  von  Aragonit  nach  110,  senkrecht  zur  ersten 
Mittellinie  e,  im  Na-Lichte;  S.  502. 

Fig.  4.  Diopsidzwilllng  nach  100,  aus  zwei  gleich  dicken  Individuen  gebildet,  im 
weissen  Lichte,  Normalstellung;  S.  502. 

Fig.  5.    Desgl.,  im  Na-Lichte:  8.  502. 

Fig.  6.    DesgL,  zwei  ungleich  dicke  Individuen,  im  Na-Lichte;  S.  502. 

Tafel  Vn. 

Zfüillingsplatten  optisch  einaxiger  KrystaUe  im  Na-Lichte  bei  gekreuzten  Ifieols. 

Fig.  1,  2.  Kalkspathplatte,  senkrecht  zur  optischen  Axe,  mit  einer  Zwillings- 
lamelle  nach  einer  Gleitfläche;  S.  502. 

Fig.  8.  Zwei  gleich  dicke  über  einander  liegende  [KalkspaÜiplatten  unter  80* 
gegen  die  optische  Axe  geneigt,  NormalsteUung;  S.  499—501. 

Fig.  4.    Desgl.,  Diagonalstellung. 

Fig.  5.    Desgl.,  Neigungswinkel  67VsS  Normalstellung. 

Fig.  6.    Desgl.,  Diagonalstellung. 
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Tafel  vni. 

JForüetzung, 

Fig.  1.  Zwei  gleich  dicke  über  einander  liegende  Qaarzplatten,  unter  857«^  gegen 
die  Aze  der  Isotropie  geneigt,  Normalatellung.    S.  499-— 501. 

Fig.  2.    Desgl.,  Diagonalstellung. 

Fig.  3.    Desgl.,  Neigungswinkel  22Vs^y  Normalstellung. 

Fig.  4.    Desgl.,  Diagonalstellung. 

Fig.  5.  Zwei  gleich  dicke  über  einander  liegende  Kalkspathplatten ,  unter  22  V«^ 
gegen  die  optische  Axe  geneigt,  Diagonalstellung. 

Fig.  6.    DesgL,  Neigungswinkel  10^,  Diagonalstellung. 


Tafel  IX. 


Fig.  1,  2.  Magnesiumplatincyanür,  dünne  Platte  senkrecht  zur  optischen  Axe,  im 
weissen  Lichte  bei  gekreuzten  Nicols;  S.  528. 

Fig.  8.  Andalusit  aus  Brasilien,  Platte  nahezu  senkrecht  auf  einer  optischen  Axe, 
Ansljsator  ausgeschaltet.  Ebene  der  optischen  Axen  parallel  zum  Hauptschnitt  des 
Polarisators,  im  weissen  Lichte. 

Fig.  4.    DesgL,  bei  gekreuzten  Nicols;  S.  530. 

Fig.  5.  Optisch  zweiaxiger  Krystall  (Titanit,  monokün,  mit  starker  Dispersion 
der  optischen  Axen  aber  ohne  merkliche  Dispersion  der  optischen  Symmetiieaxen), 
Platte  senkrecht  zur  ersten  Mittellinie,  im  weissen  Lichte  bei  gebreuzten  Nicols, 
Normalstellung;  S.  486. 

Fig.  6.    Desgl.  (Calciumplatincyanür,  rhombisch),  DiagonalsteUung;  S.  486. 
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Absorption  des  Lichtes  519. 
Absorptionsbtischel  528—533. 
Absozptionscoäfificient  528,  527. 
Absozptionsindex  523—527. 

—  Bestimmung    aus    Reflexionsbeobach- 
tungen 584—536. 

Adular  99,  321,  471. 

Aeauatoriale  Einstellung  192,  228,  226. 

Aetnylmalonamid  108,  114. 

Affinität  51. 

Alaun  244. 

Amethyst  259,  513. 

Anmioniumarsenat  148. 

—  cadmiumchlorid  148. 

—  kupferchlorid  148. 

—  malat,  saures  195. 

—  natrinmtartrat  195. 

—  pbosphat,  saures  148. 

—  Sulfat  195. 
Analoger  Pol  252. 
Analysator  445. 
Anatas  95,  108,  309,  471. 

Andalusit  321,  389,  843,  449,  471,  580,  581. 
Anglesit  821, 389, 848, 894,449, 471, 494,540. 
Anhydrit  108, 115, 149,  821,  889,  348,  449, 

471,  481. 
Anorthit  83. 
Analoger  Pol  252. 
Antimon  94,  103,  108,  149,  170—172,  189, 

192,  198. 
Antimonglanz  146,  535—587. 
Apatit  149,  809,  471. 
Apertur,  numerische,  von  Linsensystemen 

448,  449. 
Aragonit  97,  102,  108,  223,  226,  321,  839, 

843,  345,  370,  376,  449,  471,  494,  502,  540. 
Arsen  189,  198. 
Arseni^e  Säure  92. 
Arsenkies  178. 
Augit  99,  146,  531. 

Ausdehnung,  thermische  67—103, 574—580. 
Ausdehnungsco6fficienten ,  lineare  69,  77, 

84,  91—102. 
Auslöschungsschiefe  475. 
Axe  der  Isotropie  66. 


Axen,  kiystallographische  28. 

—  dielektrische  227. 

—  gleicher  Absorption  527. 

—  magnetische  188,  205. 

—  optische  300, 319, 326, 425, 476, 488 — 195, 
527,  540—543. 

Axenwinkelapparat  489 — 491. 
Axiale  Einstellung  192,  223,  226. 
Axinit  821,  389,  843,  449,  471,  531. 

Baryt  98,  149,  228,  321,  589,  540,  573, 

577,  581. 
Baryumformiat  195. 
Benzil  518. 
Bexyll  69,  94,  96,  102,  108,  145,  149,  193. 

223,  245,  809,  471,  588,  567,  577,  581. 
Bestäubungsveifahren  von  Kondt  249,  258. 

598. 
Biegung  prismatischer  Stäbchen  55S. 
Biegungsapparate  559. 
Biotit  247. 
Bisectrix  320. 
Blei  94,  535. 
Bleiacetat  196. 
Bleiglanz  92,  174,  584. 
Boracit  93,  259. 

Borax  321,  839,  844.  449,  471,  540. 
Brechung  ebener  Wellen  284. 

—  in  planparallelen  Platten  286. 

—  in  optisch  einaxigen  Krystallen  311, 436. 

—  in  optisch  zweiaxigen  K^tailen  353, 430. 

—  in  vollkommen  durchsichtigen  KiystaUen 
428. 

Brechungsindices,    scheinbare,    in    plan- 
parallelen  Platten  864,  368—370. 

—  Bestimmung   nach   der  Methode    von 
Chaulnes  360. 

—  Bestimmung    durch    Prismenbeobach- 
tungen 295,  376. 

—  Bestimmung  durch  Messung  von  Grrenz- 
winkeln  der  Totalreflexion  404. 

—  absorbirender  Krystalle  535. 
Brennebenen  gerader  Linien  359—873. 
Brennlinien  878,  375. 

Breunerit  67. 
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Brombarjnin  108,  114. 
Bromkaliam  92. 
Bromsaares  Natrium  518. 
Bromsilber  98. 
Brooldt  358. 


Cadmium  94. 

Calciumplatincyanid  195. 

Cemssit  821,  339,  844,  449,  471,  494,  539. 

Chabasit  149. 

Charakter  der  Wärmeleitun^  148. 

—  der  magnetischen  Induction  192,  194. 

—  der  Doppelbrechung  305,  320,  495,  498. 
Chlorbaiyum  108,  114. 

Chlorsilber  92. 

Chiysobeiyll  97, 108, 821, 339, 344, 449, 471. 

Circolarpolarisation  495,  518. 

—  im  Qaarz  507. 
Citronensäare  195. 

Coöfficient  der  linearen  Leitungsfiihigkeit 
129. 

—  der  cnbischen  Compression  556. 
Co^fficienten   der   Leitangsffthigkeit   124, 

126,  130,  154,  167. 

—  des  Widerstandes  126,  140,  167. 

—  der  dielektrischen  Polarisation  226. 
Cölestin  98,  149,  321,  339,  344,  449,  471, 

539,  540. 
Compensator,  Quanskeil-  464. 

—  Babinet*scher  464. 
Compressionscoefficient  556,  565,  567,  578. 
Constanten,  elektrooptische  598. 

—  thermoelektrische  182,  184. 

—  der  magnetischen  Durchlässigkeit  202, 
213,  219,  220. 

—  der  Elasticität  550,  576,  580. 

—  des  optischen  Drehungsyermögens  503, 
518,  519. 

—  der  thermischen  Ausdehnung  70, 92, 100. 

—  piezoelektrische  271,  590,  593. 

—  piäzooptische  584. 

—  der  magnetischen  Induction  199. 

—  der  Magnetisirung  200. 

—  optische,  durchsichtiger  Krjstalie  284, 
318,  510. 

absorbirender  Krystalle  525,  536. 

Cordierit  321,  339,  344,  349,  471,  531. 
Curven  gleichen   Gangunterschiedes  478, 
480—485,  500,  512. 

—  gleicher  Polarisationsrichtung  478. 

—  gleicher  Intensität  480,  484. 


Datolith  321,  339,  344,  449,  471. 
Deckbewegungen  5—50. 
Deckbewegungsaxen  5—49. 
Deformationen,  homogene  51,  62,  65,  555 
bis  558. 

—  adiabatische  580. 

—  elastische  545. 

—  reine  54. 
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Deformationen  durch  einfache  Schiebungen 
60,  104. 

Deformationscomponenten  545. 

Deformationsellipsoid  53^  546. 

Dehnungsco^fficienten,  isothermische  557. 

*-  adiabatische  580. 

Diacetjrlphenolphtalein  518. 

Diamagnetische  Krystalle  189—193,  208. 

Dichroskopische  Lupe  520. 

Diamant  92,  93. 

Dickenänderung  von  Platten  durch  ther- 
mische Ausdehnung  100—101. 

Dielektricitätsconstanten  227. 

—  Beziehung  zu  den  Brechungsindices  227 
bis  229. 

—  Abhäi^gkeit  von  der  Richtung  228. 

—  Methoden  zur  Bestimmung  derselben 
von  Boltzmann  229-235. 

—  des  rhombischen  Schwefels  235—237. 

—  schwach  leitender  Krystalle  240—247. 
Dielektrische  Axen  227. 

—  Nachwirkung  226,  238. 

—  Polarisation  223—248. 
Dilatation,  mittlere  lineare  102,  546. 

—  lineare  54. 

—  räumliche  59,  101,  546. 

Diopsid  108,  114,  196,  321,  389,  344,  449, 

471,  501. 
Dioptas  193. 
Disthen  196. 
Dispersion,  Bestimmung  am  Totalrcflecto- 

meter  414. 

—  der  optischen  Azen  320,  485. 

—  der  optischen  Symmetrieaxen  319,  485 
bis  487. 

—  gekreuzte  487. 

—  eeneigte  487. 

—  horizontale  487. 

—  im  Quarz  503—507. 

Dolomit  94, 103, 1Ö9,  149, 309,  385, 471, 571. 
Doppelbrechung,   positiver  und  negativer 
Charakter  805,  320. 

—  Bestimmung  des  Charakters  473,  495. 

—  Nachweis  schwacher  473. 

—  Stärke  derselben  470. 

—  Aenderung  durch  Druck  582—589. 
Doppclplatte   mit   empfindlicher  Färbung 

nach  Bravais  473. 

—  von  Kalkspath  475. 

—  von  Quarz  475,  504. 
Doppelverhältnisse  10—11,  53. 
Drehung  der  Polarisationsebene  502. 
Drehungen  sphärischer  Punktsysteme  5—49. 
Drebungsmoment,  magnetisches  204. 
Drehungsvermögen,  optisches  299. 

—  des  Quarzes  502. 

—  Zusammenhang   mit   der   Krystallform 
299,  503,  519. 

—  hexagonaler,  tetragonaler  und  regulärer 
Krystalle  518. 

Drehwage  190,  216,  220,  232. 
Druckkräfte,  elastische  546—549. 
39 
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Einflofis  der  Temperatar   auf  den   elek- 
trischen Leitungswiderstand  169. 

auf  das  magnetische  Verhalten  220. 

auf  die  optischen  Eigenschaften  543. 

—  elastischer  Deformationen  auf  das  op- 
tische Verhalten  582—589. 

Einstellung  der  Krystalle  im  Magnetfelde 
183-196,  220. 

—  zwischen  elektrischen  Polen  223—226. 
Eis  193. 

Eisen  585. 

Eisenglanz  94, 103, 108,  117,  146,  149, 167, 

172. 
Eisenkies  (=  Pyrit)  92,  178,  565,  577,  581. 
Eisenpikrat  859. 

Eisenspath  94,  149,  193,  218,  221,  223. 
Elasticität  545. 
EHasticitätsconstanten,   isothermische   550, 

565-574.  576. 

—  adiabatische  580. 
Ehisticitätsellipsoid  851,  548. 
Elasticitätsmoduln  550. 

Elastische  Deformationen  piezoelektrischer 
Ejystalle  im  elektrischen  Felde  275  bis 
280,  594—597. 

Elektrische  Absorption  288—240. 

—  Axen  252. 

—  Dichtigkeit  265—268. 

—  Dilatation  des  Quarzes  278—280. 

—  Erregung  durch  oberflächliche  Erwär- 
mung oder  Abkühlung  594. 

durch  allseitig  gleichen  Druck  591. 

—  —  durch  gleichförmige  Erwärmung  591. 

—  —  durch  einseitigen  Druck  592. 
durch  elastische  Deformationen  209 

bis  275,  280,  589—594. 

—  Vertheilung  auf  der  Oberfläche  pyro- 
elektrischer  und  piezoelektrischer  Kry- 
staUe  252-275,  598-594. 

Elektrisches  Moment  226,  230,  262—265, 
589—600. 

Elektromotorische  Kräfte  in  leitenden  Krj- 
stallen  durch  ungleichmässige  Tempe- 
raturvertheilnng  178—184. 

Elektrooptische  Eigenschaften  piezoelek- 
trischer Krystalle  275—277,  598—600. 

Elementareesetz  der  Wärmeleitung  122. 

—  der  Elektricitätsströmung  166. 

—  der  dielektrischen  Polarisation  226. 

—  der  magnetischen  Inductioa  199. 

—  der  StrömungsYorgänge  125. 

—  der  thermoelektriscben  Erscheinungen 
181. 

—  der  Elasticität  549. 

—  der  pigzooptischen  Vorgänge  584. 

—  der  Fißzo-  und  Pyroelektncität  590. 

—  der  elektrooptischen  Erscheinungen  598. 
Ellipsoid  der  linearen  Leitungsfkhigkeiten 

129. 

—  der  gleichen  Arbeit  851. 

—  Presnersches  228,  817,  351. 


Elliptische  Polarisation  durch  Doppel- 
brechung 495. 

dura  Reflexion  438,  533. 

im  Quars  514, 

Emissionsvermögen  pleochroitischer  Kry- 
stalle 537. 

Epidot  99,  146,  149,  520,  530,  531. 

ErgänzongselUpsoid  351. 

Ei^nzungszwillinge  von  Quarz  259,  513. 

Essigsaures  Uranylnatrium  518. 

Eudialyt  149. 

Euklas  821,  389,  844,  449,  471. 

Extinctionscoefficient  522. 

Fahlerz  92,  174. 

Färbung,  empfindliche  473,  504. 

Ferrocyankauum    -{-  Kaliumnatriamnitrat 

148. 
Flächen  gleichen  Gangunterschiedes  445, 

457,  460. 

Potentials  131—133. 

Flächenzahl  einfacher  Krystallfonnen  28, 

32-50. 
Flnssspath  93,  244,  588,  565,  577,  581,  587, 

588. 
Franklinit  93. 
Freie  Energie  578. 
Fresnersche  Strahlenfläche  316—359. 

Gahnit  93. 

Gangunterschied  447,  455,  515. 

Glauberit  542. 

Gleichberechtigte  Richtungen  3, 16, 32—50. 

Gleichgewichtsbedingnngen  fOr  einen  defor- 

mirton  elastischen  Körper  549. 
Gleichgewichtsstellungen  einer  Kugd  im 

Magnetfelde  204—208. 
Gleichwinkelige  Geraden  64. 
Gleitflächen  104—118,  570. 
Glimmer  247,  321,  839,  344,  471. 
Gold  585. 
Granat  93. 
Grenzlinie  der  totalen  Reflexion  405,  406, 

417,  418,  422. 
Grenzstrahlen  der  totalen  Reflexion  294. 

404,  416—425. 
Grenzwinkel  der  totalen  Reflexion  293,  405, 

415—427. 
Grundgesetz,  geometrisches  3,  10. 
Gruppen  krystallisirter  Körper  8, 10, 16—50. 
—  von  Operationen  9. 
Guanidin,  kohlensaures  518. 
Gyps  99, 103,  146,  149,  223,  247,  821,  339, 

844,  394,  449,  471,  541. 
Gypsblättchen  vom  Roth  I.  Ordnung  474. 

Ualbschattenapparate  476. 
Harnstoff  148. 
Hauerit  92. 
Hauptabsorptionsindices  536. 


Sach'Regisier. 


611 


Hauptausdehnungsco^f&cienten  70,  73,  82, 

94—101. 
Hauptazen  der  Leitungsföhigkeit  130. 

—  aes  Widerstandes  131. 

—  der  Absorption  524. 

—  thermoeiektrische  184. 

—  des  Indezellipsoids  317,  583. 

—  des  Elasticitätsellipsoids  550. 

—  des  Deformationsellipsoids  54,  69,  550. 

—  des  Indnetionseliipsoids  201,  226,  595. 
Hauptasimute  435,  533. 
Haaptbrechongsindices  801,  309,  311,  321, 

376,  384—398,  416,  425,  491,  510,  540. 
Hauptcoordinatensystem  550. 
Hauptcarvcn   gleichen   Gangunterschiedes 

479. 
Hauptdiek'ktricitätsconstanten  227,  237. 
Haupteinfallswinkel  533. 
Hauptelasticitätsconstanten  550. 
Uauptellipsoid  133—135. 
IlauptiscNg^en  479. 
Haaptlichtgeschwindigkeiten  301,  309,  318, 

321,  876,  384-  398, 416. 425,  491, 510, 540. 
Hauptmagnetisirungsco^mcienten  201.209, 

213,  218—220. 
Helvin  258. 
Hornblende  149,  531. 
Hu7gbens*sches  Prineip  282. 
Haygbens*Bche  Construction  285,  288,  301, 

353. 


Indexellipsoid  193,  316,  817,  321,  351. 
Inderfläcbe  288—294,  312,  349—357. 
Indices  von  Kiystallfläcben  28,  51,  112. 
Indium  94. 

InductionseUipsoid  201,  226,  595. 
Intensität  der  Mafmetisirung  196. 

—  des  aus  dem  Polarisator  austretenden 
Lichtes  445—447, 460-  463, 468, 472, 477, 
497,  499,  529—533. 

Interferenzerscbeinun^en  dopj)eltbrechen- 
der  KrystaUplatten  un  polansirten  Liebte 
444-502,  502-505,  512-514,  516,  527 
bis  532. 

—  in  isotropen  Platten  88. 

Inverse  Fläche  der  Normalenfläche  288, 349. 
Inversion  9. 
Iridium  94. 

Isochromatische  Curven  485. 
Isogyren  478,  480—484. 
IsoRyrenfläche  445,  478. 
Isoti^ermische  Flächen  122,  143—159. 
Isotropie  lines  64. 
Isotropie,  Aze  der  66. 

Jodkalium  92. 

Jodsilber  69,  94—96,  103. 

Kaliumalaun  538. 
Kaliumarsenat  148. 


Kaliumcadmiumchlorid  148. 
Kaliumchromat  195. 
Kaliumferricyanid  196. 
Kaliumnatriumtartrat  195. 
Kaliumnitrat  223. 
Kaliumphosphat,  saures  148. 
Kaliumsulfat  195,  539. 

—  saui'es  195. 

Kalkspath  67—69,  94,  96,  102—109,  116, 
145, 149, 163, 190, 193, 213, 216,  218—220, 
223,  226, 237,  240, 245,  309,  361,  364—868, 
375,  403,  420,  438—444,  449,  471,  502, 
539,  568.  577,  581. 

Kalkspatbdoppelplatte  475. 

Kegel  der  Grenzstrahlen  294, 404, 416—426. 

Keil  aus  einem  doppeltbrechenden  Krystall 
im  polarisirten  I^cht  461,  464,  504. 

KieselziDkerz  254,  321,  839,  344,  396,  449, 
471.  539. 

Kobaltblathe  531. 

Kobaltcadmiumcblorid  195. 

Kobaltglanz  92,  173. 

Kobaltnickelkies  92. 

Konische  Befractionen  345. 

Korund  94,  103,  108,  117,  146,  149,  309, 
471. 

Kreisschnittebenen  des  Deformationsellip- 
soids 57,  110,  112. 

—  des  Inductionsellipsoids  205. 

—  des  Fresnerschen  Eilipsoids  319. 

—  des  Indezellipsoids  319. 
Kreittonit  93. 

Kreuzung  der  Ebenen  der  optischen  Axen 
358. 

Krystallplatten,  Dickenänderung  plan- 
paralleler 58,  87,  102. 

Krystallreflexion  428-444. 

Kristallsysteme,  Definition  31. 

—  Bestimmung  derselben  auf  optischem 
Wege  474. 

—  Unterscheidung  derselben  durch  die 
Symmetrie  des  elastischen  Verhaltens 
545,  551—555. 

Kugeltheilungen  4,  82—50. 
Kupfer  92,  164,  535. 
Kupferacetat  196. 
Kupfercaldumacetat  148. 
Kupferlasur  99. 
Kupfervitriol  146,  196. 


Leit  126. 
för  "Wärme  124. 

—  elektrische  167—170. 

—  dielektrischer  Krystalle  240—247. 

—  der  Oberfläche  dielektrischer  Krystalle 
248,  261—267. 

Leitungsco^fficienten,  lineare  129. 
Lemniscaten  460,  480. 
Lievrit  149. 

Lippmanu'sches  Gesetz  275,  597. 
Lunbäder  an  Goniometern  70. 
39* 
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lit  94,  103,  149. 
Magnesiamcadmiumchlorid  195. 
Magnesiumchromat  195. 
MagneBiumplatincyanür  148,  527,  535. 
Magnesiumsulfat  195. 
Magnetisch  active  Substanzen  517. 
Magnetische  Axen  188,  205. 

—  Jnduction  184—222. 

—  Kraft  197,  202. 

—  Krystalle  207,  214. 

—  Permeabüität  202. 
Magnetischer  Charakter  194. 
Magneüsirte  Kugel  198,  204. 
Magnetisirungsco^fHcicnten  1 99. 
Magnetit  93. 

Magnetkies  94. 

Manganblende  92. 

Mangaxipikrat  358. 

Matico-Stearopten  518. 

Mellit  193. 

Mesitinspath  149. 

Meteoreisen  92. 

Methylenjodid  408. 

Mikroskope  846,  348,  859,  361,  453,  464, 

469,  474,  491,  527. 
Mimetesit  193. 

Minimum  der  Ablenkung  387—390,392-398. 
Mittellinie,  erste  und  zweite  320. 
Monobromnaphtalin  408,  421. 
Muscovit  247,  496,  516,  531. 

Natriumacetat  196. 

—  chlorat  258,  518,  519,  543. 

—  citrat  195. 

—  nitrat  108,  193,  309,  364—368,  376,  471. 
Natrolith  321,  339,  344,  471. 

Newton 'sehe  Scala  d.  Interferenifarben  465. 
Nickel  535. 
Nickelcadmiumchlorid  195. 

—  siliciumfluorid  148. 

—  sulfftt  148,  193,  195. 
NicoFsches  Prisma  445. 
Normalenfläche  284,  298,  307. 

—  Bestimmung  eines  ebenen  Schnittes  298. 

—  Centralschnitt  898. 

—  Construction  mit  Hülfe  desOvaloids  353. 

—  eioaxiger  Krystalle  307. 

—  im  Quarz  510. 

—  zweiaxiger  Krystalle  323,  326—328. 
Normalenkegel  342. 

Oberfläche  der  AbsorptioDscoöfficienten  527. 

—  gleichen   Gangunterschiedes   445,   457 
bis  460. 

—  der  Dehnungscoefficienten  558, 564, 566, 
568,  571,  572. 

—  der  Torsionscoöfficienten  563—566,  568, 
572. 

Oculargoniometer  383. 
Ohm'sches  Gesetz  167. 
OliviD  321,  339,  344,  449,  471,  494. 


Operationen  erster  und  zweiter  Art  5. 
Optische  Axen  300,  319,  326,  527. 

Bestimmung  derselben  476. 

wahrer  Winkel  491. 

scheinbarer  Winkel  492. 

Messung  ihres  Winkels  425,488—495. 

Aendenmg  des  Winkels  durch  Tem- 

peraturänderung  540—543. 
Optisches  Schema  193. 
Ordnung  einer  Interferensfarbe  465. 
Bestimmung  mittelst  eines  Ke3es 

473. 
OrientiruDg,    optische    und    magnetische 

194—195. 

—  der  Polarisationsebenen  447,  474. 
Orthoklas  103,  146,  149,  321,  339,  344,  449, 

540,  541. 
Ovaloid  851. 

Paramagnetische  Krystalle  193. 

Peltier-Effect  175,  177,  178,  182. 

Pennin  149. 

Periklas  92. 

Phenakit  309,  471. 

Piezoelektricität  269—280,  589—594. 

Pi^>zometer  556. 

Platin  94,  535. 

Pleochroismus  520. 

Pleonast  93. 

Polarebene  351,  433. 

Polarisation  302. 

Polarisationsapparate  445—455,  489—491, 

513. 
Polarisationsazimut  430—440. 
Polarisationsebene  304. 
Polarisationsellipsoid  193,  351. 
Polarisationsrichtungen  304,  338—388,  430 

bis  440. 
PolarisatioDswinkel  436,  441. 
Polarisator  445. 
Position-Ellipsoid  56. 
Potential  129. 

—  magnetisches  197,  198. 

—  der  elastischen  Kräfte  551. 

—  eines  dielektrisch  errieten  KrystaUa  593. 
Potentielle    Energie    einer    magnetisirten 

Kugel  im  Magnetfelde  206-208. 

eines  deformirten  Erystidis  550. 

Prismen  295—298. 

—  doppeltbrechender  Krystalle  309,  828, 
376—404,  509—511. 

Prismencombination  von  Fresnel  507. 
Proustit  309,  471. 
Punktsysteme,  sphärische  4—50. 
Pyrargyrit  94,  103,  535. 
Pyrit  565,  577,  581. 
Pyroelektricität  249—268,  589—594. 
Pyromorphit  149. 

Quarz  94,  95,  102,  103, 145,  146,  149,  163, 
164,  214,  226,  237—238,  240,  245-247» 
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255—258,  272—280,  468,  471,  502—519, 
539,  543,  570,  577,  581,  588,  593,  599. 

Qaarzkeilcompeiisator  464. 

Quansplatte,  doppelte  475,  504. 

—  vierfache  475. 
QaecksilberchlorOr  145,  471. 
Quercit  540. 

Bedprocalfläche  288,  349. 
Reflexion  ebener  Wellen  284. 

—  an  planparallelen  Platten  286. 

—  an  optisch  einaxl^n  Krystallen  311, 436. 

—  an  optisch  zweiaxigcn  Kry8ta]len353, 430. 

—  an  einfach  brechenden  Körpern  429. 

—  an  stark  absorbirenden  Krystallen  533. 
Refraction,  konische  345—348. 
Reibung,  innere  581. 

Rohrzucker  255. 

Rotationseruppen  16. 

Rotatorisdie  Bewegungsvorgänge  120. 

Roth  erster  Ordnung  470,  474. 

Rothknpfererz  92,  93. 

Rothadnkerz  94,  103. 

Rutil  95,  103,  145,  149,  309,  471. 

Salmiak  92. 

Sanidin  321,  471.  541. 

Schiebun^n,  einfache  60. 

—  nach  Gleitflächen  104. 
Schmekfiguren  145. 

Schwefel  98,  103,  226,  285—237,  247,  321, 

339,  344,  370,  449,  471,  494. 
Schwefelsaures  Aethylendiamin  518. 

—  Strychnin  518. 

Schwerspath  321,  339,  344,  449,  471,  494. 

Selen  94. 

Seignettesalz  540. 

Senarmontit  92. 

Süber  94,  535. 

Silicium  94. 

SkapoUth  149. 

Speiskobalt  92. 

Spektrale  Zerlegung  der  Interferenzfarben 

467,  505. 
Spektralocular  469. 
Spektrometer  378—383. 
Spektrophotometer  520—522. 
Spinell  98. 
Spiralen,  logarithmlsche  138. 

—  (Airy'sche)  vierfache  513. 

—  (Airy*sche)  doppelte  513—514. 
Stahl  94. 

Staurolith  149. 

Stauroskop  475. 

Steinsalz  99,  163,  164,  244,  538,  565,  577, 

581.  587,  588. 
Strahl  282,  306-309,  317—340. 

—  experimentelle  Bestimmung  im  Prisma 
399—403. 

Strahlenaxen  300,  319. 
Strahlenbündel,  Kummer'sche  373—375. 


Strahlenfläche  281—284. 

—  Huyghens'sche  301—816. 

—  Fresnersche  316—828,  353. 

—  im  Quarz  509,  511. 
Strahlenkegel  341. 
Strömung  117,  121. 
Strömungscurven  135—138. 
Strontiumformiat  195. 
Struvit  254,  255,  539. 
Substitutionen,  orthogonale  5,  29. 
Sylvin  92,  538,  565,  577,  581,  587,  588. 
Symmetrie  der  Kirstallformen  3—50. 

—  der  optischen  Eigenschaften  298—301, 
305,  328,  485-488,  517—519,  543—544. 

—  der  elastischen  Eigenschaften  551—556. 

—  der  Strömungsvorgfinge  139—142. 

—  der  homogenen  Deformationen  65—66. 

—  der  Pyroelektricität  und  PiSzoelektri- 
cität  249,  252—253,  590—591. 

—  der  pi^zooptischen  Eigenschaften  585. 

—  der  elektrooptischen  Eigenschaften  598. 
Symmetrieaxen  5. 

—  zweiseitige  22. 

—  einseitige  22. 

—  polare  23,  252. 
Symmetrieelemente,  erzeugende  3,  31,  33 

bis  50. 

Temperaturgefäll  123. 
Thallium  94. 
Thermische  Axen  70,  576. 

—  Drucke  576. 

Thermoelastische  Eigenschaften  574—581. 
Thermoelektrische  Kraft  173, 181,183—184. 

—  Erregungen  elektrischer  Ströme  in  ho- 
mogenen Krystallen  174. 

—  Ströme  170—184. 
Thermoelektrisches  Verhalten  von  Antimon 

170. 

Arsenkies  173. 

Bleiglanz  174. 

—  —  Eisenglanz  172. 

Eisenkies  173. 

Fahlerz  174. 

Kobaltglanz  173. 

Wismuth  170. 

Thermo-elektromotorische  Kraft  173,  180, 

183. 

Thomson-Effect  in  ungleichmässig  erwärm- 
ten isotropen  Leitern  175. 

Thomson-Effecte  in  homogenen  gleichför- 
mig erwärmten  Krystallen  175. 

Titanit  531. 

Topas  97,  102, 103,  224,  227,  259,  321,  339, 
344,  396,  449,  471,  494,  574,  577,  581. 

Totale  Reflexion  292—294. 

an  optisch  einaxigen  Krystallen  415 

bis  421. 

—  —  an  optisch  zweiaxigcn  Krystallen 
421-427. 

Totabreflectometer  407—414. 
Torsionsapparat  562. 
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Toreionsco^fiicienten,  isodiermische  561,563. 

—  adiabatische  580. 
Torsionswage  s.  Drebwage. 
Traabensäure  196. 
Tremolit  149. 

Troostit  149. 

Tormalin  94*,  103,  145,  146,  149,  159,  160, 
187,  193,  223,  245,  248,  253,  261-268, 
271,  309,  471,  524,  527,  537,  570,  577, 
581,  592. 

Ueberjodsaares  Natrium  518. 

UUmannit  92. 

Uniradialc  Polarisationsazimute  431,  433, 

434,  437—440. 
Untergruppe,  ausgezeichnete  31. 
Unterschwefelsaures  Blei  148,  518. 

—  Calcium  148,  518. 

—  Kalium  518. 

—  Natrium  195,  398. 

—  Strontium  518. 
UnterschwefUgsaures  Natrium  196. 
Uranylnitrat  195. 

Vectorgrössen  1. 

Yesuvian  95,  103,  145,  146.  149,  193. 
Viertelundulationsglimmerblättcbcu  496. 
Yiyianit  531. 

Wärmeeffecte  eines  elektrischen  Stromes 
175—178,  182. 


Wftrmeeffecte  durch  Bewegung  eines  Kiy- 
Stalls  im  Magnetfelde  221. 

—  durch  Bew^guns  eines  pyroelektriscben 
Riystalls  im  elektrischen  Felde  268. 

—  bei  elastischen  Deformationen  579. 
Wärmeleitung  120—125,  141-166. 

—  Theorie  von  Stokes  151—157. 

—  verallgemeinerte    Differentialgleichung 
derscllMn  579. 

Wärmeleitungsfthigkeit  124,  147,  154,  162 

bis  166. 
Weins&ure  255,  321,  339,  344,  424,  449, 

471. 
Wellenebene  283. 

Wellennormale  283,  290,  329-333,  339. 
Widerstand  126. 
Wismuth  94,  102,  103,  108, 167,  170—173, 

189,  190,  193,  217,  219,  223. 
Wulfenit  193. 


Zinkblende  92,  244,  258. 
Zinksulfat  195. 

Zinnerz  95,  102,  103,  146,  149. 
Zinnober  94,  103,  518. 
Zirkon  95. 
Zonen  51. 

Zwillingsbildung,  kfinsdiche  104—108, 114. 
Zwillinge  des  Quarzes  258—259,  513. 
Zwillingslamellen  104—108,  114,  117. 
Zwillingsplatten   im   conveigenten  polari- 
sirten  Licht  499—502. 
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